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ao ramo positivo) de ordenada minima í y í > 0 ) . 
A condição y"—O dá-nos x«=2 , que será a abscissa 
dum ponto B de inflexão Tem-se, então, 

i s i 

S=j y ^ ^ d x — ^ J x(2x~l) " d x ; ou,pondo 
r i 

Vã 
2 x - l - t » , S = V 2 / 2 • j ( t i - f - l ) d t = i / 6 - 2 f ô / 3 , 

que è a área pedida. 
1 5 4 9 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o y1 ' + y 2 s e c J x , 

d e t e r m i n a r a l inha i n t e g r a l q u e p a s s a p e l o p o n t o 
( 0 , 1 ) o n d e y ' — 0 , e ca lcu la r o ra io d e c u r v a t u r a 
n e s s e p o n t o . R : Trata-se de uma equação Untar 
de 3." ordem, de coeficientes constantes. Usando o 
simbolo D , a equação sem a." membro escreve-se : 
(Dí+ l )y -=0 , e o seu integral geral será y—A cos x4-
+ B s e n x ; o método da variação das constantes 
dá-nos A»= — s e c 3 x - t - C , , B-=2 tg s - f o integral 
geral da equação dada é, pois, y = (Ci —2) c o s x + 
-J- C j s e n x- í -sec x . As condições iniciais dão-nos 
Ci = 2 , = 0 ; a equação da linka integral pedida 
tF, então, y - = s e e x , e tem-se R ( 0 ,, = 1 . 

1 5 5 0 — M o s t r a r q u e a s u p e r f í c i e 3ar — 3xy +• 
[-2 x1—y)3,i—2x3 é p i a n i f i c á v e ! . E s c r e v e r a 

e q u a ç ã o do p i a n o t a n g e n t e c o m u m ün ico p a r â -
m e t r o , e d e t e r m i n a r a a r e s t a d e r e v e r s ã o . 
R : Tem-se s 1 —rt = 0 . Entãor p = ç ( q ) , e a equa-
ção do plano tangente no ponto ( i , y , z ) escreve-se 
Z —<p(q)X + qY4-V q ) , sendo >J'(q) = z —ç(q)x —qy . 
Para y = 0 , tem-se p — q = 0 , logo y (0) = 0 ; para 

, tem-se p = — x J ,q = x , logo y(x) — — x ! ; isto 
leva-nos a verificar que <? ( q ) = — q 1 , Tem-se então, 

<q) — z + q*x — q y . Para x — y = 0 , tem-se z —q — O; 
para = y , tem-se z — x ' / 3 , q — x ; logo ¥ ( 0 ) — 0 , 
V ( x ) — x 3 / 3 , o que nos leva a verificar que >i (q)— 
= q ! / 3 . A equação do plano tangente ê, então, 
Z —— q ! X + q Y + q 3 / 3 , E a aresta de reversão tem 
para equações Z - X 3 / 3 e Y = X J . 

F. C. P, —CÁLCULO INFINITESIMAL — exame final, 
Junho de 1943. 

1 5 5 1 — S e n d o c o s ' 0 / 2 a e q u a ç ã o d e u m a 
t inha p l a n a , d e t e r m i n a r o p e r í m e t r o da c u r v a e 
o s p o n t o s d e o r d e n a d a s m á x i m a s ou m í n i m a s . 
R : Tem-se d s ~ c o s 8 / 2 • dG; portanto, o perímetro 

i s = 2 ^ * c o s 0/2 - d o = 1. Como y = f s e n 0, a condição 
p 

de máximo ou minimo dá , — ir 5* /3 ; 
no ponto 6] , y tem um máximo, no ponto f j não 
tem máximo nem minimo, no ponto h tem am 
minimo. 

1 5 5 2 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o ( 1 — x ) y " + x y ' — 
s a b e n d o - s e q u e a d m i t e a s o l u ç ã o D e t e r m i -
n a r a l inha i n t e g r a l q u e p a s s a p e l o p o n t o ( 0 , 1 ) 
o n d e a t a n g e n t e é p a r a l e l a a o e ixo d o s xx, e ca l -
cu l a r a s c o o r d e n a d a s do c e n t r o d e c u r v a t u r a n é s s e 
p o n t o . R : Trata-se de uma equação linear de 3," 
ordent. Poremos y>=Cx e, variando a constante, 
obtem-sc .(1 — x) x C " + [ 2 ( l — x ) + x1] O — 0 , que i 
uma equação incompleta. Pondo C = z e separando 

. , d z , / 2 1 * \ . « vartávets, obtém-se M r - d x = 0 , cujo 
z \ x 1 — x / 

integral geral è z •*> Ci e 1 (1 — x\!x*. Finalmente, 
obtem-se y = C j x —Cie*, que i o integral gera! pro-
curado, As condições iniciais, dão-nos C| = Cj— — 1. 
A linha integral pedida ê, pois, y e5 — x ; e o seu 
centro de curvatura no ponto ( 0 , 1 ) è o ponto ( 0 , 2 ) , 

1 5 5 3 — S e j a m x ^ u + v , _y—w-|-2v, 
a s e q u a ç õ e s d u m a s u p e r f i c i e ( S ) , D e t e r m i n a r 
ç ( i i ) d e m o d o q u e ( S ) s e j a p l a n i f i c á v e l e d e t e r -
m i n a r a s c o n s t a n t e s d e m o d o q u e ( S ) p a s s e pe lo 
p o n t o ( 0 , 0 , 1 ) e s e j a t a n g e n t e n e s s e p o n t o a o 
p l a n o J f — + s = R : Obtém-se y ( v ) = e i . ' + S e, 
em seguida, o (v) -=e 3 *. 

SolucOes dos n.°* 15tó a 15.13 de A. Pereira Gomes. 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia i j do mia 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gaze ta . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utiUsada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome t da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de tõdas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 
1 5 5 4 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o b i q u a d r a d a : 1 5 5 5 — C i r c u n s c r e v e r u m t e t r a e d r o a u m t e t r a e -

~x ±2x ( l + • \J j : (2ar—l)j—153600. d r o d a d o , c u j a s faseB p a s s a m p o r 4 r e c t a s d a d a s . 
Problema proposto p o r j . S, Faria de Abreu (de Penafiel). Problema proposto por José Morgado (do Pôrto). 
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A L G U M A S DAS S O L U Ç Õ E S RECEBIDAS 

8 8 1 — C a l c u l a r o i n t e g r a l 

' • « V t ^ S f c w ' ( , i n t e i r o 
pos i t ivo ) . R ; O integral é definido, pois sendo 
B ' —AC 0 o radicando do denominador da fun-
(3o integrando só tem raises simples. Vamos 
dedusir uma fórmula de recorrência para o seu 
cálculo. Suporemos n > 1 . 

" / / A í 
x" d x 

x * + 2 B x + C 

1 f ( A x 4 - B ) x - ' - B x * - * 

•if d x 

4 " J x 0 - 1 d / A x ^ + S B x - i - C d x -

B r x j - M x 
A J l/Ãx"! + 2Bx + C A O 

n - 1 
A 

r 

/
• g 

x"~5 / A X 3 + 2 B X - T C d x - — ; A 
por outro lado 

f 
d 

/ 
x " ^ v^Ãxi + 2 B x + C d x 

x" - 5 ( A x i 4 - 2 B x -f C) d x 
l / A x J + 2 B x - r C s 

donde 

x — « V ^ A x J + a B x + C 2n — 1 B n - 1 
— í ^ C - I . *•> A n A ' 

(n > 1 ) . 
Com esta fórmula de recorrência redus-se o cálculo 
de 1, aos de It * I»> que se efectuam pelas regras 
habituais. 

8 8 4 — E s t u d a r a c o n v e r g ê n c i a da s é r i e c u j o 

t e r m o g e r a l é a „ ™ £ s e n (^a 4- J 0 < « < - | - -

R: Aplicando o critério de Cauchy, temos _ 

" se i ; ^a + — J cujo limite para n infinito 

i s e n a < 1 . A série ê pois convergente, 

8 8 5 — l u t e g r a - s e a f u n ç ã o e' ( « > 0) a o 
l ongo d u m c o n t ò r n o f o r m a d o p o r u m r a l o OA 
s e g u n d o ox, u m a rco d e c i r c u n f e r ê n c i a AB d e 

c e n t r o O e r a i o OA , e u m r a i o BO, s e n d o B t a l 
q u e a^AÔB e s t e j a e n t r e 0 e r.j2. 

F a z e n d o c r e s c e r OA i n d e f i n i d a m e n t e d e d u z i r 
d o r e s u l t a d o os i n t e g r a i s d e f i n i d o s : 

f u"-' e~" cos bu du J e m s e n bu du, 

R; Damos apenas os resultados, visto o enunciado 
indicar o caminho a seguir e os cálculos serem 
bastante longos : 

J* ' e"*" cos bu d u H a ' + b T ' ^ c o s | n a r e t g - i ' ( n ) | n a r e t g ^ J i 

I e—" c o s bu du^(a - '+b 5 ) s e n | n a r c t g ^ J r ( n ) 

o 

em que T m ) é a função de Euler T(d)^J X1-1 e~*dx . 
o 

886— D a d a a c u r v a p l a n a d e e q u a ç ã o y'—Ax*^ 0 
(A c o n s t a n t e , p e q i n t e i ros ) , p r e t e n d e - s e s a b e r 
c m q u e c a s o s o a r c o p o d e s e r e x p r e s s o na a b s c i s s a 
p o r m e l o d a s t r a n s c e n d e n t e s e l e m e n t a r e s . 
R: Dada a curva y = y ( x ) o elemento de arco i 
dado por ds-= V l̂. + y '- d x . No caso presente lemos 
d s — [ 1 + A " " p1

 q - * x ' n / q - Ç j i / 2 ^ x . Reduzindo esta dife-
rencial binômia â forma canónica pela mudança 
de variável A " " p* q 1 obtém-se 

3i—ta 
d s - B í l + t r t ^ a t (B c o n s t a n t e ) . 

Sabemos que o integral de (1+t)™ t n d t pode expri-
mir-se pelas transcendentes eltmentates se forem 
inteiros m , n , ou m + n . No nosso caso vi-se 
fácil mente que essas condições correspoudem a ser 

q p 
inteiro par um dos números ou 

p - q p - q 

1 0 0 7 — P r o v e q u e p a r a n i n t e i r o a s f u n ç õ e s d e Bes-
+C0 

s e t J„(») v e r i f i c a m J , ( y + s) — 2 

R: Podemos definir J„ (z) por e' v 

=" S J™ ( z ) •tn 0 # 0 ) . Aplicando êste desen-

volvimento a ambos os membros da identidade 

S J - ( * + y ) f - S J t W - t » * S J . ( y ) - t ' 
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c igualando os coeficientes de tm tentos J _ (z - f -y)= 

- s J k ( z i - J , < y ) - s q . e . d . . - - * 
1 0 0 8 — A c h e o r e c i p r o c o d e t n o c o r p o d e f i -

n i d o p o r / i p j - ^ p 3 — 3 ? 4 - 1 = 0 , R : Seja f ( x ) -
= x J — 3 x + l g (x) = x 4 -1 . Vamos calcular dois 
polinómios a e b tais que af + bg = l . O reciproco 
pedido será evidentemente b (? ) , O algoritmo de 
Euclides aplicado a f c g dá 

i =» x * g - t - ( l ~ 4 x ) 
1 . . . 1 7 

g — j 6 ( 4 x + l H l - 4 x ) + l 6 

donde 

16 1 
< - g + - ( 4 x + l , ( l - 4 x ) 

16 1 
' ^ g + J Í 4x + l ) ( f - x g ) 

r 4 1 i 6 " i r 4 , 1 "I 
• « [ " ï ^ ' Î T ^ n J ^ L ï T ^ ï ï J ' 

O reciproco pedido £ pois 

4 1 16 
b (? ) ? p + — • Y?> 1 7 r 1 7 p 1 7 

1010 — S ã o d a d o s u m p l a n o <•> e u m p o n t o O 
d é s s e p l a n o . P e d e - s e a e q u a ç ã o g e r a l d a s s u p e r f í -
c i e s 2 t a i s q u e , s e n d o M u m p o n t o d e MN a 
n o r m a l e m M (N e m) , MP a p e r p e n d i c u l a r a 
» ( P t « ) , s e j a igual a u m a c o n s t a n t e d a d a a1 a á r e a 
d o t r i â n g u l o ONP. Com os m e s m o s d a d o s f a z e r 
NOP=Const. R: Tomando » para plano O x y e 
0 ponto O para origem, a área do triângulo O N P 
1 dada por S = l / 2 . z ( p y — q x ) . A equação do pro-
blema épois 2a'™ z ( p y — q x ) . O sistema das caracte-
rísticas desta equação às derivadas parciais admite 
os integrais primários 

e z ! + 4 a i f l = C (em que y — x t g f l ) . 
Donde vem a solução do problema, dada por 
z- + 4 a : a r c t g y / x —çfxí - f -y ' ) —O em que <p c uma 
função arbitrária. 

1011 — D e m o n s t r a r q u e , d a d o s o s p o n t o s M\ e M j 
r e p r e s e n t a t i v o s d o s c o m p l e x o s e S j , s e Mi 
d e s c r e v e u m a r ec t a p a r a l e l a ao e i x o Ox, o p o n t o 
M r e p r e s e n t a t i v o d o p r o d u t o d e s c r e v e 
u m a r e c t a p a r a l e l a a OMz. R: Sejam z ' j e z''t 
dois valores de z t . Será a r g (z'i z2 — z", z>) — 
= a r g [ ( z ' 1 - z " i ) z 2 j - a r g ( z ' 1 - z , l , i + a r g z j = a r g z í por 
ser a r g ( z ' i — z " , ) = O . A igualdade a r g l z ^ z j — z " i z t ) = 
<- a rg z2 prova, a proposição enunciada. 

SoIuçBes doa problemas anteriores de Mário de Alenquer. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas em reflistas estrangeiras, aerío publicadas criticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

2 5 — A L B E R T A . ADRIAN — I n t r o d u c t i o n lo 
A l g e b r a i c Theo r i e i — T h e U n i v e r s i t y of C h i c a g o 
P r e s s , 1943. 

O s q u e e s t u d a r a m á l g e b r a a b s t r a t a s a b e m b e m 
q u e os s e u s m é t o d o s s ã o s i m u l t a n e a m e n t e m a i s 
s i m p l e s e f á c e i s d e a s s i m i l a r e m a i s p e n e t r a n t e s 
d o q u e o s p r o c e s s o s c láss icos ; m a s o s q u e t o m a -
r a m c o n t a c t o c o m a á l g e b r a a b s t r a c t a n ã o i g n o r a m 
q u e s e a p r e s e n t a u m g r a n d e o b s t á c u l o ao e s t u d a n t e 
q u e d e s e j a t r a v a r c o n h e c i m e n t o c o m e s t a n o v a 
o r i e n t a ç ã o da á l g e b r a . O p r i n c i p i a n t e t e m d e 
a p r e n d e r p r i m e i r o a l i da r c o m c o n c e i t o s e a u t i -
l izá- los t ão f&ci lmente c o m o s e s e t r a t a s s e d e 
n ú m e r o s , s e b e m q u e , d e p o i s d e tal t e r c o n s e -
gu ido , n o t e q u e t u d o s e d e s e n v o l v e c o m m a i s 
f ac i l idade . 

T e m p o r o b j e c t i v o e s t a « I n t r o d u ç ã o à s t e o r i a s 
a l g é b r i c a s * aux i l i a r o e s t u d a n t e n a s u a t e n t a t i v a 

d e v e n c e r a s d i f i c u l d a d e s a p o n t a d a s e d e a d q u i r i r 
o s h á b i t o s d e r a c i o c í n i o a b s t r a c t o , q u e s ã o o f u n -
d a m e n t o , n ã o s ó da á l g e b r a a b s t r a c t a , m a s d e 
q u á s i t ò d a s a s t e o r i a s m a t e m á t i c a s d e ho je . V i s to 
q u e é s t e l iv ro t e m o in tu i to d e s e r u m a o b r a d e 
in ic i ação , n ã o r e q u e r e n e n h u m c o n h e c i m e n t o p r é -
v i o — a l ém d e t é c n i c a s a l g é b r i c a s j ã c o n h e c i d a s 
d o s m a t e m á t i c o s d o R e n a s c i m e n t o — a inda q u e 
u m a boa v o n t a d e d e t r a b a l h a r e p e n s a r s e j a m 
i n d i s p e n s á v e i s . 

O s a s s u n t o s t r a t a d o s n e s t e t e x t o s ã o os q u e 
n a t u r a l m e n t e e r a m d e e s p e r a r : m a t r i z e s , e q u i v a -
l ênc i a e s e m e l h a n ç a , e c e r t o s o u t r o s a s s u n t o s 
l igados . T a l i m p õ e o e s t u d o d e a l g u n s e l e m e n t o s 
da t eo r i a d o s p o l i n ó m i o s — p o r r a z õ e s de o r d e m 
t écn ica —e d o s e s p a ç o s l i nea r e s , e s t u d o fiste i n d i s -
p e n s á v e l p a r a a c o m p r e e n s ã o d o s ign i f i cado rea l 
d o s c o n c e i t o s r e l a t i v o s à s m a t r i z e s . I n d i c a ç õ e s d a 
t é c n i c a d e g e n e r a l i z a ç ã o — t áo i m p o r t a n t e s n o 


