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os polígonos nestas condições que ocupam uma 
maior área são os regulares. Por considerações 
para as curvas circunscritas a polígonos, demons-
tra ser a circunferência a que limita uma área 
maior. 

Podem consultar-se para este problema os 
livros ; Blaschke — «Kreis und KugeU e Bonnesen 
— «Les problèmes des isoperimêtres et des isé-
píphaues». 

As duas demonstrações modernas aparecem em 
1902 com Hurwiti: e em 1939 com F. Schmidt, 

O professor Hopf desenvolveu estas duas de-
monstrações na lição seguinte, discutíu-as e mos-
trou uma conexão inesperada entre a teoria das 
séries trigonométricas e o problema dos isoperí-
metros que é posta em relévo pela demonstração 
de Hurwitz. 

3. O 3.0 curso a que nos referimos é o de geo-
metria diferencial regido pelo prof. Plancherel. 

Compreende 4 tempos semanais de 45 m sendo 
um déies dedicado à correcção de exercícios pro-
postos em lições anteriores. 

Foram até agora resolvidos 36 exercícios dos 
quais transcrevemos alguns que podem dar uma 
idéia do nível do ensino neste 3,0 semestre da 
Escola. 

1) Demonstrar que, se o plano osculador a uma 
curva torsa C é tangente a uma esfera fixa de cen-
tro O: o plano rectificante passa pelo ponto O ; 
2.0 a razão entre o raio de curvatura p—l/Á e o 

raio de torsão 1/t é uma função linear do arco 
p/a^As + B e 3,° estabelecer os recíprocos. 

2) Demonstrar que o plano tangente à superfí-
cie x y z ^ a 1 , limita com os planos de coordenadas 
um tetaedro de volume constante. 

3) Consideremos a família dos planos rectifi-
cantes duma curva. Mostrar que a característica 
do plano rectificante é o eixo instantâneo de ro-
tação do triedro de Frenet. 

4) Une-te um ponto fixo O a um ponto variá-
vel P que se desloca sôbre uma superfície esfé-
rica. Determinar o invólucro dos planos que pas-
sam por P perpendiculares a OP . 

5) Demonstrar que a superfície -ia2 — 
—2«3)(y!—2a-) possue uma linha de pontos um-
bilicais e que esta linha è a intersecção desta 
superfície com a esfera x* . 

<i) Demonstrar a proposição seguinte: Se a 
curva de intersecção de duas superfícies é uma 
linha de curvatura para cada uma das duas super-
fícies, estas cortam-se ao longo desta linha sob 
nm ângulo constante e reciprocamente. (Utilizar 
a fórmula de O. Rodrigues). 

7) Demonstrar que as torsões de duas linhas 
assintóticas qne passam por um ponto duma su-
perfície são iguais e de sinais contrários e que o 
quadrado da torsão da linha assintótica é igual à 
curvatura total com o sinal trocado. 

A N T O L O G I A 

O « D I S C R E T O » E O « C O N T I N U O » 

por E. T. Bell 
(de iMen oi mathematîcsJ, traduzido em írancês com o titulo «Les grands mathématiciens») 

Desde os tempos mais remotos, duas tendên-
cias inversas, que por vezes se auxiliam mutua-
mente, têm governado o desenvolvimento geral 
da Matemática: uma refere-se ao «discreto»; a 
outra, ao «continuo», 

O discreto aplica-se a descrever tõda a Natu-
reza e tôda a Matemática, atómicamente, por meio 
de elementos distintos, individualmente identifi-
cáveis, como os tijolos duma parede, os números 
1, 2, 3, etc. O continuo procura esquematizar os 
fenómenos naturais, o curso dum planeta sôbre 
a sua órbita, a passagem duma corrente eléctrica, 
os movimentos periódicos das marés e uma mul-

tidão de outros fenómenos que nos induzem a 
crer que conhecemos a Natureza segundo a fór-
mula mística de Heraclito: «Tudo flue». Hoje, 
êste «fluir» ou o seu equivalente «a continui-
dade» tornou-se uma idéia tão pouco clara que 
é quási vasia de sentido. Mas deixemos isso por 
agora. 

Intuitivamente, nós sentimos que sabemos o que 
se deva entender por «movimento contínuo» 
como o duma ave ou duma bala no ar, ou a queda 
duma gota da chuva. Êste movimento tdoce; não 
se faz por sacadas, é ininterrupto. No movimento 
contínuo ou, mais geralmente, na própria conti-
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nuldade, os números individualisados 1, 2, 3, não 
constituem a imagem matemática adequada. Os 
pontos dum segmento de recta, por exemplo, não 
constituem entidades tão separadas como os ele-
mentos da sucessão 1, 2, 3 , . . . , em que a passa-
gem dum têrmo ao seguinte é sempre a mesma 
(dêste modo: 1, 1 + 1 = 2, l-f-2=3 , e assim suces-
sivamente): porém, entre dois pontos duma recta, 
por muito próximos que estejam, nós podemos 
sempre encontrar, ou pelo menos imaginar, um 
outro ponto: não há passagem imediata dum ponto 
ao seguinte, por isso que não há pontos conse-
cutivos. 

A concepção da ucontinuidade* quando aplicada 

à maneira de Newton.de Leibniz e dos seus suces-
sores, conduz ao domínio ilimitado do Cálculo 
Infinitesimal e das suas numerosas aplicações k 
Ciência e à Técnica; conduz a tudo que se chama 
hoje a Analise Matemática. O outro quadro, o do 
discreto, ê o domínio da Álgebra, da Teoria dos 
Números, da Lógica Matemática. A Geometria 
participa simultâneameute da natureza do contí-
nuo e do discreto. 

Uma das grandes missões dos matemáticos de 
hoje é harmonizar o contínuo e o discreto, elimi-
nar dèles tóda a obscuridade e encorporá-los numa 
matemática alargada. 

Tradução de J. SEBASTIÃO E SILVA 

S Ô B R E A S M O D E R N A S T E N D Ê N C I A S D A M A T E M Á T I C A 

por E. T. Bell 
(de tMen of mathematics», traduzido em francês com o titulo cLes grands mathématiciens» I 

Poincarè foi o último sábio que conseguiu abra-
çar pràticamente todo o domínio das matemáticas, 
puras e aplicadas, Crê-se geralmente que seria im-
possível a um cérebro humano de hoje assimilar 
mais de duas das quatro divisões principais das 
matemáticas: aritmética, álgebra, geometria, aná-
lise, sem faiar da astronomia e da física matemá-
tica, e ainda menos de realizar al qualquer obra 
criadora de primeira ordem ; ora, mesmo em 1880, 
na época em que se abria a grande carreira de 
Poincarè, pensava-se ordinariamente que tinha 
sido Gauss o último matemático universal; não 
será, portanto, impossível que algum futuro Poin-
carè consiga, uma vez mais, cultivar o domínio 
completo. 

A medida que as matemáticas se desenvolvem, 
contraem-se e dilatam-se alternadamente, um 
pouco á maneira dum dos modelos do universo 
de Lemattre. Actualmente, nós atravessamos um 
período explosivo de expansão, e é absolutamente 

impossível a um ser humano tamiliarizar-se com a 
enorme massa caótica de matemáticas que tem 
inundado o mundo desde 1900. Mas já, em certos 
sectores, se vê desenhar uma tendência para a 
contracção, que nos deve regosijar; acontece isto, 
por exemplo, com a álgebra, em que a introdução 
em grande escala, dos métodos axiomáticos torna 
imediatamente a questão mais abstracta, mais 
geral e menos desconexa, A maneira moderna 
de abordar os problemas faz descobrir analogias 
inesperadas, que em certos casos são mesmo 
identidades disfarçadas; e pode conceber-se que 
a próxima geração de algebristas não terá neces-
sidade de conhecer tudo o que ê agora conside-
rado importante, porque muitos dos pontos 
particulares difíceis foram reduzidos, e encorpo-
rados em princípios gerais mais simples e de 
maior alcance. 

Tradução de J. SEBASTIÃO E SILVA 

O S F I L Ó S O F O S E A M A T E M Á T I C A 

por E. T. Bell 
(de tMen of mattiematlcs», traduzido era francês com o titulo tLes grands mathématiclens-1 

Por um dos veredictos mais irónicos que se têm 
conhecido no decurso do longo processo da expe-
riência contra a especulação, a descoberta de 
Ceres coincidiu com a publicação dum ataque 
sarcástico do famoso filósofo G. W . Hegel (1770-
-1831) contra a conjecturados astrónomos, na inves-
tigação dum oitavo planeta. Se êles prestassem 
um pouco de atenção à Filosofia, declarava Hegel, 

veriam imediatamente que não pode haver senão 
sete planetas — nem mais um, nem menos um. 
Tais investigações representavam, portanto, uma 
estúpida perda de tempo. Sem dúvida, êste ligeiro 
lapso de Hegel foi explicado, bem ou mal, pelos 
seus discípulos, mas o que êles não conseguiram 
foi suprimir as centenas de pequenos planetas 
que se riem do seu anátema olímpico. 
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Não é desprovido de interêsse notar, de passa-
gem, o que pensava Gauss a respeito dos filóso-
fos que se ocupam de questões cientificas, de 
que não percebem nada; isto aplica-se, em par-
ticular, aos filósofos que esgravatam nos funda-
mentos da Matemática, sem terem prèviamente 
aguçado o bico sôbre algum duro edifício mate-
mático, Inversamente, isto explica a razão por 
que B. Russell (1872), A. Whitehead (1861), David 
Hllbert (1862}, da nossa época, trouxeram contri-
buições importantes à filosofia das matemáticas : 
é que são matemáticos. 

Escrevendo ao seu amigo Schumacher, a i de 
Novembro de 1844, Gauss declara: «Vê-se a 
mesma coisa (a incompetência matemática) entre 
os filósofos contemporâneos Schelling, Hegel, 
N. von Essenbeck, e os seus sucessores; não nos 
fazem êles pôr os cabelos em pé com as suas 

definições? Leia na história da filosofia antiga 
o que os grandes homens dessa época, Platão 
e outros (exceptuo Aristóteles) davam em matéria 
de explicações, E mesmo com o próprio Kant, as 
coisas muitas vezes não se passam melhor; a 
meu ver, a sua distinção entre juízos analíticos e 
sintéticos ê uma daquelas idéias que, ou caem na 
banalidade, ou são falsas». Quando escrevia estas 
linhas, em 1844, Gauss estava em plena posse da 
geometria não euclideana, que era já uma refu-
tação suficiente do que diz Kant sõbre o «espaço»... 

Não se vá porém concluir dêste exemplo iso-
lado, relativo a pormenores técnicos puramente 
matemáticos, que a Filosofia não era apreciada 
por Gauss; todos os progressos filosóficos tinham 
para êle grande interêsse, conquanto desaprovasse 
muitas vezes os meios pelos quais tinham sido 
alcançados. TraduçSo de J. SEBASTIÃO E SILVA 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de Aptidão às Escolas Superiores (1942) 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n." 5 

1255 — Resolva a equação 5—f*1—1/2JV2—3*1 

determinando o valor numérico das raízes reais 
até à aproximação de uma décima. R : As raiaes 
da equação são dadas peia expressão x = + [( — 1 0 + 
+ 256"1) : 4 ] ' " — + [( - 1 0 + 1 6 ) : 4 ] " 5 e as raises 
reais são: x - ± (B/2)"1 - + 1,2 . 

1256 — Simplifique a expressão 

e determine o seu valor numérico para .r = l,3273 
e jy = 0,3456 utilizando logaritmos. R : A expressão 
simplificada è x . y7'3 donde log x + 7/3 log y — 
=0,12297 + 7/3x1,53857-1,04630 e para valor nu-
mérico da expressão 0,11125 , 

1257 — Sabe-se que a área de um terreno com 
a forma rectangular é igual a 2,25 hectares. Me-
diu-se o ângulo que faz uma diagonal com um 
dos lados, obtendo-se o valor 37° 26' 30" . Calcule 
o comprimento e a largura do terreno, dispondo 
de uma tábua de logaritmos. K : A área do rec-
tângulo em função da diagonal è dada por 
A - - d ; sen 3. cos s se fôr d a diagonal e x o seu 
ângulo com um dos lados. No caso pâsto é 225= 
= d3 sen 37° 26'30" cos 37" 26 30" e por isso logd = 
• l/2< log 225 + colgsena + colgcos«) = 1/2(2,35218 + 

+ 0,21613+ 0,10019) = 1,33425, Por outro lado, se 
forem a e b os lados do rectângulo serão a — d sen 1 

e b=dcosa ; logo loga = logd + logsensi = l,33425 + 
+ 1,78387 = 1,11812 e a = 131m; e l ogb = logd + 
+ log cos a = 1,33425 + 1,89981 = 1,23406 e b = 172m. 

1258 —Defina superfície de revolução. Indique, 
sem definir, alguns sólidos limitados, total ou 
parcialmente, por tais superfícies. 

1259 — Diga como construía um quadrilátero, 
dados dois ângulos opostos, as diagonais e o 
ângulo que estas fazem entre si. R : Seja AB uma 
das diagonais que 
é vista dos vérti-
ces D e C sob os ân-
gulos i í p , dados, 
(ângulos opostos). 
Construem-se os 
lugares dos pontos 
sob os quais é visto 

0 segmento ABsí-
gundo aquiles ân-
gulos. Sejam O e 
O' os centros dos 
arcos que consti-
tuem tais lugares. 
Por um dêles O1 

(por exemplo) 
centro do arco de 
raio r , tracemos uma recta O' O'' que forme com 
A B o ângulo dado das duas diagonais, sendo 
01 O" o comprimento da segunda diagonal. Com 
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centro em O" e raio r, traça-se uma circunferência 
que cortará ou não o arco de centro O. Se houver 
pontos de encontro, seja C um dêles. Por C traço 
uma paralela a O' O" que encontrará o arco de 
centro O1 em D . ACBD è um um dos quadriláteros 
que se podem construir, e o outro AC'BDr. É fácil 
notar que pode haver 2 , 1 ou 0 soluções. 

1260 — Determine as soluções inteiras e posi-
tivas da equação x—(2y + 5) : 5=100/6— Sy . R : A 
equação proposta é equivalente a 30.V + 78>"=530, 
equação que não tem soluções inteiras, o mesmo 
sucedendo ã proposta. 

Soluções dos n."" 1355 a 1260 de J. da Silva Paulo, 

Instituto Superior de Agronomia 
Ponto li" 4 

1261 — Determine o parâmetro m de modo que 
a equação + + —2 = 0 tenha duas rai-
zes e x" que satisfaçam a relação 2x'+5x'1—1=0. 
R : As equações que resolvem o problema são 2x' + 
+ 5 x " = l ; x ' + x " = - { 2 m + l ) : 5 e x x " = ( m - 2 ) : 5 . 
A resolução do sistema dá para m os valores 
m ' = - 4 e m'í-1/8. 

1262 — Escreva e simplifique o têrmo médio do 
desenvolvimento de (Y2ã - tfTÍ2a)B. R: T ( — 20. 

1263 — Escreva o têrmo geral da sucessão 
- 3 ' 

B !) 12 
_ _ e calcule o seu limite quando o nú-
1 5 9 
mero de termos cresce indefinidamente. R: O têr-

mo geral é u„ = -——- e lim u„=3/4 . 
4n — 7 o-^ol 

1264 - A altura de um trapézio rectângulo mede 
198,15 metros e uma das suas bases é dupla da 
outra. Calcule a medida do menor ângulo interno 
do trapézio, sabendo que a base maior mede 
426,38 metros. Utilize logaritmos. R : A equação 
que resolve o problema è 1Í18,15 = 213,19 tg s donde 
«=42« 54' 20" . 

1265 - Os ângulos v. e p são dois ângulos posi-
tivos que satisfazem às relações: a-|-p<it/2; 
senx=l/2/2; cos p—1/2. Calcule tg ( «+p ) . R: Dos 

dados do problema conclue-se que tga = l e tgp = ;/3 
donde t g ( * + £ l ) - - ( 2 - f ^3 ) . 

1266 — Em que quadrantes são simultãnea-
mente crescentes as funções : tangente e secante. 
Justifique a sua resposta. 

1267 — Demonstre que tòda a recta conduzida 
pelo ponto de intercepção das diagonais de um 
paralelogramo é dividida por êste ponto e pelos 
dois lados opostos em duas partes iguais. 
R : E fácil ver que com a recta, uma diagonal e os 
dois lados opostos cortados pela recta, se formam 
dois triângulos iguais de que dois lados são os 
segmentos em que fica dividida a recta; opondo-se 
êsses dois lados a ângulos iguais éles são, por isso, 
iguais. 

1268 — A secção feita num cone de revolução 
por um plano que passa pelo eixo é um triângulo 
eqililátero cuja área ê v/3 cm ! . Calcule a área total 
do cone. R ; A área do triângulo equilátero em 
função do lado {geratriz do cone) ê t/3/4, 
donde g = 2 cm. O raio da base do cone é g/2 — 1 cm 
* a área total A = nr(g + r ) = 3 , H x l (2+1) = 9,42cm'. 

Soluções dos n." I2B1 a 1268 de J. Calado. 

I. S . C. E. F. - Exame de Aptidão, l-B-1942 

1269 — a) Diga que propriedades conhece das 
equações do 2.g grau. b) Resolva a desigualdade 
(^-f 3)- (#—2) 

' < 0 . R : A desigualdade dada im-

plica ttm dos dois sistemas ; 

( ( x + 3 ) ( x - 2 ) > 0 í x < - 3 o « x > 2 
a ' i (x + l ) ( x - l ) < 0 j —1 < x < 1 impossível: 

l ( x + 3 ) ( x - 2 ) < 0 j - 3 < x < 2 

—3 < x < —1 ou 1 < x < 2 . 

1270 — Calcule o valor numérico da expressão 
la~1 —b~l\1/3 

A = — p a r a o = 141,43 £ = 20,04. 

' /ab (b — a)\ 1/3 / ab \ l i s 

log A *= ̂ { log 141,43+log 20,04 -4-colog 161,47) = 

- ~ (2,1505415+1,3018977 + 3,7919082) = 

* 1,2448474=0,4147925, 

donde A =2,59885. 

1271— a) Enuncie as propriedades que rela-
cionam a medida de um ângulo cujos lados inter-
sectam arcos de circunferência com as medidas 
dêsses arcos, b) Dadas duas circunferências con-
cêntricas, calcule a área do segmento determinado 
no círculo de raio maior por uma tangente à cir-
cunferência de raio menor. Caso particular: R=2r. 

b) 
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R : Seja O o centro das duas circunferências de 
raios R e r (r < R ) , A B a corda da circunferên-
cia de raio R tangente à de raio r, e 2<t a medida 
em radianos do ângulo AOB . Tem-se: 
A=uR*-2a/2:T-área [ AOB ] = « R ! —r / R í - r ^ -

= R-arc cos — r (/R '—r* . Para R = 2r, vem 
R 

1 A =--4r?. are cos - - r = (4-/3- ^3) rJ . 

1272 — a) Defina poliedro regular e descreva 
os poliedros regulares que conhece, b) Dado um 
cubo de lado L , inscreve-se nêle uma esfera e 
nela um cubo de lado l . Calcule a razão dos vo-
lumes dos dois cubos. R : O diâmetro da esfera è 
igual ao lado do cubo circunscrito e igual à dia-
gonal do cubo inscrito. Logo L- = 31-' donde 
L*/l»-3. A razão dos volumes é V/v = U/13 = 3 j/3. 

1273 — Calcule o perímetro e a área de um tra-
pézio rectângulo conhecendo a altura: A —7,45 me-
tros, a base menor: 6 = 25,14 metros e o angulo 
obtuso que lhe é adjacente: a~108°37'43". R: De-
signando por B a base maior, tem-se B —b —hx 
xtg(a—n/2)=7,45x tgl8°37' 43" e l=h/cos(«.—n/B)-
= 7,45/cos 18° 37' 43", donde log B-b-O,3999062 
ou B —b = 2,5113 e log 1-0,8955229 donde 1 = 7,8618. 
Perímetro: P = B + b + h + I=68,l m. 

Area : 
B + b 52,79 

• h - • 7,45=196,6 m1. 

1274 — Mostre que, se x, y e z são três núme-
ros em progressão geométrica, é válida a igual-
dade (x+y + z) (.x—y z) = x*y*+z*. 
l i : A igualdade a verificar reduz-se a (xH-z)'—y? = 
= x - + y ' + z 3 ou, finalmente, a x z = y * . Se y = x r e 
z = xr i , tem-se imediatamente xz=*x ! rv-=y*. 

Soluções dos n.°b 1369 a 1274 de A. Sá da Coata. 

Instituto Superior Técnico 
Ponto n." 4 

1275 — Três proprietários têm de participar nas 
despesas de um canal de irrigação proporcional-
mente à extensão das suas propriedades e na 
razão inversa das distâncias das mesmas proprie-
dades ao canal. Tendo as despesas do canal im-
portado em 200 contos, calcular a parte a pagar 
por cada proprietário, sabendo que as proprie-
dades têm de extensão 65 hectares, 96,2 hectares 
e 7') hectares, e que as suas distâncias ao cana! 
s3o respectivamente 2õ0 metros, 100 metros e 200 
metros. R : Sejam x , y e z as partes a pagar pelos 
proprietários. As equações que resolvem o problema 

250x 100y 200z 
são x - f y 4-z = 20O e —— — ——• - — o que dá os 

65 96,2 70 * 
valores x-33.078#88, y=122,391á86 e z-=44,529*26 , 

1276 — Determinar k de modo que 2,v (a*+2) — 
— 1 seja verificada para todos os valores de .v. 
R: Deveria ser negativo o descriminante do trino-
mio, isto é, 2 + 2 ( k l + l ) -<0, desigualdade que è im-
possível, logo o problema não tem solução. 

1277 — Mostre que num triângulo rectângulo de 
tg-S b 

hipotenusa a é R : Se forem b 
1-rSec B a + c 

í c os catetos opostos aos ângulos B e C será 
tg B _ 

1 + sec B a + c 
tgB = b,'c e portanto 

1278 — Determine a área do losango circuns-
crito a uma circunferência de raio 3 centímetros, 
sabendo que um dos ângulos do losango mede 
R: -Se forem d| e dz as diagonais do losango, será 

— — e - logo dj = 12 í d 1 -4v / 3, 
2 sen 30 2 sen 60 * 
logo a área mede 24 /3 cm ! . 

1279 — Determinar a área de um trapézio isós-
ceies inscrito numa circunferência de raio ^í, 
sendo uma das bases igual ao diâmetro e um dos 
lados não paralelos igual a a . R: As equações que 
resolvem o problema são: a i = x i-f-(R—y) ! e R ! = 
= x !-i-y i ; sendo x a altura do trapézio e y metade 

da base menor. Então será x — ~ yUlt* — a1 e 

y-R-|£ , fl área i A - ( s R t / T R i - t f ) . 

1280 — Dada uma esfera de raio R, determinar 
a distancia do centro a que se deve tirar um plano 
secante para que seja igual ao volume da esfera 
a soma dos volumes do cone circunscrito à esfera 
com base na secção dêsse plano e do cone com a 
mesma base e vértice no 
centro da esfera. R : Seja 
y o raio de secção produ-
zido na esfera pelo plano, 
x a distância do centro da 
esfera ao plano secante e 
z a altura do cone circuns-
crito. A igualdade dos vo-
lumes dá-nos a equação 
4R3 = v*(x + z). Do triân-
gulo rectângulo [ACO] , 
tira-se a relação y J =xz ; 
e do triângulo rectângulo 

[ARO] deduz-se a equação y 1 +x z —R 7 . Estas três 
equações permitem determinar o valor pedido que é 
x = R (l/5—2). Note-se que para a eliminição basta 
substituir y* tirado da 2." equação na l.a e na 3.*, 
dividindo membro a membro as igualdades obtidas. 

Soluções dos n.°* 1275 a 1U80 de J. da Silva Paulo. 
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1281 — Discuta o sistema §x + tny—^--=4, 4mx — 
-2_y + (wt — l ) s = m e 5* + (2m — — =3 (m + 2) 
onde m é um número real. R: Determinado para 
m =jí= — 1 , 35/9. Indeterminado para m = — 1. In-
compatível para m—35/9. 

1282—Determine a equação do lugar geomé-
trico dos pontos cujas distâncias às duas rectas 
de equações o>' + i-v-f c=-0 e a'y + b'x±c'~0 estão 
numa relação k conhecida. 

= x 

R : 
ay + bx- fc + a'y + b'x-rC 
t/aí + b ' (7a" + b's 

1283 — Deduza a equação dum plano que passe 
pela recta A- = 3,s-f-2, —* + 3 e diste do 
ponto (1,2, - 3). R : x + 3,675y+0,67õz -10,025 = 0 
4 x-f0,925y —2,075z —4,775=0 . 

1284—Prove, sem desenvolver o determinante, 

que a equação 
= 0 

admite as raízes i e c , 

R : Para a 1,* e a 3," linhas são iguais, Para 
x —c a 2.» e a 3.® colunas são proporcionais. 

1285 —Dada a recta r~Ax+Bv + C— 0 e um 
ponto M (.*u.Vü) eíectue uma rotação dos eixos 
supostos rectangulares em torno da origem de 
modo que a recta fique paralela ao novo eixo 
dos XX, Deduza da operação a fórmula da dis-
tância dum ponto a uma recta. R ; Efectuar a 
rotação, calcular a distância nesse novo sistema e, 
em seguida, desfaser a rotação. 

1286 — Deduza a equação do plano que passa 
pelo ponto A/(2,—3,8) é paralelo à recta rt e 
perpendicular ao plano ll( , 

y s 
r, — e n, 

R ; 28(3K—3)+5(y+3)—6(z—8)=0. 
Soluções dos 1282,1384 e 128G de A. Sá da Costa, e 

dos n.°* 1381, 1383 e 1285 de J. Pais Morais. 

t. S. C. E. F. — l,aCADErRA — exame de freqüência, 
20-2-1942 

1287 - Calcular (-»•*-"]". Discussão 
1 - P 

( « inteiro e positivo). R: S — — -

é i* = l e S = 0; se n = 4p + l i l" = i e S = l " = l ; 

, Se n = 4p 

x cos 

/ 2 \" 

se n = 4p + 2 é i » — 1 e S -= (——rj = • 

,(p* i ; se 

n - 4p+3 è i"— —i e = cos ( 2pi7 + ) + 
+ i sen ( 2pr + J^** — i . 

1288 — Verificar que os três planos de eqs. 
4x—y—0^O, 2 ^ - 2 ^ - 3 ^ = 0, 2x—3_y +2.8 = 1 defi-
nem uma superfície prismática e determinar os 
parâmetros directores das arestas. Calcular o 
volume do prisma que se obtém cortando essa 
superfície prismática por dois planos perpendi-
culares às arestas, um passando pela origem e 
outro pelo ponto ( 2 , 3 , 3) , R : Consideremos o 
sistema constituído pelas equações dos três planos. 
A característica da matriz dos coeficientes das 
variáveis é 2 , por ser nulo o único determinante 
de j.a ordem que nela pode formar-se e haver de-
terminantes de s." ordem não nulos. Notemos que 
não são nulos os determinantes 4 —1 1 = 10, 

2 2 I 
1 4 - 1 - - 1 0 , 2 2 — — 10 e que, tomado 

\ 2 - 3 2 - 8 
para principal o sistema constituído por duas 
quaisquer das três equações e para incógnitas prin-
cipais x e y, o característico é, à parte o sinal, 
o determinante 4 —1 0 =10. Por conseqiiên-

2 2 0 
2 - 3 1 

cia, os três planos intersectam-se dois a dois e de-
finem uma superfície prismática. 

Para determinar os parâmetros directores das 
arestas, consideremos, por exemplo, a aresta defi-

j 4 x - y - z = 0 
í 2 x+ í y " +8z -0 

cujos parâmetros directores são 

nida pelos dois primeiros planos 

„ 1 4 = 1 0 , 4 

- 3 2 I o 2 

= 10 ou 

1 - 1 
2 - 3 

(1,2, 2 ) . 

U plano ir que passa por O e é perpendicular às 
arestas tem por equação x 4- 2y + 2z = 0 e o plano t.' 
que passa por (2, 3, 3) e i perpendicular às arestas 
x -f2y + 2z = 14 . Os pontos de encontro de ir com as 
as três arestas são dados por 

x + 2y + 2z = 0 
4x — y — z = 0 
2x +2y—Br-0 , 

x-í-2y + 2z=0 
' Ix—y—z = 0 
2x —3v + 2z .-1 , 

x +3y + 32—0 
2x-t-2y-3z-0 
2x -3y + 2z = 0 


