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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR-COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — ArceBra SupERIOR — 2.° exame de fre-
qiiéncia, 1942

1281 — Discuta o sistema 9x-f-my—2s—=4, dma—
—2y+(m—1)s=m e Sx+(2m—1) y —35=3 (m+2)
onde m € um namero real. R: Deferminado para
m -1, 35/9. Indeterminado para m——1, In-
compativel para m=35/9.

1282 — Determine a equagio do lugar geomé-
trico dos pontos cujas distancias as duas rectas
de equagdes ay+bx+c=0e a'yv+&x+c' =0 estio
numa rela¢do k£ conhecida.
aytbx+e aytbxwe

Vatibe vaiib®

1283 — Deduza a equagdo dum plano que passe
pela recta x=3s+2, y——25+3 e diste ¢33 do
ponto (1,2,—3). R: x+3,675y+0,675z—10,025=0
¢ x+0,925y —2,075z - 4,775=0 .

R:

1284 —Prove, sem desenvolver o determinante,

x ¢ 1|=0
queaequacgiao (b » 1 admite as raizes 1 ec.
1 eyl

R: Para x=1 a 1.2 ¢ a 3.2 Iinhas sdo iguais. Para
x=c a 2.® ¢ a 3. colunas sdo proporcionars.

1285 — Dada a recta r=Ax+B+r+4+C=0 e um
ponto M (xyv,) efectue uma rotagdo dos eixos
supostos rectangulares em torno da origem de
modo que a recta fique paralela ao noveo eixo
dos XX . Deduza da operagdo a formula da dis-
tancia dum ponto a uma recta. R: Efectuar a
rotagdo, calcular a distincia nesse novo sistema e,
em seguida, desfaser a rofagdo.

1286 — Deduza a equacdo do plano que passa
pelo ponto M (2,—-3,8) é paralelo a recta ry e
perpendicular ao plano 11,

" Ex=l_'::'=_8' e
R: 28(x—2)+5(y+3)—-6(z—8)=0.

Solucdes dos n.® 1282, 1284 e 1286 de A. S4 da Costa, e
dos n,”® 1281, 1285 e 1285 de |. Pais Morais.

Iy = x—t'l_v }:55—'810 .

1. 8.C. E. F. — 12 capemra — L.° exame de freqgiiéncia,
20-2-1942°

1287 — Calcular [l+#+4424...4+4']", Discussdo

1_‘,‘"" n
g |- Sen=tp

(n inteiro e positivo). R: S= [
é i"=1 ¢ S=0; s¢e n=4p+1 ¢ i"=i ¢ S=1"=1;

2
1—i
3 % S
cos (pn + §\+ i sen(p.—:-l— §) |=(-—1)l‘2"'-*’i; se
: : 141 I'I._ 31=
n=4p+38 é i"=—i e S”(.II‘T = cos (prr-l——n")-i-
e 2

' n
se n=4p+2 ¢ i"'=—1 ¢ S=L )=2N'><

>

+isen(2p1=+'_i:)=—i.

1288 — Verificar que os trés planos de eqs.
dx—y—s=0, 2x—2y—8s=0, 2x—3y +2e=1 defi-
nem uma superficie prismética e determinar os
parametros directores das arestas. Calcular o
volume do prisma que se obtém cortando essa
superficie prismatica por dois planos perpendi-
culares as arestas, um passando pela origem e
outro pelo ponto (2,3, 3). R: Consideremos o
sistema constituido pelas equacies dos trés planos.
A caracteristica da mairis dos coeficientes das
varidveis é 2, por ser nulo o unico delerminante
de 3.® ordem que nela pode formar-se e haver de-
terminanies de 2.0 ordem ndo nulos. Nofemos que

ndo sdo nulos os determinantes | 4 —1 |=10,
2 2

|4 =1 |=-10, 2 2 |=—10 e que, tomado

[i9: =3 ‘ g gl

para principal o sistema constituido por duas
quaisquer das irés equagoes ¢ para sncdgnitas prin-
cipais X ¢ y, o caracleristico é, a parle o sinal,
o determinante |4 —1 0|=10, Por conseqiién-
2 2 o
2 =il
cia, 0s trés planos intersectam-se dois a_dois e de-
finem uma superficie prismdtica.

Para determinar os pardmelros divectores das
arestas, consideremos, por exemplo, a aresta defi-

, . ‘ ix—y—z=0
nida pelos dois primeiros planos : 9% 42y 1870
cujos pardmetros directores sdo | —1 —1|=5,

e
|—1 4|=10, [4 —1|=10 ox (1,2,2).

-3 2| 13 2

O plano = gue passa por O ¢ é perpendiculayr as
arestas tem por equagdo x+2y+2z=0¢ o plano =’
que passa por (2, 3, 3) e é perpendicular as arestas
X +2y+2z=14. Os pontos de encontro de = com as
as trés arestas sdo dados por

x+2y+2z=0 x+2y+2z=0 X +2y+2z=0
4x—y—z=0 dx —y—z=0 2x+2y—3z=0
(2x42y—3z=0, | 2x —3y+2z=1, { 2x—3y4-22=0
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e s@o (0,0,0) (0, —1/5, 1/5) (2/9, —T/45, 2/45) ¢
o ponto de encontro de = com a aresta definida
pelos dois primeivos planos é a solugdo do sistema
x4-2y+2z=14
4x—y—z=0
2x+2y—3z=0
lume do prisma é igual a metade do volume do
paralelipifedo cujas arestas concorventes num vér-
tice sdo determinadas pelos quatro pontfos encon-
trados. Entdo, o volume do prisma tem por medida

isto é (14/9, 28/9, 28/9). O wvo-

yle o RS § U ¥
2l o0 —15 15 1| 405
29 —7/45 2/45 1
149 289 289 1

1.8.C.E.F. — 1. CapEira — 2.° exame de freqgiiéncia,
16-6-1942

1289 — Calcular os trés primeiros termos do

desenvolvimento em série da fungdo y =

coslx

1
R: Nofemos que cos3x=-cosx'c053x=;)cosx-

|

1
+(14-cos 2x) = 3 (cosx {-cosx - cos2x) = 5 (cosx +

1 1 3 1
+§c033x+2cos x)-—4cos 3x+-4cos-3x .

1

¥ cos’x

3 cos x+cos3x

Entdo, E, porque

2
BEOI RS~ B B (S L e Y

21 (2n)!
a 32 xz 39u x‘.‘rl
cos3x—=1——"" +‘“+(—‘l)“'(2n)! Fren,  Serd
- 4 — i - e
Y T (3—3x221H8x4/4 | +rv) +(1—32x2/2 |+ BIx /A1)
; 4

- =143x2/24+11x4/8+... .
R T i

1290 — Determinar um polinémio do 4.° grau
que tome os mesmos valores que a fungdo y—x~
para x=—2,—1,0,1,2, R: Tem-se o seguinte
quadro de valoves :

X -2 —1 0 1 2

v S, S B e T O

Lo | =

i mox log x

1
Note-se que y (V) = lin'; X*=g** =el=1. Seja

ax! + bx3 +ex' +dx + ¢ o polinomio pedido. De-
verd ser

lﬁav—8b+4c—2d+e—-$

a—bt+ec—d+e=—1
e=1
a+b+4ec+d+e= 1
\ 16a+8b+4c+2d +e=4
a resolugdo déste sistema de equagbes lineares
condus a Txi[16 —x3/24 —23x2/16 +25x/244-1 .

1291 — Resolver a equagdo 2x1—2x3—5=0. A
primeira aproximagio das raizes irracionais sera
determinada graficamente ; pedem-se essas raizes
aproximadas as décimas. R: 4 aplicacdo do teo-
rema de Descartes a equagdo e a sua transformada
em y=-—x, 2y'+2y®*—5=0, mosira-nos que a
equagdo proposia tem apenas duas raises reais,
uma positiva ¢ outra negativa. As outras duas
sd@o complexas conjugadas. A rais positiva é infe-
rior a 4 ¢ a negativa é superior a —4 (método de
Mac-Laurin). A equagdo ndo admite raizes infeiras
porque o seu 1.° membro toma os valores —5, —5,1
para x=0,1, —1, dos quais nenhum ¢ divisivel
por 3. A transformada da equagdo em z=2x é
zA —223 —40=0 que ndo admile raizes inteiras, visto
que 0 sen 1.° membro, para z=0,1, —1, foma os
valores —40, —41, —37 mnenhum déles divisivel
por 3. A equagdo proposta ndo admite, porianio,
raizes racionais. As suas duas raises reais sdo
irracionais.

Nolemos que a equagdo proposta pode escrever-se
sob a forma 2xi=2x3+5 e que, portanto, as suas
raises reais serdo as abscissas dos pontos de inter-
secgdo das curvas de equacies y=2x3+5 e y=2x4_

O grdfico destas curvas mostrar-nos-ia que a
rais negativa pertence ao intervalo (—2, —1) e a
positiva ao intervalo (1,2).

Com o auxilio duma tibua de potéincias e duma:
mdquina de calcular, constroem-se facilmente as
linhas preenchidas dos quadros seguinfes pela
ordem indicada a esquerda :

x x4 x3 2xi—-2x3-—5

1§ <8 . 38 =3 43

4.9

—1,8

1.9

—in
3) -15 50625 —3,375 11,875

—14

—1,3
4 —12 20736 —1,728 92,6032
5 —1,1 14641 —1331 0,592
R g i1 S |

donde —1,1<x,<—1
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X x4 = 2x4—2x3—-H

1), A 1 1 —5
1,1
12
1,3
1,4

3) 1,5 50625 3,375 —1,625

5 186 6,6536 4,096 —0,0848

GEOMETRIA

F. C. P. — GeomeTRIA Prosectiva — Exame de fre-
giiéncia, 1942-43

Introducio :

1292 — Considerar um triadngulo 4BC. Dizen-
do-se interior qualquer ponto 7 que pertenca a um
segmento que tenha para extremos o vértice 4 e
um ponto do lado BC. @) Demonstrar que a recta
Bl intersecta o lado 4C num ponto X e, depois,
que o ponto I estd entre Z e X. b) Demonstrar,
também, que o segmento que une dois pontos inte-
riores ndo intersectanem o lado #Cnem olado 4 B.

1293 — Sejam 4, B, X e ¥V quatro pontos duma
Tecta. Se B estiver entre 4 e X e A entre Y e X,
demonstrar que 4 esta entre Y e B.

1294 — Demonstrar que as diagonais dum lo-
sango sdo perpendiculares,

1295 — Poder-se-4 afirmar ou negar, sem que
seja feita qualquer hip6tese sobre paralelismo,
que, numr tridngulo rectangulo, a recta que une o
ponto médio da hipotenusa ao ponto médio dum
dos catetos seja perpendicular a éste cateto?
¢ Poder-se-4, igualmente, afirmar ou negar que a
mesma recta intersectara o outro cateto ?

Geometria Profectiva :

1296 — Seja: ABC, um tridngulo; /, uma recta;
Ay, By e Cy, os pontos de intersec¢do da recta /
<om os lados BC, C4 e AB; 4'y, o conjugado

CALCULO

F.C. P. — CirLcuro — 2.° exame de freqiiéncia, 1941-42

1301 — Integrar a equacio
&

1
s+ +-gtgx - tg 24=0,
sen2x 2 g g
R: Tem g gl &3 1! xtg2x dl
: Tem-se =
s P s gxtg2x ¢ faszendo
- s iy
= ¥ 2 2 sen 2x

1 2
e tgxtg2x. O integral

x x4 x3 2x4—2x3 -5
) 14,7 83521 4,913 1,8782
1,8
1,9
) 16 8 11

donde 16 < x,<1,7.

-
Solucgdes dos n.*® 1287 a 1291 de A, Sd da Costa.

PROJECTIVA

harmoénico de A4;, relativamente aos vértices &
e C; By, o conjugado harménico de 7, relativa-
mente aos vértices Ce 4; C'y, o conjugado har-
ménico de C;, relativamente aos vértices 4 e 5,
Demonstrar que as trés rectas 44"y, BB, e CC'y
concorrem num mesmo ponto.

1297 — Demonstrar que se C separa harmoni=-
camente o ponto D dos pontos 4 e 7, também A

separa harmonicamente o ponto Z dos pontos
Ce .

1298 — Determinar, analiticamente, evidente-
mente, as abscissas dos pontos que separam har-
monicamente tanto os pontos de abscissas —1 e 1,
comos os pontos de abscissas a—1e a+1.

Construgies :

1299 — Desenhar um tridngulo equilitero XY Z
inscrito numa circunferéncia de 3cm de diame-
tro. Designar por 4 o ponte da circunferéncia
dimaetralmente oposto ao vértice Z. Determinar
os vértices B, C e D do quadrangulo com o 4.°
vértice em A e que tenha, para triangulo diago-
nal, o triangulo XY Z.

1300 — Desenhar um rectangulo 48CD, sendo
AB=5cm e BC=3em, Marcar sbbre 48 e
para o lado de B o ponto X tal que BX=3cm,
Unir X com D. Tirar, s6 com a régua, pelo ponto C
a paralela a XD.

INFINITESIMAL E ANALISE SUPERIOR

geral da equacdo sem 2.2 membro é y=Ctgx. Va-
riando constantes vem C=[tg2xdx, logo z =

1
=C; tgxétgx log cos 2x.

“dxd
Vx

limitado pelas linhas y?=4x e x=1.

1302 — Calcular f’ - O dominio D &
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Vi
.

- "'dxdy :
S o s -y

1303 — Determinar o raio de curvatura da linha
a'—2xy+292—1=0 no ponto (1,1).

1304 — Determinar o sentido da concavidade
da linha ;==/46 no ponto (1,=/4).

1305 — Determinar as assintotas da linha
£ F &l

TR .
r—1'? " p_1

1306 — Determinar uma relacdo entre @ e b de

modo que a envolvente das rectas ;:——%=1
seja a hipérbole xyv=1.

1307 — Determinar os novos limites dos inte-

grais b[!dx _fdy quando se inverte a ordem de
0 .

integracdo.

1308 — Determinar um integral particular de
3 _‘P”— y=xe*,
Solugdes dos n.° 1301 e 1302 de ). Rios de Sousa.

I.8.C.E.F. —2.* capEma — 2.° exame de freqiiéncia
— 17-6-1942

1309 — Determine os pontos miiltiplos da curva
y3—a3=22 92 e as tangentes na origem dos eixos
coordenados. R: Os ponfos muiltiplos da curva
dada sdo as solugbes reais do sistema

f = y:‘l_xl.._xz y2=0
f

g = —3x2—2xy?=0

X

f
o =3y2—2x2y=0.
Oy

Este admite a solugdo tinica x=y—=0. Para x=y —0

b/ re=g=t=0 ¢ 9-?:{-=—6 L = o =
et ax3 ' ax2dy  dx dy?

3
e %— 6. A origem é portanto um ponto triplo.

A equagdo complexiva das tangentes ¢ —6X3+
+6Y3=0 ou (X—=Y)(X24+XY+Y?)=0 ¢ so uma
é real X=Y .

1310 — Mudar as varidveis independentes na

[\ o2 (54
equacdo ¥ b_’ — 2% 5:; +2 S-; '= 0 fazendo
2x=uv

1311 — Caleular a drea da superficie cilindrica

»*=3x limitada pelos planos 5=0, =3, x¥=0,

x=4, R: A drea da superficie cilindrica y=f(x)
limitada pelos planos X=Xy, X=Xy, 2=%), Z=1%

E 1
é A=-;{z,—-z0)f$/1+}-" dx|. Portanto, para o

nosso caso, tem-se smesst'vamente

t dt 1
fﬁfl-t-s,nix dxl 3l :

(2—1}2 2 -1
Vio =
t+1 |4 2;/19 1, 854-8y/19
+ log t_:l_-L =T+Z ogT.

1312 — Integrar a equacdo ¥ (2px+v)=Vx.
R: Resolvendo a equacdo em ordem a p vem

e

2x 2yyx
de Bernoulli. Multiplicando ambos os membros por

que se reconhece como uma equagdo

2 1
2y obtém-se 2yp=—— ix. o .:/x e substituindo 2
por z e, portanto, 2yp por z' encontra-se a equagdo

b7 A
mear =
v’

Z=g [J -dx+c] [,,rx;/iq-c_—l

— 7;+c] =— 2|/i+cx. O integral geral

da equagdo proposia é y?——2 Vx+ex.
Solugdes dos n.°* 1309 a 1512 de A. Séd da Costa.

cujo integral geral ¢

=X

. 8. T. — cALcuLo — 2.° Exame de freqiiéncia, 1942

1313 — Determinar a envolvente duma familia
de rectas tal que é constante e igual a 3 o com-
primento do segmento em cada uma delas inter-
sectado pelos eixos coordenados (rectangulares)
R: A equagdo da envolvente obtém-se eliminando p
L do gy

v 9—p?
v @O
meira é @ equagdo geral das rectas nas condigbes
do enunciado ¢ a segunda obleve-se igualando a
sero a derivada parcial em ordem a p do primeiro
membro da equagdo anterior.

enlre as equagoes a A pri-

1314 — Calcular o volume limitado pelo plano
xy, pelo paraboloide xy =2z e pela superficie ci-
lindrica (a2+492)2=2xy .,
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1315 — Integrar a equacéo
1
(x—x) " + 2 (B—4x)y'=y/4

sabendo que y;=a" €& integral particular. Deter-
minar #. R: 4 fransformacio y=yt permile
" baixar duma unidade a ordem da equagdo pro-
posta, maniendo-a homogénea. Assim, vem u' (2x—
—2x?)=u(2x—1) que se integra por separagdio das
variduvess, sendo u=t' ¢ y;=x"12,

1316 — Determinar uma curva tal que a sua
ordenada, em cada ponto, € metade da ordenada
da sua evoluta, no respectivo centro de curvatura,
R: Tudo se redus a integracdo da equagdo dife-
rencial yy''=1+y'2 incompleta em X e convertivel,
mediante a mudanga y' =z, na equagdo de 1.2 ordem
yz!=1+2? de varidveis separduveis,

Solucdes dos n.” 15313 a 1516 de A, Sa da Costa.

F. C. P. — AnivLise Surerior — 1.© Exercicio de revi-
sdo, 1942-43

1317 —Integrar a equacio 2z —pg2—4p=0 e de-
terminar a superficie integral que contém a linha:
=0 e #=a22. R: Vamos usar o método de La-
dp dq

grange-Charpit. Do sistema liramos : D q

2z —4c e
ou p=cq, donde q=\/ FoGp™ Ve (2z—4c).
—4c

p)
Temos : dz= ¢ (22—4c)dx + \/ zc dy . Infe-
grando vem o infegral completo: c(2z—4c)=
=(cx+y+ ke)?. As superficies integrais pedidas
s@o: a) y=0 ¢ b) a que se obtém eliminando c
entre: c(2z—4c)=(cx+y+2cy/c—1) e

2z —8c=2(cx+y+2cyec—1) (x+2 t/ﬁ+7:?:_)
c-_

1318 —Integrar a equacio p2+g—s pelo método
de Cauchy, determinando a superficie integral

=1 dx
7 R: Temos : =
s=a?, -~ 2p

dy dz dp dq du

1V B d .
Temos : q=qou, p=pou; y=yo+logu, x=x5+
+2p(u—1) ¢ z=z9+ pi(ut—1)+qoe(u—1). Fasendo

que contém a linha

Fagamos uy=1.

OXQ
y=u vem Yo=1, Xo=V € zg=v?. Ho} -5 —Po "~
dvo : i
~ Qo ";ﬁﬁ ou 2v—po=0; pp=2v e qo——3v2.

Portanto: x=v (4u—3), y=1+logu, z=v?u(4u—3)
o X2=z(4—3e'™),

1319 — O plano tangente em M duma superfi-
cie corta o eixo dos s& num ponto P. PM corta o
plano xOy em Q. Determinar as superficies S
tais que O tenha de abscissa @. Determinar a su-
perficie que contém a circunferencia 1?4 y*—ax
e s=a. R: Plano tangente: Z—z=p(X—x)+

x i
+q(Y—y). Equagdes de PM: = T LA e

y PX+qy
L = 2 RO,
it px+qy
Coordenadas de Q: ¢ 2
_ —z4-px+qy
’ Y=y,= ~ px+aqy y.

Donde a equagdo px+qy =— % - Integrando

X

vem: z=(x—a)g (l) e a superficie pedida ¢ :
¥
Solugdes dos n.”* 1517 a 1319 de Jaime Rios de Sousa.

x2 4 y?

z=—(x—a)

MECANICA RACIONAL—FISICA MATEMATICA

F.C. P. — Mecinica RacionarL — Exame de freqiién-
cia, 2.° sem., .= ch., 1941-42

1320— Um sélido esta animado dum movimento
helicoidal dextrorsum uniformemente variado em
volta dum eixo fixo com respeito ao referencial
do movimento, Sabe-se que um dos seus pontos M,
a distancia de 60 cm do eixo, possue uma veloci-
dade igual a 2 m/s no instante definido por /=10s
e que o vector velocidade de M faz com o eixo
do movimento um angulo de 30°, A aceleracgdo
de M vale 2 m/s?. Determinar no instante consi-
derado: a) a velocidade angular do movimento

(em voltas p/min.); &) a veloecidade de escorre-
gamento do sélido ao longo do eixo (em dm/min.,);
¢) o passo do movimento (em metros); ) o valor
da ucsleracdo angular do movimento ; ¢ calcular
o valor da velocidade dum ponto 2 distancia de
1 metro do eixo no instante definido por /=20s,
R: a),b)ec) ;=0,60m, vi=2m/s e t,=10s; 2 =300°;
V3

ho,=vj - cos800=2: 5 = V/8=1,78m,s, v =

1 1
=v} sen 300=2. == 1m/s e o, = U—Grad.-s. donde :
- ¥

velocidade de escosrvegamento : 1038 dm/min; velo-
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