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P E D A G O G I A 
C O M O E S T U D A R M A T E M Á T I C A 

V pot W . C. Arnold 

( Publicado em «The American Mathematical Monthly», Vol. 47, 1340) 

Este ar t igo foi escr i to para aux i l i a r o caloiro de 

ma temá t i c a e tem p o r f im instruf-lo na técn ica do 

seu estudo. E s t u d a r vai ser a sua pro f i ssão du r an t e 

a lguns anos e é prec iso adqu i r i r o suf ic iente br io 

prof iss iona l p a r a q u e o t raba lho seja o ma i s pro-

ve i toso poss íve l . 

O a ssun to será apresen tado subord inando-se 

aos segu in tes t óp i cos : Instruções gerais; O Es-

tudo do texto; Resolução dos problemas; Fixação 

do estudo feito; O Auxilio do professor. 

A) Instruções gerais 

1) N ã o se d e d i q u e a ac t iv idades extra-escol ares 

an tes de c u m p r i r d ev i d amen t e o t raba lho esco lar ; 

d epo i s dêste fe i to p o d e pensa r noutras coisas. 

ü) Comece a t raba lhar desde os p r ime i ros d i as 

d o a n o escolar . E m ma temá t i ca , u m a boa arran-

cada é m u i t o impor t an te . Dá-lhe o ímpe to para 

pode r prossegu i r . 

3) T o m e par te nas d i scuçóes do curso. O es tudo 

é u m processo ac t ivo e n ã o pass ivo . N ã o basta ler 

os l ivros e ouv i r o mestre , isto é o m e s m o q u e 

ouv i r pa lavras novas s em as emprega r , po is n ã o 

as d o m i n a r á e nquan t o de las n ã o f i zer uso vá r i as 

vezes, q u e r na conversa quer na escri ta , 

4) E s t ude a l i ção logo a segu i r à expos i ção . É 

ma i s fác i l a a p rend i z agem da matér i a recente-

men te exposta . Recap i t u l e a l i ção antes d e i r para 

a au la , reci tando-a para si. 

5) Ev i t e qua i sque r m a u s háb i t os q ue porven-

tura t enha a d q u i r i d o no es tudo da ma t emá t i c a n o 

l iceu . T o m e mu i t a a tenção às observações d o pro-

fessor acérca dêsses maus háb i tos . 

6) Ver i f i que , logo que possa, se está senhor das 

bases necessár ias para poder segu ir o curso. S e 

n ã o es t iver consu l te o pro fessor s ôb re as suas 

fa lhas. 

7) U m pon to f undamen t a l no es tudo da ma temá-

tica é o c o m ê c o no estudo. T e m m u i t o q ue se l h e 

d iga e mu i t os es tudantes n ã o conseguem t r iun far 

p o r causa d isso . Pensam q u e es tudam pe lo facto 

de t e rem u m l iv ro aber to ã sua frente . Mas n ã o 

(jasta ab r i r o l ivro, é necessár io c r i a r u m estado 

de esp í r i to p rop íc io ao es tudo ; para isso começa 

por escolher u m a ho ra pouco depo i s da pre lecção , 

E prec iso q u e j á tenha descansado o suf ic iente 

para q ue o esp ír i to esteja p ron to a a bo rda r o 

es tudo . É c laro q u e em v i r tude d o ho r á r i o n e m 

s e m p r e se encon t ra rá a s i t uação ideal , m a s é sem-

pre poss íve l descobr i r u m a hora ap rop r i ada . N5o 

espere q u e essa hora seja aque l a e m q u e esteja 

de boa d ispos ição , comece a es tudar e é poss íve l 

q u e a adqu i ra . Feche o apa re l ho de r ád i o e av i se 

o seu c ompanhe i r o d e qua r t o q ue t em u m t raba-

lho mu i t o impo r t a n t e a f a zer ; p u x e u m a cade ira 

e sente-se d i re i to à secretár ia c om pape l e l á p i s : 

ab ra o l i v ro e a t aque a l ição c om u m a a t i tude 

seme l han t e à q u e teria n u m a c ompe t i ç ã o despor-

tiva. Concentre-se na l ição. V e n ç a todas as dis-

tracções e n ã o se s i rva de las c o m o pre texto pa ra 

n ã o estudar . O soma tó r i o de todos estes esforços 

p rovoca rá em si o tal es tado d e esp ír i to a q u e 

p o d e r e m o s c h a m a r «at i tude agressiva» c om o f im 

d e es tudar ma temá t i ca . 

O seu t r aba lho será ma i s p ro f í cuo se t iver 

s e m p r e presen te q ue o caloiro d e ma t emá t i c a 

deve ; 

a) A p r e n d e r e es tudar ma temá t i c a eficiente-

m e n t e ; 

b) A p r e n d e r a a ju i zar , a fazer u so do rac ioc ín io 

e a emp rega r u m a l i nguagem cu idadosa e p rec i sa ; 

c> A d q u i r i r a técn ica de cá lcu lo d e f o r m a a pode r 

ap l i ca r o q ue es tudou aos d iversos c a m p o s onde 

a ma temá t i c a e l emen ta r t em ap l i c ação e q ue são 

en t re ou t ros : as ma temá t i cas super iores , a astro-

nom ia , a física, a q u ím i c a , a meteoro log ia , a nave-

gação, a engenha r i a e a estatíst ica na sua apl ica-

ç ão aos es tudos da psicologia , educação , sociologia, 

b io log ia e econom ia . 

•Se o M u n d o n ã o necessita de u m n ú m e r o m u i t o 

g r ande d e professores de ma temá t i c a precisa n o 

en tan to d e mu i t í s s imas pessoas q ue possam fazer 

uso da ma t emá t i c a i n te l i gen temente . 

d) A p r e n d e r a c omp reende r e a aprec iar a frase: 

« A ma temá t i c a é a c iênc ia das conc lusões neces-

sár ias* . 

e) A p r e n d e r a aprec iar a be leza d e certos pro-

b l emas de ma temá t i c a a i nda q u a n d o n ã o tenham 

ap l i cação para f ins lucra t ivos . 
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B) O estudo dg texto 

1) Leia os l ivros e aprenda a servir-se dêles. 

Sirva-se das tá boas e outro material matemát ico . 

2) Apresenta-se seguidamente um método para 

estudar o l ivro de texto que põi imed ia tamente o 

estudante em acção fornecendo-lhe processos para 

o mane jo do l ivro de preferência a lê-lo passiva-

mente. Para isso: 

a ) T o m e a «at i tude agressiva». 

bj Faça u m a pr imeira leitura com o fim de des-

cobrir a ideia pr inc ipa l do autor. Não se importe 

com os pormenores , deixe-os para mais tarde. 

Leia de vagar. Se encontrar termos que n ão 

conheça procure a sua def in ição. 

c) Le ia o assunto novamente , com cuidado, estu-

dando agora os pormenores . Copie todas as de-

monstrações, l inha por l inha, estudando os casos 

part iculares. Ver i f ique a razão por que cada fase 

é uma conseqüência lógica do que precede. Se 

encontrar a lgum passo obscuro não perca mu i to 

t empo com ê le ; tome nota e pregunte ao mestre. 

Não deve, no entanto, abusar da sua boa vontade 

procurando constantemente o seu auxil io. Quando 

se resolve uma dif iculdade aumenta-se a confiança 

em si própr io . 

d ) Depo is da segunda leitura escreva um resu-

m o do assunto; êste deve ser curto e sintético e 

feito de tal modo que permi ta repe t i r a lição. Terá 

a inda outra apl icação que adiante será descrita. 

e) Ap renda a expór. Para isso feche o l ivro e 

procure reproduz i r a l ição servindo-se apenas do 

resumo que acabou de fazer. Recite as partes que 

podem ser ditas oralmente. Escreva as mais im-

portantes, Esta é a parte essencial do método . 

Ass im se revela se o a luno dom ina a lição. Não é 

preciso empregar a l inguagem do livro, é mesmo 

conveniente que faça a exposição por palavras 

suas; no entanto deve observar-se que se o l iv ro 

de texto fór bom, será difíci l apresentar melhores 

def inições dos termos da matemát ica . 

f) Procure as aplicações da teoria que acabou 

de estudar. À s vezes a sua apl icação só poderá 

fazer-se mais tarde, outras vezes as apl icações são 

a resolução de problemas. O conhec imento das 

apl icações da teoria tornam o trabalho ma is eficaz. 

Quás i sempre é o mestre que dá os exemplos, mas 

melhor será se os descobr ir por si só. Deve de 

vez em quando procurar construir uma teoria, 

porque é interessante o sentirmo-nos ma is fortes 

e para isso sempre terá tempo, pois os trabalhos 

d iár ios que nos dão o pão, nSo nos consomem 

todas as horas do dia. 

g) Reveja a l ição pouco antes de ir para a aula. 

Sirva-se do resumo e ver i f ique se se esqueceu de 

a lguma coisa. 

h) S e apreender o espirito deste método sen-

tir-se-ã contente com o resultado dos seus esfor-

ços. As cerltsas q ue se encontram na matemát ica 

satisfazem a ma ior parte das pessoas, porque as 

suas conclusões n ão são uma questão de op in i ão 

— aqui pode saber-se quando se tem ou não razão. 

C) Resolução dos problemas 

1) T o m e a «atitude agressiva». 

2) Estude cu idadosamente a teoria que precede 

Os prob lemas e os exemplos do texto ou os for-

necidos pelo professor. 

Comece pelos ma is s imples e vá resolven-

do-os gradua lmente por ordem de dif iculdade. Se 

encontrar a lgum que lhe dê mu i to trabalho, po-

nha-o de lado por momen tos e volte a resolvê-lo 

ma is tarde como se fôsse u m prob lema novo, de 

forma a evitar os possíveis erros que tenha pra-

ticado. 

4) Ap renda a trabalhar com precisão. Se come-

ter constantemente êrros veri f ique a cada passo. 

Ass im melhorará até conseguir resolver o pro-

blema à pr imeira tentativa. A pr inc íp io não tra-

balhe depressa n em sob pressão; d isponha do 

tempo bastante para resolver os problemas. Á 

med ida que fór t r iunfando ma is depressa os resol-

verá. F ina lmente resolvê-los-á depressa e correc-

tamente. 

5) E m quás i todos os prob lemas é possfvei veri-

ficar os resultados. Deve habituar-se a verificar 

de preferência a comparar os resultados do l ivro 

com os seus. Ê uma grande fonte de satisfação a 

verif icação, especia lmente n u m exame, 

6) Para resolver um prob lema por me io de 

álgebra, leia-o pr ime i ramente com cuidado, erii 

seguida reproduza o prob lema por palavras suas. 

Isto é abso lutamente necessário se qu izer tr iunfar' 

Des igne por letras as incógnitas e escreva as rela-

ções traduzidas no enunc iado entre os dados e as 

incógnitas. Feito isto terá tantas equações quantas 

as incógnitas e poderá resolver a equação ou sis 

tema de equações. Se o t ipo de equação achada 

n3o corresponder à teoria que acabou de estudar 

ê natural que tenha errado, embora nem sempre 

isso aconteça, 

7) Para resolver um prob lema de geometr ia por 

me io de álgebra determine em pr ime i ro lugar o 

que é conhecido e o que se procura conhecer. E m 

seguida faça u m desenho com todos os dados do 

prob lema estabelecendo as relações geométricas 
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exis tentes en t re os dados e as i ncógn i t as por m e i o 

d e equações e resolva-as. 

8) S e o p r o b l e m a geomét r i co t iver de ser resol-

v i do por mé todos p u r a m e n t e geomét r i cos (sem 

aux i l i o d a á lgebra) p rocu re de t e rm iua r c om cui-

d ado a h i pó tese e a tese e faça u m desenho . Ge-

r a lmen t e o me l ho r processo é part i r do p r i nc i p i o 

d e q ue a tese é verdade i ra e reso lver o p r ob l ema 

regress ivamente até á h ipó tese e depo i s i nver te r 

o processo q ue se acabou d e seguir . 

9) A reso lução dos p r ob l emas de t r igonometr i a 

r eque re mé todos especia is , e m b o r a se ja út i l t u do 

quan t o foi d i to acêrca dos p rob l emas a lgébr icos e 

geométr icos . 

10) Lembre-se s e m p r e q ue as letras usadas 

rep resen t am n ú m e r o s . S e t iver d ú v i d a s sôbre se 

d e t e rm i n ado resu l t ado estará certo, subs t i tua as 

letras por n úme ro s . A s s i m é f reqüen te escrever 

\f (i1 -\- b - ^ a -'rb q ue se veri f ica ser è r ro q u a n d o 

se subs t i t uam as letras por n úme ro s , pois q u e se 

t em por e x e m p l o : ^ 4*4-3*—5 e n ã o igual a 4 + 3 . 

11) Mu i tos estudantes a t rapa lham-se com as 

fracções. U m a regra s imp l e s mas mu i t o impor-

tante é a t r aduz ida pela igua ldade a/b—(a/b)>0.. 

C o m o e x e m p l o da sua ap l i cação temos o segu in te : 

por ser ele=1 v e m ajb—a/bxcjc^atjbc. A q u e l a 

i gua ldade t em , c o m o é fáci l de ver, mu i t a s outras 

ap l icações . 

D) Fixação (ta estudo leito 

Q u á s i s e m p r e o a l u no p repara as l i ções do d ia 

e descobre n o f im da s emana q u e se esqueceu d e 

g r ande par te d o q u e ap rendeu du r an t e a semana . 

Is to é m u i t o grave p o r q u e o t r aba lho d e cada dia 

d epende d o dos d ias antecedentes , O e x a m e tor-

na-se ass im mu i t o d i f íc i l e n ã o se consegue tr iun-

far . É po is prec iso reter t u do o q u e se a p r endeu . 

O p r i m e i r o e x a m e do caloiro £ mu i t a s vezes u m 

fracasso e éste facto afecta-o d e u m a das d u a s 

segu in tes f o rmas : serve-lhe d e l i ção pa ra se dedi-

car ma i s a fundo ao estudo, ou torna-se pess im is ta 

e a b a n d o n a o t raba lho . E m q u a l q u e r dos casos a 

s i t uação n ã o é agradáve l e pode ser ev i tada . Para 

t an to : 

1 ) D e v e con t i n u amen t e rever . D e d i q u e pa r te 

do t e m p o des t i nado k p repa ração das l ições d o 

d ia a rev isões da ma té r i a es tudada . D e p o i s d e 

rever , s u p o n h a m o s u m a s v in te pág inas d o l ivro, 

recap i tu le os p r i nc í p i os bás icos e ve ja o q ue con-

segu iu reter. D a vez segu in te gaste ma i s t e m p o 

com os pon tos q ue notou ma i s fracos da p r ime i r a 

vez . Ut i l i se agora os r e sumos de cada l ição para 

a recap i tu lação . U m a vez q u e s iga éste m é t o d o 

ver i f icará ao f im d e certo t e m p o q u e p repa ra as 

l ições d iár ias ma i s f àc i lmen te e q ue necesssita me-

nos t e m p o q u e a n t e r i o rmen t e pa ra es tudar qual-

que r assun to novo . 

2) Na recap i t u l ação d e p r o b l e m a s n ã o reso lva 

os ma i s dif íceis. Poder-se-á emba r a ç a r n u m q u e 

seja m u i t o d i f íc i l o u longo. N u m a recap i tu l ação 

p rec i samos de reter os pon tos p r i nc i pa i s ; reso lver 

mu i t os p r ob l emas fáceis ou c o m l igeiras dificul-

dades e de preferênc ia aque l es q u e ap resen tem 

u m a v a r i e d ade de t ipo . 

Ej Auxilio do professor 

1) O professor aver iguará de in ic io se o a l u no 

está d e posse dos conhec imen tos necessár ios pa ra » 

pode r segu ir o curso. 

2) Demons t r a r á a técn ica descr i ta néSte ar t igo 

e l uc i dando o curso e convencendo-o da sua efi-

cácia. 

3) Dar-Ihe-ã todas as exp l i cações necessár ias 

desde q u e o a l u no n ã o abuse e traga por escr i to 

as d i f i cu ldades a reso lver . 

4) Pará u m pon to m o d ê l o antes d o e x a m e e o 

seu resu l t ado n ã o terá i n f l uênc i a na c lassi f icação 

f ina l do exame . Por êste p o n t o o a l u no fará ide ia 

d o q u e se p re tende . O pon to será cor r ig ido pe lo 

professor , d i scu t i do na au la e en t regue ao a luno . 

5) O professor c omen t a r á a ma té r i a q u e tenha 

sa ído n o p o n t o e t irará as d i f i cu ldades q ue se 

ap resen tem na reso lução dos p r ob l emas . Es t as 

exp l i cações só p o d e m ser ú te is aos a l unos q u e 

t e n h a m d o m i n a d o a ma té r i a dada até essa data . 

(3) O professor n ã o fará pre lecções . L e v a r á o 

a l u n o a en t rar na matér i a aux i l i a do por ê le , 

7) O professor fornecerá exemp l o s de ap l i cação 

a f im d e c r i a r in teresse nos a lunos . 

8) I n te r rogará f r eqúen te m e n t e os a lunos a f im 

de ver i f i car se c o m p r e e n d e r a m os mé todos a q u ; 

descr i tos e se estão a pô-los em prát ica . Êste 

in ter roga tór io serv i r á t a m b é m para aver iguar e m 

qua l das segu in tes categorias o a l u no se encon t r a ; 

a) N ã o d o m i n a os p r i n c í p i o s f u nd amen t a i s ne-

cessár ios pa ra poder segu ir o curso, 

b) N ã o estuda . 

c) Ten ta es tudar e n ã o sabe como , 

d) Consegue t r i uu f a r m e r c ê de hab i l i dades , 

t ) D á conta d o recado . 

Tradução de F. SCHÃLLER DIAS e de J . PAULO 
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A TEORIA DOS LOGARITMOS NO ENSINO LICEAL 
por J, Sebastião e Silva [ C, E. M . t, I 

tTem-se desenvolvido e espalhado multo o 
conhecimento dos logaritmos, a lai ponto que jâ 
os alunos maneiam as tábuas de logaritmos e delas 
se utilitam para o cálculo prático; há contudo 
estabelecimentos de ensino (no meu tempo era 
isto o normal) em que nada se dii de como se 
construem essas tábuas, Não podemos deijcar de 
condenar este facto. Inspirado no mais baixo 
utilitarismo e contrário a todo o princípio de 
elevada pedagogia*. 

(F . Klein, «Matemática Elemental desde 
un punto de vista superior», tradução espa-
nhola de R. Araújo, p. 194). 

«... núo deve estranhar-se, nem parecer ca-
sual, que um homem como Letbnlz, pensador abs-
tracto de primeira linha, mas dotado dum espirito 
eminentemente prático, fôsse ao mesmo tempo o 
pai da Matemática formal e o inventor da primeira 
máquina de calcular'. 

(F . Klein, obra citada, p. 22). 

Para n ó s e pa ra mu i tos , é ind iscu t íve l q u e a 

Ma temá t i ca deve d e s e m p e n h a r n o ens ino l iceal 

u m pape l essenc ia lmente fo rma t i vo . Pouco inte-

ressa q u e ó a l u no f i que a conhecer mu i t os teore-

m a s e os processos de reso lução de mu i t as classes 

de p r o b l e m a s : o q u e impo r t a , a c ima d e tudo , é 

q u e ele tenha exerc ido as suas facu ldades na de-

mons t r a ç ão dos t eo remas e na reso lução dos pro-

b l emas ; é q u e tenha adqu i r i d o o h áb i t o d e pensar 

matematicamente, q u e r e s t udando o desenvo lv i-

m e n t o lóg ico das teor ias, q u e r ap l i c ando os factos 

es tabe lec idos ã reso lução d e n ume ro s a s ques tões 

proceden tes da rea l idade tang íve l . Exige-se, evi-

den temen te , u m m í n i m o de i n f o rmação ma temá-

tica, a aqu i s i ç ão d u m a técn ica segura de cá lcu lo 

e l emen ta r ( n u m é r i c o e a l gébr i co ) ; m a s isso pouco 

deve r á ser , c o m p a r a d o com o t r aba l ho de cr iação 

dos háb i tos de rac ioc ín io , d e abs t racção , d e disci-

p l i n a menta l , q u e d i s t i n guem a f o r m a ç ã o mate-

má t i ca . E ê a i n d a man i fes to q ue êsse m í n i m o d e 

i n f o rmação se refere q u á s i exc l us i vamen te aos 

a lunos q ue v ã o segu i r d e t e rm i nados cursos, en-

quan t o os benef íc ios da f o rmaç ão ma temá t i c a 

in teressam à totalidade dos a lunos . 

O ra o es tudo dos logar i tmos const i tu i , há mu i t os 

anos , u m dos assuntos capi ta is dos p r og r amas d e 

Ma temá t i c a dos l i ceus por tugueses , e n ã o n o s 

parece p laus íve l , por ora, q u e se m u d e de or ien-

tação, s u p r i m i n d o essa par te d o p rograma , É pos-

s íve l , s im, q u e v e n h a a recorihecer-se a neces-

s idade de né l e i n t roduz i r o ens i no de out ros 

mé t odos exped i tos de cá lcu lo numér i co , nomea-

d a m e n t e mé todos m e c â n i c o s ; m a s isso m e s m o 

n ão imp l i c a r á a van t agem d e exc lu i r o ens ino dos 

logar i tmos . E n ã o se deve r á en tão de ixar d e en-

sinar , na med i da do possível , o p r i nc i p i o teór ico 

désses mé t odos — a n ã o ser q u e o ob jec t i vo da 

Educa ç ão consista em f o rma r au tóma tos , em vez 

d e homens. ( V e r no ta f inal) . 

D o pon to d e v is ta i n fo rma t i vo , parece-nos ina-

tacáve l a Inc lusão dos logar i tmos n o e n s i n o l iceal 

— m a s é d o pon to de vista f o rma t i vo q u e ma i s 

út i l se deve cons iderar êsse es tudo , pe la oportu-

n i d ade q u e oferece d e p ô r e m ev idênc ia aspe-

ctos impo r t an t e s d o m é t o d o ma temá t i co , d a n d o 

u m a idé ia das suas adm i r áve i s poss ib i l i dades . 

N ã o é po r t an to razoáve l q u e se faça p r e d o m i n a r 

a fe ição prát ica , es t re i tamente ut i l i t ár ia , n o m o d o 

de ens i n a r essa ma té r i a , sem p reocupações a 

respe i to d o seu e n q u a d r a m e n t o l óg ico n o con-

j u n t o h a r m o n i o s o das aqu i s i ções ma temá t i cas . 

E c o m o se tem proced ido , nêste assunto , en t re 

n ó s ? C o s t u m a dar-se, ê verdade , a demons t r a ç ão 

de vár ios teoremas , re l a t i vos ao l ogar i tmo d u m 

produ to , d u m cociente, etc. etc. — m a s todos nós 

sabemos q u a n t o é precár ia a base em q u e v ão 

assentar seme lhan tes demons t rações . É p rec i so 

ter a coragem de o a f i r m a r : essa mane i r a d e pro-

ceder n ã o passa de pu r a mist i f icação, desde q u e 

se n ã o tenha d ado ao a l u no u m a no ç ão conve-

n ien te de logar i tmo . E o q u e t emos v isto fazer, 

neste pon to , é apresen tar u m a de f in i ção n o m i n a l , 

c o m a ma i s insensata desp reocupaç ão a respe i to 

d a ex is tênc ia das en t i dades de f i n i d a s ; isto é , s e m 

ter o cu i dado de mos t ra r q u e a equação a*—b 

a d m i t e so lução , q u a i s q ue r q u e se j am a e b positi-

vos. Por e x e m p l o , segundo a def in ição , o l oga r i tmo 

d e 8 n o s i s tema de base 2 é o expoen te da potên-

cia a q u e se deve e levar 2 pa ra ob te r 8 : mu i t o b e m , 

êsse l oga r i tmo é igua l a 3 . Mas q u a l é então o lo-

ga r i tmo de 2 n o s i s tema de base K l ? A q u i enve-

reda-se pe la v i a condenáve l d o s i l ênc io e d o 

m is té r io : o a l u no pode rir a saber , soeorrendo-se 

d u m a t á bua de l ogar i tmos , q u e o l ogar i tmo pro-

cu rado ê a p r o x i m a d a m e n t e 0,30103; mas n u n c a 

lhe é d a d o pene t ra r nas altas razões q ue dec i dem 

ser êsse e n ã o outro, o l oga r i tmo dec ima l d e 2 , 

c om c inco casas dec ima is . E é na ma i s santa igno-

rânc i a d o q ue se j am a f ina l os logar i tmos , q u e o 

a l u n o se dará ao l uxo de demons t r a r be los teo-

remas s ôb re essas ent idades , d e q u e ê le sabe 



G A Z E T A DF. M A T E M AT I C A I I 

tanto , q u a n t o n ó s s abemos dos hab i tan tes d o pla-

ne ta Mar te 1 . . . 

N ã o se pode negar q u e o p r o b l e m a é de l icado . 

Parece q u e c h e g á m o s a êste d i l e m a : ou r enunc i a r 

de t odo a u m a teoria ma temá t i c a dos logar i tmos , 

conten tando-nos com o ens i no de regras mecân i-

cas, de recei tas a ap l i ca r c e g a m e n t e ; ou su je i ta r 

o ind i toso j ó v e m a u m es tudo sér io dos irracio-

nais e das f unções cont ínuas , para , s ób re essa 

base i naba l áve l , er igir o s o be r bo edi f íc io dos 

logar i tmos . O r a é forçoso encon t ra r aqu i u m a 

salda, u m a terce ira h ipó tese meno s c r u e l . . . 

Po is b e m : nós c remos na poss i b i l i d ade d e re-

so lver a questão , sem recorrer ao luxo d u m a 

exp lo ração ana l í t ica d o co rpo real , e sem ca ir em 

mis t i f i cações escanda losas . Basta l e m b r a r q u e os 

l oga r i tmos f o ram i nven tados m u i t o antes d e Ded i-

k ind , Can to r e We ie r s t r a ss terem v i n d o ao m u n d o 

— e q ue n ã o d e v e m o s acusar Nepe r de ter feito 

u m a descober ta p r ema tu r a . . . 

A q u i a n o r m a a adop ta r parece-nos q u e d e v e 

ser es ta : dar ao ens ino u m a or ien tação de tal 

m o d o na tu ra l , q u e o a l uno se ja l evado a acei tar 

os factos intuitivamente, 1,1 e c o m u m a fórça d e 

conv i c ç ão s eme l h a n t e à q u e nos v e m da d e m o n s -

t ração r igorosa dêsses factos, A so lução q u e va-

m o s p r o p ó r n ã o cons t i tu i p r ò p r i a m e n t e nov i dade . 

Não , A c h á m o s , contudo , .nosso deve r c h a m a r a 

a t enção das pessoas d is tra ídas pa ra u m a solu-

ç ão acei tável , que , apesar da sua s inge leza , t e m 

a n d a d o ime rec i d amen t e ocul ta e desprezada . 

S u p o n h a m o s q ue fo i dada a de f i n i ç ão usua l d e 

l oga r i tmo d u m n ú m e r o , r e l a t i v amen te a u m a de-

t e rm i n ada base, e p rocuremos , a r m a d o s com essa 

de f in i ção , ca lcu lar , p o r exemp lo , o l oga r i tmo deci-

m a l de 3. Trata-se por tan to de achar u m n ú m e r o k 

ta l q u e 10* = 3 . Diga-se ao a l u n o : se um número 

tal existe, é na tura l q u e esteja c o m p r e e n d i d o en t re 

0 e 1, po is q u e 10°=-I,10* = 3, 10 ' -10 e 1 < 3 < 1 0 » ' . 

<l> Como solução, já ouvimos propor que se voltasse ao 
ensino dos logaritmos a partir de duas progressões, uma 
aritmética e a outra seométrica, com os termos em corres-
pondência biunivoca; mas nós achamos que deste modo 
as dificuldades apontadas subsistem completamente, com 
acréscimo de inconvenientes. 

Há dez anos fazia-se na 7," classe um estudo pretencloso 
das funções exponencial e logarítmica. 

<>' Que nos perdóem aquéles para quem a palavra intuição 
deixou de ter sentido e ainda aquâles para quem a intuição 
matemática termina, onde os números irracionais come-
çam. 

'•> Supomos, evidentemente, que já foi demonstrada a 
proposição: *Se e p > q , tem-se a ' :> íl , para p e 

< racionais». Aqui, procura-se determinar log 3, como se 
è!e fosse racional. Veja-se que r.Ao se trata por enquanto 

D i v i d a m o s en t ão e m 10 par tes igua is o i n t e rva l o 

d e ex t remos 0 e 1 ; os i n te rva los ob t i dos t e r ão 

p o r ex t remos 0 ; 0,1; 0,2; •• • ; 0,9; 1 . E m qua l dês-

tes novos i n te rva los se deve encon t ra r k"i Pa ra 

o saber , basta c o m p a r a r o n ú m e r o l f f ^ S c o m 

cada u m a das po tênc ias IO*1'', 10°>s, • ••, 10*,'t'; m a s 

isso equ i va l e a c ompa r a r , en t re si, as d é c imas 

po tênc i as dêsses n ú m e r o s . O r a 

3 " , = . [ (3 , ) 1 ] 5 -3 1 -65Mx9 = 59049 

e p o r ou t ro lado 

(L(Y,-L),O=10,(100-'J)LN-10Í, ,(10IM)>»-10P. 

C o m o 10* < 59019 < 10-'', segue-se q u e 1CP * < 

< 10* < 10o""' e po r t an to 0 , 4 < j & < 0 , 5 . A s s i m , o 

l o ga r i tmo dec ima l de 3 , se existe,deveencontrar-

-se en t r e 0,-1 e 0,5. T o m a n d o 0,4 para va l o r 

a p r o x i m a d o dêsse l ogar i tmo , comete-se po r t an to 

( n a h i p ó t e se de ê le exist i r ) um êr ro p o r defe i to 

i n fe r io r a 0,1; p o d e m o s en t ão convencionar d i ze r 

q u e 0 , 4 é o logaritmo decimal de 3 a menos de 

uma décima. 

P re t e ndendo ca lcu lar log 3 a m e n o s d e u m a 

cen tés ima , p rocede remos ana l ogamen te , d i v i d i n d o 

o in terva lo d e ex t remos 0 , 1 e 0 , 5 e m 10 par tes 

igua is , e c o m p a r a n d o 10* 3 c o m os n ú m e r o s 

1 0 o " , 10" . " , ••• , IO0-48. Mas tem-se 3'°° = (3'0) '0te 

x. (5 ,90 x IO*)10 = 5 , 1 X 1 0 " <*> e, p o r ou t ro lado , 

Cto».«)!« _ i o » i , ( i 0 ° ' « ) t « , — T 0 u , •• -, 

c o m o 10 " < 5 , 1 x 1 0 " <10*®, será 10o'*7 <10* ( = 3 ) < 

< 10°-ia, d o n d e 0,47 < £ < 0,48. Tem-se por t an to , 

a m e n o s d e u m a cen tés ima , ! og3=0 ,47 . 

A n à l o g a m e n t e se ca lcu lava log 3 a m e n o s de 

u m a m i l é s i m a , etc. E agora q u e j á o descobrimos, 

p o d e m o s reduz i r o m é t o d o ás suas l inhas estrutu-

rais , dando-lhe até ma io r gene ra l i d ade : Se j a a o 

n ú m e r o dado . Ca l cu lemos a sua po tênc i a d e ex-

poen t e p, s endo p u m in te i ro qua l que r . S e f ó r 

.ü. i t L 
10" < a' < ter-se-á 10» < a < 10' » e, por-

de demonstrar, mas apenas de investigar. Só depois se 
colocará o aluno perante a hipótese da Irracionalidade, sem 
que o resultado fique lógica me ti te comprometido. Supomos 
aqui fá definida potência irracional de expoente racio-
nal, mas /tifo potência de expoente irracional. É o estudo 
dos logaritmos que faz sentir ao aluno a necessidade de 
Introduzir esta ultima noção. 

<*' o sinal = deve ler-se « aproximadamente igual a» . 
Nestes cálculos, basta operar com valores aproximados; 
mas é necessário, evidentemente, fixar o número de alga-
rismos significativos a conservar de cada vez, para que o 
resultado n3o se/a comprometido. Patenteia-se aqui, uma 
vez mais, a necessidade premente de ministrar, nos nossos 
liceus, algumas noções s6bre cálculo aproximado — neces-
sidade que, desgraçadamente, ainda não foi tomada em 
devida consideração. 
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tan to (se existe I o g a ) , — < l o g o < 1 - • Para 
P P 

a t ing i r depressa u m e x p o e n t e p bas tan te e levado, 

p o d e adoptar-se o processo d e repe t idas eleva-

ções ao quadrado , u t i l i z ando u m a t á bua de qua-

drados (s ), q u e nada tem j á d e mis ter ioso pa ra o 

a luno . C o m 10 consu l tas da t ábua e u m a d i v i s ão 

por 1024 — calcula-se u m l oga r i tmo com 3 deci-

ma is . 

E . . . o p r o b l e m a da existência ? Mas é ev iden te 

q ue êsse p r o b l e m a perdeu agora g rande par te do 

seu in terèsse prá t ico , e m e s m o lóg ico ! O a l u no 

encontra-se ap to a d e t e rm i n a r n ú m e r o s k' q u e 

sat isfazem aproximadamente â cond i ç ão 10*'—3, 

c om u m èr ro t ão pequeno , quanto êle quiser; is to é, 

n ú m e r o s tais q u e a po tênc ia IO1 ' seja t ão pró-

xima d e 3 , quanto êle quiser. E n ã o è isto sufi-

c iente nas ap l i cações ao m u n d o físico'? N ã o sabe 

o a l u no já que , nessas ap l icações , os n ú m e r o s 

e x p r i m e m med idas , i r r emed i a ve lmen t e su je i tas 

a ê r r o ? Q u e s ign i f icado pode ter, por exemp l o , 

n u m resu l tado , u m èr ro in fer ior a u m a déc ima de 

m i l íme t ro , q u a n d o o processo de m e d i ç ã o utili-

zado é insuf ic iente pura d i s t i ngu i r grandezas infe-

r iores a êsse l im i t e ? E tôda a teor ia dos logar i tmos 

pode ser adaptada a este n o v o m o d o de encarar 

o assunto , sem comete r a m í n i m a falta em re lação 

ã lógica. Bastará , en tão , estabelecer os teoremas , 

só n o caso em q u e logar i tmos são rac ionais , e 

mos t r a r ao a l u no como , ap l i c ando êsses teoremas , 

se pode fazer o cá lcu lo logar í tm ico d u m produ to , 

d u m cociente, etc., com u m èr ro in fer ior a u m li-

m i t e p r èv i amen t e f ixado . 

Mas t a m b é m a a t i tude f i losóf ica n ã o deve ser 

desprezada , m e s m o nesta fase de i n i c i ação ! É que , 

a l ém d o ma is , há nessa or ien tação a i n d a u m sen-

t ido prá t ico , embo r a de outra o r dem — u m a utili-

d ade q ue n ã o se refere j á às re lações da Matemá-

tica com a Técn i ca , m a s ás necess idades intr ínse-

cas da p r óp r i a Ma temá t i ca . U m a noção ma temá-

tica impõe-se na med i d a e m q ue é c ó m o d a e 

f e c u n d a — e êste p r i n c í p i o ê ver i f i cado com o 

conceito de n ú m e r o i r rac iona l T ô d a a A n á l i s e 

Ma temá t i ca pod i a ser feita s e m recorrer a tal con-

ce i to : s imp l esmen te , os enunc i ados das proposi-

ções pe rde r i am m u i t o da sua l u m i n o s a s impl ic i-

dade , quebrando-se aque l a ha rmon i a q u e n ã o só 

l i son je ia o sen t ido estético, c omo t a m b é m é con-

d i ç ão de fecund idade . Praticamente, n ã o chegam 

a ser cr iados novos n ú m e r o s — apenas é adop tada 

u m a nova l i nguagem, q ue faz conceber c o m o equi-

valentes a n úme ro s , certas sucessões in f in i tas d e 

n úme ro s . E j á isso represen ta a l g u m a e c o n o m i a . . . 

T o r n e m o s agora ao c á l cu l o dos logar i tmos . De-

po i s das cons iderações q u e f o ram fei tas, é m u i t o 

na tura l q u e o a l u no s in ta espon t ânea cur ios idade 

em saber se as operações ind icadas t êm ou n ã o u m 

t é rmo . M e s m o q ue esta sua cur ios idade n ã o seja 

en tão satisfeita ( pode satisfazê-la ma i s tarde, e m 

A r i tmé t i c a Rac iona l ) f icará ê le a conhece r os do is 

casos q ue se p o d e m verif icar, n o cá lcu lo do loga-

r i t m o d u m n ú m e r o a , pe lo mé todo ap resen t ado : 

a poss ib i l i dade ou a imposs i b i l i d ade de encon t ra r , 

ao f im d u m certo t e m p o , u m n ú m e r o dec ima l k , 

tal q u e l O ^ a ; e terá a p r end i do a d i s t i ngu i r d u a s 

h ipóteses , no segundo caso : a da pe r i od i c i dade e 

a da n ã o per iod ic idade da d i z ima obt ida . Final-

men te , v i rá a saber qne , só na ú l t ima h ipótese , é 

imposs í ve l d e t e rm i n a r u m n ú m e r o rac iona l k , tal 

q u e l O ^ o ; m a s que , nesse caso, a sucessão dos 

n ú m e r o s dec ima i s (ou a d í z ima i n f i n i t a ) a q u e 

conduz i r i a a ap l i c ação i nde f in ida d o mé todo indi-

cado, def ine , por convenção, u m n ú m e r o irracio-

nal À , e q u e se t em , ainda por convenção, 10^-a . 

Mas n ã o será prec iso con t i nua r a desenvo l ve r 

êste pon to de vista. Resta-nos l e m b r a r que , j á 

antes do es tudo dos logar i tmos — a p ropós i t o dos 

rad ica is — o a l u no t omou u m p r ime i r o contac to 

c om o f e n ó m e n o da i r rac iona l idade . E observa-

ções em tudo aná logas às precedentes d evem s e r 

feitas acêrca da n o ç ão de ra iz ar i tmét ica d u m 

n ú m e r o . 

Agora , ou t ro aspecto da ques tão . C o m as ante-

r iores i nd i cações e pouco mais , fica o aluno habi-

litado a construir uma tábua de logaritmos: — é 

t u do u m a ques tão de t e m p o e d e pac iênc ia , rela-

c ionada c o m o n ú m e r o de casas d è c ima i s adop tado . 

C o m o exercíc io, n ã o será prec iso ir a l ém d e 3 ou 1 

ttl Estas tábuas, muito úteis para abreviar os cálculos, 
no método dos mínimos quadrados e no método de OrHffe 
{equações algébricas), têm atuda interêsse pedagógico e 
prático por oferecerem uma possibilidade de calcularpro-
dutos, efectuando apenas adições, subtracções e divisões 

por 2 — com o emprégo da fórmula íjA— -

No livro de J. Hottel «Recueil de Formules et Tables N".:rne-
riques*, encontra-se a p. (;.'-' 5 (duas páginas apenas 1) uma 

tábua de quadrados a quatro decimais — que permite ainda, 
sem grande trabalho, calcular quadrados de números com & 
algarismos significativos. 

í8) Somos levados a aplicar aqui o critério de comodi-
dade, de que H. Poincaré usou, mas também abusou, nas 
suas explicações. 

Só tio século xix se reconheceu que os conceitos de nú-
mero negativo, número irracional, etc., não obedecem a 
uma necessidade lógica. 
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d è c i m a i s : u m a t á bua para 4 dec ima i s n ã o ocupa 

ma i s de d ua s p ág i nas d a m a t ábua vu lgar . Mesmo 

q u e o a l u no n ã o chegue a cons t ru i r uma dessas 

tábuas , f icará (e é isto o f u n d amen t a l ) a ter a legí-

t ima conv i cção de q ue síria capaz de a construir, 

se tanto quisesse. — e deste m o d o se ev i ta o seu 

comp l exo de i n fe r io r idade pe ran t e u m instru-

m e n t o q ue n ã o se deve , pos i t i vamen te a ar tes 

mág i cas — q u e n ã o foi c r i ado por en tes sobrena-

tura is , m a s por homens! A cons t rução efect iva 

d u m a t á bua é na ve rdade u m a tarefa maçadora , 

m o n ó t o n a , m a s isso t a m b é m n ã o const i tu i r a z ão 

para a condena r . Per igosa educaç ão a q u e leve 

ao c onvenc imen t o d e q ue t udo se consegue na 

v i d a sem g r ande m a ç a d a ! De*resto, êste t r aba lho 

é dos q ue se p o d e m repar t i r por u m a equipe de 

a l unos , ap l i c ando o sa lu tar prece i to d o t r aba lho 

co lec t ivo . 

«T r aba l ho v ã o l T e m p o pe rd i do ! » o u v i m o s cla-

mar . « A t róco de a l guns escudos , o a l u no pode 

adqu i r i r u m a t ábua de logar i tmos na l ivrar ia ma i s 

p r óx ima ! » Mas —ins is t i remos - n ã o se trata a q u i de 

a t ing i r u m a f i na l i dade prá t i ca imed i a t a I T a m b é m , 

s egundo esse cr i tér io , c em por cen to u t i l i t á r io , 

será inútil q u e o a l u no a p r e nda a imp rov i s a r , por 

exemp lo , cer tos apa re l hos d e física ( s u p o n d o q u e 

t em u m b o m labora tó r io à sua d i pos i ç ão , e q u e 

n ã o tenc iona especial izar-se nêsse género de cons-

t ruções ) — e, n ã o obstante , o prazer q u e f ru i rá , 

t r aba l hando com os seus apare lhos , é u m dos 

ma i s poderosos agentes de q ue p o d e socorrer-se 

a bOa pedagogia . ' 7 ' Esse prazer t em a lgo d e seme-

l han t e à e m o ç ã o q u e se apode ra d o inves t igador 

{ pensamos em Pas teur , neste m o m e n t o , , .1, ao 

pressent ir o êx i to das suas pesqu isas — m e s m o 

q u e da i n ã o venha a resu l tar nada q u e possa ex-

pr imir-se em un i dades d o s i s tema mone t á r i o A i 

d a C iênc ia , ai da H u m a n i d a d e — se de ixasse d e 

h a ve r gen te sonhadora, capaz de sent i r essa emo-

ç ã o ! 

T a m b é m se pode ob jec tar q u e as t á buas loga-

r í tm icas de q u e nos se rv imos ho j e n ã o f o ram cons-

t ru í das pe lo processo aqu i ap resen tado , m a s por 

ou t ro ma i s exped i to , q u e n ã o se p o d e ens i na r 

•dev idamente a a lunos d o l iceu. O s anter iores argu-

men t o s se rvem a i nda para nos de fende r desta 

ob jecção . 

Resta-nos r e sponde r àque l a s pessoas q ue se 

c o n s o m e m e m eternos cu idados , a respe i to da 

ex tensão dos p rogramas , i n compa t í ve l c om a 

saúde prec iosa da j u v e n t u d e q ue se b a t e . . . p o r 

u m d i p l oma , — È ev iden te que , ao p recon i za r a 

i n t r odução de u m a n o v a matér ia , n ã o se exc lu i a 

h i pó tese de c ompens a r êsse acrésc imo , sacrifi-

cando outra parte , meno s impor t an te , d o p r og r ama 

— e n o nosso caso n ã o será dif íc i l descobr i r , o nde 

c o r t a r . . . N ã o de ixaremos , con tudo , de l e m b r a r 

h u m i l d e m e n t e êste h u m i l d e p rece i to : nunca se 

deve lamentar o tempo gasto em estabelecer solida-

mente unta noção fundamental. Ma i s a té : há acrés-

cimos que Um o valor de simplificações - p r i n c i p i o 

q u e só r e p u g n a a q u e m sofra d e m i o p i a intelec-

tua l , T u d o q u e s i rva pa ra e luc idar — longe de 

cons t i tu i r u m péso, u m a sobrecarga — só contri-

bu i pa ra suav i za r a ma r ch a . . . E — como d i r i a 

êsse i n im i t á ve l obse rvador q ue è a inda M. d e la 

Pa l i sse — nunca se perde tempo num trabalho que 

oferece a garantia de chegar mais depressa ao 

fim. 

Nota: As considerações precedentes silo, em grande 

parte, o produto da nossa legitima reacção, a várias criticas 

que noa foram dirigidas a propósito da nossa 3." interroga-

ção, formulada na secção pedagógica do n.' 11 tia *G. M.». 

Em especial, referir-nos-em os As observações feitas, no 

mesmo número, pelo Sr. Prof. Bento Caraça, com quem 

estamos em desacordo neste ponto — mas a quem apoiamos 

na enérgica atitude que tem mantido a favor duma reforma 

do ensino das matemáticas em Portugal. Algumas das suas 

observações acerca do nosso ponto de vista referem-se à 

necessidade de ensinar, a alunos do liceu, o maneio da régua 

de cálculo, e ã gradual substituição dos logaritmos pela má-

quina de calcular. É interessante notar que F. Klein, na sua 

tâo celebrada obra, a que temos aludido, depois de afirmar 

categòrlcamente que nenhum aluno devia sair da escola 

sem ter maneiado uma máquina de calcular (cujo seSrÉdo 

nos revela, num exemplo típico), dedica um extenso e subs-

tancial capítulo ao ensino dos logaritmos... E que vem a 

ser, afinal, uma régua de cálculo? É ainda P. Klein quem 

no-lo diz: t . . . coroo se sabe, não é outra coisa senão uma 

tábua de logaritmos com 3 decimais...*( Aqui se Vé ainda 

um belo exemplo de união da Matemática e da Técnica, da 

teoria e da prática !) 

Finalmente, transcrevemos do artigo >Os logaritmosi, 

publicado na secção ^Antologia' do n.° 11 da «G. M.», a se-

guinte passagem: tf uma vez os logaritmos inventados, 

files conduziram a uma teoria dos limites, das exponen-

ciais, dos indivisíveis, que vieram a ser os preliminares 

essenciais da crtaçdo da análise*. 

Somos levado a crer que o Sr. Prof. Bento Caraça não 

reflectiu maduramente, ao escrever a sua nota, em que 

afirma o propósito, ua verdade simpático, de iniciar a dis-

cussão A volta das nossas interrogações. Mas o que é um 

facto — e muito grave — é que os seus argumentos (?) se 

insinuaram fácil mente no espirito duma extensa camada de 

leitores, alimentando erros e confusões, que é preciso « 

todo o transe desenraizar. 

Oi É absolutamente necessário que o aluno adquira • 

suficiente confiança em si, para que n3o se sinta mais como 

um estranho, um tímido Visitante, um espectador inerte e 

mudo, no Imenso domínio da Ciência. 
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R E S P O S T A ÀS C O N S I D E R A Ç Õ E S A N T E R I O R E S 
por Bento Caraça 

Cometi , pelo visto, u m grave cr ime contra a 

teoria dos logari tmos e o Dr . Sebast ião S i lva , ani-

mado daquela sagrada ira que só as grandes dedi-

cações insp i ram, despeja sôbre m im , de cambu-

lhada com a acusação de irreflectido e responsável 

pela propagação dc erros nefastos, uma taleigada 

de citações eruditas. 

É pouco do meu gôsto êsse jôgo da citaçãoeinha. 

Lembro-me sempre do f im lamentáve l daquele 

pobre bibl iotecár io de que nos fala Anato le France, 

afogado nas fichas da sabença universal . For Isso, 

v o u propòr ao Dr . Sebast ião S i lva outro j õgo : q ue 

deixemos em paz o Le ibn iz , e o Pasteur e o K le in 

e que, como homens do nosso tempo, v irados para 

os prob lemas do nosso tempo e do nosso meio , 

anal isemos, com cuidado e sentido das realidades, 

o prob lema em questão. 

I — Trata-se do ensino liceal, do ensino minis-

trado a rapazes e raparigas entre os 10 e os 17 

anos, portanto com um condic ionamento psicoló-

gico própr io , u m a capacidade de recepção e de 

sensibi l idade ao facto matemát ico l imi tadas por 

ãsse cond ic ionamento . 

O ensino liceai é d ir ig ido a todos, que r vão ou 

n ão freqüentar mais tarde cursos superiores e 

deve ter, conseqüentemente , por object ivo forne-

necer os elementos de cultura geral e a capacidade 

de actuação ind ispensável a todo o cidadão. 

Esta me parece que deve ser a sua f ina l idade 

—formar cidadãos—e não formar matemát icos, 

ou físicos, ou geógrafos, ou alfaiates. Nessa forma-

ção, a matemática desempenha um papel de pri-

meira p lana, que r pela d iscip l ina mental que pode 

contr ibu i r para crear, quer pela cultura geral que 

o conhecimento dos seus conceitos e mé todos^ ro-

porciona, quer ainda pelas suas apl icações práti-

cas imediatas à vida corrente. O seu ensino deve 

portanto ser or ientado dêste tr ip lo ponto de vista. 

Mas é preciso, se não qu i zermos estar apenas a 

construir castelos de cartas, ter em conta o con-

d ic ionamento a que atraz m e referi. Por isso, 

quando o Dr, Sebast ião S i lva diz que o ensino 

liceal da Matemática deve ter um object ivo essen-

c ia lmente formativo, concordo com êle, mas já o 

n ão posso acompanhar quando pretende que ê le 

deve levar ao háb i to de pensar matematicamente 

e ao estudo do desenvolvimento lógico das teorias. 

^Ref lect iu o Dr , Sebast ião S i lva maduramen te 

sõbre o que estas duas exigências imp l i c am? ^e 

nas suas possibi l idades de real ização em face de 

mental idades méd ias de menos de 17 anos? 

I I — A teoria dos logaritmos pode ser encarada 

de um tr ip lo ponto de vista t ambém — o seu 

aspecto teórico (construção orgânica da teoria, 

relações com outras teorias), o seu aspecto de 

cultura gera), o seu aspecto prático. 

Ocupemo-nos do pr imeiro . 

Para se poder fazer uma teoria e lementar dos 

logaritmos, completa e rigorosa, satisfatória do 

ponto de vista lógico, é preciso conhecer : a teoria 

do crescimento, a teoria da cont inu idade, a teoria 

da inversão, a teoria da exponencia l , 

Com estes elementos, a teoria dos logari tmos 

faz-se com uma s impl ic idade enorme; não há que 

estabelecer convenções n em que fazer demons-

trações de existência; há apenas que dar uma 

def in ição — a da função logarítmica como inversa 

da exponencia l — e que tirar conseqüências ime-

diatas. 

Tóda a teoria e lementar dos logari tmos que não 

recorra a estes elementos é necessária mente 

incompleta , l P o d e fazer-se n o l iceu uma teoria 

rigorosa nos moldes que aponte i? E ev i den teque 

não. Há , portanto, só dois caminhos a seguir — 

ou renunciar de todo a falar de logari tmos no 

ensino secundár io ou resignarmo-nos a dar uma 

teoria incompleta . 

Sou desta segunda op in ião e jã püb l i camente a 

expuz . ( C o m o proceder? dar a def in ição a partir 

de duas progressões, uma ari tmética outra geo-

métrica, em correspondência b iun lvoca ; deduz ir , 

a partir dessa definição, as regras operatórias 

(para logar i tmos racionais) referentes ao produto, 

cociente e potência de expoente racional e, em 

seguida, tomar para com os a lunos esta at i tude 

clara e s imples — a teoria que acaba de ser feita 

não é rigorosa nem completa ; em part icular, a 

regra operatória da potência é general izável a 

outros valores do expoente; mas n ã o se pode 

fazer aqu i uma teoria comple ta ; aqueles que segui-

rem para estudos super iores de Matemát ica verão 

ma is tarde como ela se faz; aqueles que n ão segui-

rem para cursos super iores têm, na teoria que 

acaba de ser feita, todos os e lementos para as 

apl icações práticas. 

E ra esta a atitude, pouco mais ou menos, a dos 
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antigos programas do liceu, que neste part icular, 

como em muitos outros, eram incomparave lmente 

ma is sensatos do que os de hoje. 

I I I — O Dr , Sebast ião Si lva diz-nos que desco-

br iu outra maneira de tratar a questão, a qua l 

resolve todas as di f iculdades: foge ao carácter 

precár io da def in ição por progressões e evita o 

recurso a noções que no liceu n ão podem ser 

dadas. Vamos anal isar essa solução. 

Assenta ela no critério seguinte— «dar ao ensino 

uma or ientação de tal modo natura! q ue o a l uno 

seja levado a aceitar os factos in tu i t ivamente e 

com u m a fôrça de convicção semelhante â que 

nos vem da demonstração rigorosa dêsses factos». 

Notemos , antes de ma is : 

a ) Q u e se não fala já aqu i de «desenvolv imento 

lógico das teorias». ; .Será esta uma questão de 

«real idade tangível?» 

b) Q u e a mane i ra ind iscr iminada pela qual o 

Dr . Sebast ião S i lva emprega , nesta passagem e na 

nota n.° 2, o te rmo intuição m e parece susceptível 

de a l imentar , no espir ito do leitor despreven ido , 

êrros e confusões. A intu ição é uma faculdade 

que, como tôdas as faculdades humanas , è sus-

ceptível de desenvolv imento . U m artista pode ter, 

da comb inação de cõres ou de sons, u m a intu ição 

que escape comple tamente a q u e m o não é. Do 

mesmo modo, u m obre iro da Matemát ica , larga-

mente exercitado no estudo dos seus métodos j 

pode ter do facto matemát ico um grau de intu ição 

tota lmente inat ingível para pessoas não adestra-

das. Es tou convencido , e j á fiz pub l i camente essa 

af i rmação, de que o conceito de n úme ro irracio-

nal nSo tem nada de intu i t ivo fiara mentalidades 

não adextradas matemàticamente, o que não exclui 

q ue o tenha para outras. Fica assim rectificada a 

confusãozinha da nota n.° 2. 

Passemos adiante. 

O Dr . Sebast ião S i lva ut i l iza para a def in ição de 

logari tmo a equação a ' = b a respeito da qua l va i 

até exigir que se mostre que admi te solução, quais-

que r que sejam a e b posit ivos (a 1). A pr imeira 

coisa a fazer q u ando se tem que trabalhar com 

s ímbo los matemát icos ê de terminar com cu idado 

o seu signif icado. <.0 q u e é a função a" que figura 

no pr ime i ro m e m b r o da equaç ão? Do que diz na 

nota 3 depreende-se : 

a) q ue se s upõe adquir ida a noção de n úme ro 

i r rac iona l ; 

b) que se supõe a função a' def in ida para .t: 

racional mas n ão para x irracional . 

Quere dizer, o D r . Sebast ião S i lva ut i l iza na sua 

def in ição um ins t rumento — a função — imper-

fei tamente definido. £ curioso que seja a mesma 

pessoa que condena o uso d u m ins t rumento prá-

tico q ue se n ão aprendeu a construir (mas que se 

conhece na sua essência e n o seu mane jo ) e que 

neste mesmo artigo se revolta contra «a insensata 

despreocupação a respei to da existência das enti-

dades definidas» que venha em seguida advogar o 

uso d um ins t rumento teórico (donde há de sair 

tõda a construção) incomple tamente def in ido, de 

q u e s í não sabe nada n uma inf in idade de casos ! 

inf in idade de casos em que a equação de part ida 

ê falsa para x r ac iona l ! 

Mas há mais. Depo is de mostrar como se pode, 

a part ir da equação 10*^3, determinar u m valor 

aprox imado do logar i tmo dec imal de 3 , diz-nos 

que «o p rob lema da existência perdeu agora gran-

de parte do seu interêsse prát ico e mesmo lógico». 

Essa agora! En t ão parte-se duma equação, H F ^ n , 

que, para o con jun to de valores em que é def in ido 

o pr ime i ro membro , é em geral falsa, e a questão 

de saber se existe u m valor, em geral, fora dêsse 

conjunto, que a torne verdadeira não tem inte-

rêsse lógico ? 1 

i T e m , ao menos, êste t ra tamento a vantagem 

de ser comp le to? O pTóprio Dr . Sebast ião S i lva 

d iz que não, visto que l imita o estudo das proprie-

dades operatórias ao caso em que os logari tmos 

são racionais. 

IV , — A solução apresentada n ão é mais satis-

fatór ia se a encararmos do pon to de vista peda-

gógico. 

A função a' não foi a inda def in ida para x irra-

cional e o Dr . Sebast i ão S i lva diz na nota 8 que 

« é o estudo dos logari tmos que faz sentir ao a luno 

a necessidade de in troduz ir esta ú l t ima noção» . 

A def in ição de potência de expoente irracional 

é del icada e pertence ao n ú m e r o daquelas que 

n ão podem ser dadas no ensino secundár io em 

condições de eficiência. O introduzi-la a propós i to 

da def inição de logar i tmo tem, a lém disso, os se-

guintes inconvenientes : 

a) O de não respeitar o pr inc íp io pedagógico 

da seriação das di f iculdades, metendo n u m único 

prob lema duas questões delicadas. 

b) O de tirar perspectiva e importânc ia à noção 

de potência de expoente i rrac ional ; o seu papel 

é ma is largo — é o da conservação da continui-

dade. Mas disto não pode falar-se no ensino secun-

dár io . 

c) O de tornar ext remamente difícil para men-

talidades de menos de i j anos o apreender , neste 

caso, o carácter convenciona l q ue tem tòda a de-

finição. Depo i s de ter mos t rado que da equação 
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1 0 s e tira, como único valor possível, 11>L',i, a 

f .como fazer perceber c laramente aoa l u no méd io 

do liceu que se toma, para def in ição, convencio-

nalmente e não obrigatoriamente 107' = « ? 

í Não será mu i to mais sensato evitar no l iceu 

èste escôlho, difícil de ul trapassar ? i Para fazer 

compreender o carácter convenciona l das defini-

ções não d i spomos de exemplos s imples, como as 

def inições de a", a~etc., que, no entanto, a des-

peito da sua s impl ic idade, nem sempre são bem 

percebidos ? 

V . — A determinação aproximada d um logaritmo 

pode fazer-se part indo da def inição p o r d u a s pro-

gressões. O mesmo prob lema numér i co que o 

D r , Sebast ião S i lva trata pode ser posto assim — 

se existir log[() 3 deve poder fazer-se uma inserção 

conveniente de meios nas duas progressões de 

modo que na geométrica f igure 3 como um dos 

seus termos; o me io correspondente na progres-

são ari tmética será o seu logaritmo. A inserção 

de 10 meios teva ã construção das duas progres-

sões auxi l iares 

1 

O 

, ül/ÍT) 

0,1 
10 |/Tõj 

0,2 0,3 

10 1/10' 

0,7 

tn 
V̂ TÕS 

0,8 

« y i õ i 

0,4 

' V í o * 

0,9 

10 t/los « y i õ « 

0,5 0,6 

1 ViO íõ== io 

i 

Verif icado que 1 V l O 4 < 

3 ' V10> c que, por-

tanto, se existir log,03, deve ser 0,4 < ! og w 3 < 0,5, 

o raciocínio prosseguirá, l evando exactamente às 

mesmas contas e a considerações análogas de ca-

rácter prático e teórico, mas com as vantagens 

seguintes : 

a) Const i tu ir uma apl icação imediata de u m 

prob lema já tratado e conhecido — o da inserção 

de meios. 

b) Não introduzir noções novas, o que £ conve-

niente, dada a natureza longa e maçadora dos 

cálculos a efectuar. 

c) Ev i tar o recurso a ins t rumentos analít icos 

ma l definidos. 

E m resumo , do que se trata é apenas disto — 

de escolher e dosear as noções e as dif iculdades, 

apropriando-as às necessidades do ens ino e às 

menta l idades dos a lunos ; é, no fundo, apenas, 

uma questão de sensatez. 

V I . — E t empo de passar ao segundo aspecto 

que a teoria dos logar i tmos apresenta n o ensino 

do L iceu — o seu aspecto de ins t rumento de cul-

tura geral. 

Pelo papel que essa teoria desempenhou na 

história da Matemática, é justif icável que os pro-

gramas do Liceu não a excluam. Mas é preciso n ão 

esqnecer que outras teorias, d um valor de cultura 

geral não menor , se não maior , lá pod iam figurar 

e não f iguram. Refiro-me em especial à teoria dos 

complexos e aos elementos da Geometr ia Analí-

t ica; estas matérias já se ens inaram no Liceu e 

foram depo is supr imidas . 

V i l . — Ocupemo-nos, f inalmente, do ú l t imo as-

pecto da questão —- o aspecto prát ico . 

Encarados déste pon to de vista, os logaritmos 

const i tuem um expediente de cálculo, importante 

sem dúvida , mas u m expediente, que deve ser 

colocado no seu lugar, sem roubar o espaço ne-

cessário para o tratamento de outras questões 

igualmente, ou mais, importantes . 

Nem sempre se tem o b o m senso de proceder 

assim e há u m a tendência entre nós para a idola-

tria da táboa de logari tmos. U m ponto de exame 

no L iceu vi eu já em que se exige u m cálculo tão 

rigoroso, tão rigoroso, q ue se determina a posição 

d u m nav io n o mar a menos de um mi l ímetro \ 

Quando as coisas são levadas a èste ponto, os 

instrumentos de cálculo deixam de ser instrumen-

tos de cálculo para se transformarem em manipan-

sos exercendo, por in terméd io dos seus sacerdo-

tes, a sua tiraniazinha sóbre a pobre massa 

académica. 

H á entre nós ma is sacerdotes do manipanso do 

que parece à p r ime i ra vista, e o Dr . Sebast ião 

S i lva , ao sugerir q ue os a lunos do L iceu cons-

t ruam u m a táboa de 1 decimais — o que se asse-

melha ma is a um castigo em regime de trabalhos 

forçados do que a u m exercício de classe — não 

está mu i to longe dessa posição. E não são as com-

parações ma is ou menos arbitrárias, nem o pala-

vreado mais ou menos sonoro e floreado, nem a 

invocação de Pasteur e da human i dade sonhadora 

que o afastam dessa posição. 

Na nota que escrevi no n.° 11 da «Gazeta», a 

propósi to da sua 3.a interrogação, discordei da 

sua sugestão para se ensinasse no L iceu a cons-

truir uma táboa de logar i tmos. Os mot ivos da dis-

cordância foram, como escrevi e n t ã o ; 

a) Que o processo pelo qual as táboas são 

efectivamente construídas n ão está ao alcance do 

ens ino do L iceu. 

b) Q u e o tempo que se levaria a ensinar como 

se pode fazer mas se não faz é precioso para en-

sinar coisas ma is importantes . Lembre i nessa 

altura o mane jo da régua de cá lcu lo e da máqu i na 

de ca lcu lar ; l embro agora tõdas aquelas matér ias 

que indev idamente foram cortadas dos programas, 
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como a important íss ima questão das aproxima-

çfles no cálculo numér ico , a resolução de triân-

gulos n ão rectângulos etc. e a inda aquelas que 

nunca lá f iguraram mas que na vida contemporâ-

nea t êm u m a impor tânc ia tal que devem ser ensi-

nadas a todos ; estão neste caso, por exemplo, a 

noção de probab i l i dade e os rud imentos da esta-

tística. 

c) Q u e n ão há vantagem em mostrar como se 

pode construir mas não se construe u m ins t rumento 

que encontramos .já construído no mercado. 

dj Q u e o éstudo deta lhado da questão poder ia 

interessar aqueles que ma is tarde se dest inem à 

construção de táboas de logari tmos (quantos se-

rão ?) mas n ão a todos. 

O Dr . Sebast ião S i l va parece ter l ido essa nota 

com uma estranha lente que o féz ver coisas que 

lá não estão. Efect ivamente, n o seu art igo acusa-

-me, com o auxí l io de a lgumas cHaçõesinftas, de 

cair em grave contradição por preconizar o en-

sino do mane jo da régua de cálculo sem o conhe-

cimento dos logaritmos, contradição essa que 

deve radicar na minha ignorância do que seja 

u m a régua de cálculo. O Dr . Sebast ião S i lva 

podia ter reflectido maduramente em que a pri-

meira coisa a fazer quando se pretende atacar a 

posição de a lguém ê conhecê-la. <:,Onde é que eu 

d igo nessa nota que sou contra o ensino dos loga-

r i tmos no Liceu ? Ou , para o Dr. Sebast ião S i lva 

j é a mesma coisa saber o que é um logar i tmo e 

saber construir uma. táboa de logar i tmos? 

V I I I — Causou estranheza a vár ias pessoas a 

m i n h a interrogação, na nota do n.° 11 da Gazeta, 

sôbre a vantagem de mostrar como se pode cons-

truir u m ins t rumento que encontramos construído 

no mercado. 

Enteudamo-nos, Que um prof issional deve pos-

suir a fundo, não sõ a essência e o mane jo , mas 

os segredos da construção dos ins t rumentos que 

usa, é evidente, e nunca o puz em dúv ida . Mas o 

ensino liceal n ão se destina à fo rmação de profis-

sionais, como disse no coméço . 

Que todo o c idadão deva ser capaz de improvi-

sar aqueles instrumentos de que na sua vida ma is 

necessita, t ambém é fora de dúv ida . ^Mas está a 

táboa de logar i tmos nesse caso? Quantas vezes 

tem, aque le que se não dedica a uma carreira de 

profissional da Matemática, que recorrer na sua 

vida a a m a táboa de logar i tmos? j E está-se vendo 

um ind iv íduo , com u m cociente ou um raiz a cal-

cular urgentemente, pôr-se a calcular prè v iam ente 

uma táboa de logar i tmos? [Quantas outras coisas 

ma i s importantes , e interessando incomparavel-

mente ma is a v ida do cidadão, há a conhecer — 

u m a táboa de morta l idade, por exemp lo — e de 

que n o ens ino l iceal n em sequer se fala! 

U m a vez que a táboa de logar i tmos desempe-

nha na v ida do c idadão u m papel reduz id íss imo 

— e cada vez ma is reduz ido, pela general ização 

do emprêgo da régua de cálculo e da máqu i na de 

calcular — o perder um t empo precioso com a 

mane i ra pela qua l ela se pode construir e não se 

construe só se just i f icaria por qua lquer destas 

razões: ou por ser um objecto duma rar idade 

extrema, o qi ie n ão é verdade ; ou porque êsse 

modo hipotét ico de construção lançasse luz sõbre 

a lgum mé todo impor tan te da Matemát ica que pe-

dagogicamente conviesse pôr em relêvo por êsse 

meio, o que t a m b é m n ão é verdade; ou a inda 

porque êsse processo fõsse de tal modo atraente 

que pudesse contr ibu i r para fazer amar a Mate-

mát ica pelos estudantes, o que a inda é menos 

verdade. 

Então , para quê? 

I X — Kesumindo , a m inha op in ião a respeito 

dos logar i tmos no ens ino secundár io é a segu in te : 

Q u e se man tenha nos programas o ensino dos 

logari tmos mas a part ir de duas progressões, como 

ind ico em I I . 

Que , em re lação com o prob lema da inserção 

de meios, se dêem alguns exemplos em que o 

logar i tmo é racional e se ponham os a lunos em 

face do prob lema da irracional idade. 

Que , após estes conhecimentos teóricos, se en-

sine o mane jo dos dois instrumentos, táboa de 

logaritmos e régua de cálculo, most rando os incon-

venientes e vantagens de cada um em relação ao 

outro, dentro do prob lema das aprox imações no 

cálculo numér i co e da necessidade que o homem-

-de-todos-os-dias na tura lmente v irá a ter de um 

e de outro. 

Q u e o t empo a tomar com êsse ens ino seja pro-

porc ionado à sua importânc ia dentro do prob lema 

do cálculo numér i co e à dêste dentro do ensino 

secundário, das suas exigências e dos seus objec-

tivos. 

Nota — O Dr. Sebast ião S i lva diz na nota f inal 

do seu artigo que me apoia na at i tude que tenho 

t omado deh í ro da Comissão Pedagógica da Socie-

dade Portuguesa de Matemát ica por uma reforma 

do ensino secundár io . Como nunca t inha dado por 

isso, apesar de nos termos mui tas vezes encon-

trado em ocasiões e locais em que ê le poder ia 

ter dado a êsse mov imen to a cota parte do seu 

esfòrço, registo agora o facto com satisfação. 


