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P E D A G O G I A 
C O M O E S T U D A R M A T E M Á T I C A 

V pot W . C. Arnold 

( Publicado em «The American Mathematical Monthly», Vol. 47, 1340) 

Este ar t igo foi escr i to para aux i l i a r o caloiro de 

ma temá t i c a e tem p o r f im instruf-lo na técn ica do 

seu estudo. E s t u d a r vai ser a sua pro f i ssão du r an t e 

a lguns anos e é prec iso adqu i r i r o suf ic iente br io 

prof iss iona l p a r a q u e o t raba lho seja o ma i s pro-

ve i toso poss íve l . 

O a ssun to será apresen tado subord inando-se 

aos segu in tes t óp i cos : Instruções gerais; O Es-

tudo do texto; Resolução dos problemas; Fixação 

do estudo feito; O Auxilio do professor. 

A) Instruções gerais 

1) N ã o se d e d i q u e a ac t iv idades extra-escol ares 

an tes de c u m p r i r d ev i d amen t e o t raba lho esco lar ; 

d epo i s dêste fe i to p o d e pensa r noutras coisas. 

ü) Comece a t raba lhar desde os p r ime i ros d i as 

d o a n o escolar . E m ma temá t i ca , u m a boa arran-

cada é m u i t o impor t an te . Dá-lhe o ímpe to para 

pode r prossegu i r . 

3) T o m e par te nas d i scuçóes do curso. O es tudo 

é u m processo ac t ivo e n ã o pass ivo . N ã o basta ler 

os l ivros e ouv i r o mestre , isto é o m e s m o q u e 

ouv i r pa lavras novas s em as emprega r , po is n ã o 

as d o m i n a r á e nquan t o de las n ã o f i zer uso vá r i as 

vezes, q u e r na conversa quer na escri ta , 

4) E s t ude a l i ção logo a segu i r à expos i ção . É 

ma i s fác i l a a p rend i z agem da matér i a recente-

men te exposta . Recap i t u l e a l i ção antes d e i r para 

a au la , reci tando-a para si. 

5) Ev i t e qua i sque r m a u s háb i t os q ue porven-

tura t enha a d q u i r i d o no es tudo da ma t emá t i c a n o 

l iceu . T o m e mu i t a a tenção às observações d o pro-

fessor acérca dêsses maus háb i tos . 

6) Ver i f i que , logo que possa, se está senhor das 

bases necessár ias para poder segu ir o curso. S e 

n ã o es t iver consu l te o pro fessor s ôb re as suas 

fa lhas. 

7) U m pon to f undamen t a l no es tudo da ma temá-

tica é o c o m ê c o no estudo. T e m m u i t o q ue se l h e 

d iga e mu i t os es tudantes n ã o conseguem t r iun far 

p o r causa d isso . Pensam q u e es tudam pe lo facto 

de t e rem u m l iv ro aber to ã sua frente . Mas n ã o 

(jasta ab r i r o l ivro, é necessár io c r i a r u m estado 

de esp í r i to p rop íc io ao es tudo ; para isso começa 

por escolher u m a ho ra pouco depo i s da pre lecção , 

E prec iso q u e j á tenha descansado o suf ic iente 

para q ue o esp ír i to esteja p ron to a a bo rda r o 

es tudo . É c laro q u e em v i r tude d o ho r á r i o n e m 

s e m p r e se encon t ra rá a s i t uação ideal , m a s é sem-

pre poss íve l descobr i r u m a hora ap rop r i ada . N5o 

espere q u e essa hora seja aque l a e m q u e esteja 

de boa d ispos ição , comece a es tudar e é poss íve l 

q u e a adqu i ra . Feche o apa re l ho de r ád i o e av i se 

o seu c ompanhe i r o d e qua r t o q ue t em u m t raba-

lho mu i t o impo r t a n t e a f a zer ; p u x e u m a cade ira 

e sente-se d i re i to à secretár ia c om pape l e l á p i s : 

ab ra o l i v ro e a t aque a l ição c om u m a a t i tude 

seme l han t e à q u e teria n u m a c ompe t i ç ã o despor-

tiva. Concentre-se na l ição. V e n ç a todas as dis-

tracções e n ã o se s i rva de las c o m o pre texto pa ra 

n ã o estudar . O soma tó r i o de todos estes esforços 

p rovoca rá em si o tal es tado d e esp ír i to a q u e 

p o d e r e m o s c h a m a r «at i tude agressiva» c om o f im 

d e es tudar ma temá t i ca . 

O seu t r aba lho será ma i s p ro f í cuo se t iver 

s e m p r e presen te q ue o caloiro d e ma t emá t i c a 

deve ; 

a) A p r e n d e r e es tudar ma temá t i c a eficiente-

m e n t e ; 

b) A p r e n d e r a a ju i zar , a fazer u so do rac ioc ín io 

e a emp rega r u m a l i nguagem cu idadosa e p rec i sa ; 

c> A d q u i r i r a técn ica de cá lcu lo d e f o r m a a pode r 

ap l i ca r o q ue es tudou aos d iversos c a m p o s onde 

a ma temá t i c a e l emen ta r t em ap l i c ação e q ue são 

en t re ou t ros : as ma temá t i cas super iores , a astro-

nom ia , a física, a q u ím i c a , a meteoro log ia , a nave-

gação, a engenha r i a e a estatíst ica na sua apl ica-

ç ão aos es tudos da psicologia , educação , sociologia, 

b io log ia e econom ia . 

•Se o M u n d o n ã o necessita de u m n ú m e r o m u i t o 

g r ande d e professores de ma temá t i c a precisa n o 

en tan to d e mu i t í s s imas pessoas q ue possam fazer 

uso da ma t emá t i c a i n te l i gen temente . 

d) A p r e n d e r a c omp reende r e a aprec iar a frase: 

« A ma temá t i c a é a c iênc ia das conc lusões neces-

sár ias* . 

e) A p r e n d e r a aprec iar a be leza d e certos pro-

b l emas de ma temá t i c a a i nda q u a n d o n ã o tenham 

ap l i cação para f ins lucra t ivos . 
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B) O estudo dg texto 

1) Leia os l ivros e aprenda a servir-se dêles. 

Sirva-se das tá boas e outro material matemát ico . 

2) Apresenta-se seguidamente um método para 

estudar o l ivro de texto que põi imed ia tamente o 

estudante em acção fornecendo-lhe processos para 

o mane jo do l ivro de preferência a lê-lo passiva-

mente. Para isso: 

a ) T o m e a «at i tude agressiva». 

bj Faça u m a pr imeira leitura com o fim de des-

cobrir a ideia pr inc ipa l do autor. Não se importe 

com os pormenores , deixe-os para mais tarde. 

Leia de vagar. Se encontrar termos que n ão 

conheça procure a sua def in ição. 

c) Le ia o assunto novamente , com cuidado, estu-

dando agora os pormenores . Copie todas as de-

monstrações, l inha por l inha, estudando os casos 

part iculares. Ver i f ique a razão por que cada fase 

é uma conseqüência lógica do que precede. Se 

encontrar a lgum passo obscuro não perca mu i to 

t empo com ê le ; tome nota e pregunte ao mestre. 

Não deve, no entanto, abusar da sua boa vontade 

procurando constantemente o seu auxil io. Quando 

se resolve uma dif iculdade aumenta-se a confiança 

em si própr io . 

d ) Depo is da segunda leitura escreva um resu-

m o do assunto; êste deve ser curto e sintético e 

feito de tal modo que permi ta repe t i r a lição. Terá 

a inda outra apl icação que adiante será descrita. 

e) Ap renda a expór. Para isso feche o l ivro e 

procure reproduz i r a l ição servindo-se apenas do 

resumo que acabou de fazer. Recite as partes que 

podem ser ditas oralmente. Escreva as mais im-

portantes, Esta é a parte essencial do método . 

Ass im se revela se o a luno dom ina a lição. Não é 

preciso empregar a l inguagem do livro, é mesmo 

conveniente que faça a exposição por palavras 

suas; no entanto deve observar-se que se o l iv ro 

de texto fór bom, será difíci l apresentar melhores 

def inições dos termos da matemát ica . 

f) Procure as aplicações da teoria que acabou 

de estudar. À s vezes a sua apl icação só poderá 

fazer-se mais tarde, outras vezes as apl icações são 

a resolução de problemas. O conhec imento das 

apl icações da teoria tornam o trabalho ma is eficaz. 

Quás i sempre é o mestre que dá os exemplos, mas 

melhor será se os descobr ir por si só. Deve de 

vez em quando procurar construir uma teoria, 

porque é interessante o sentirmo-nos ma is fortes 

e para isso sempre terá tempo, pois os trabalhos 

d iár ios que nos dão o pão, nSo nos consomem 

todas as horas do dia. 

g) Reveja a l ição pouco antes de ir para a aula. 

Sirva-se do resumo e ver i f ique se se esqueceu de 

a lguma coisa. 

h) S e apreender o espirito deste método sen-

tir-se-ã contente com o resultado dos seus esfor-

ços. As cerltsas q ue se encontram na matemát ica 

satisfazem a ma ior parte das pessoas, porque as 

suas conclusões n ão são uma questão de op in i ão 

— aqui pode saber-se quando se tem ou não razão. 

C) Resolução dos problemas 

1) T o m e a «atitude agressiva». 

2) Estude cu idadosamente a teoria que precede 

Os prob lemas e os exemplos do texto ou os for-

necidos pelo professor. 

Comece pelos ma is s imples e vá resolven-

do-os gradua lmente por ordem de dif iculdade. Se 

encontrar a lgum que lhe dê mu i to trabalho, po-

nha-o de lado por momen tos e volte a resolvê-lo 

ma is tarde como se fôsse u m prob lema novo, de 

forma a evitar os possíveis erros que tenha pra-

ticado. 

4) Ap renda a trabalhar com precisão. Se come-

ter constantemente êrros veri f ique a cada passo. 

Ass im melhorará até conseguir resolver o pro-

blema à pr imeira tentativa. A pr inc íp io não tra-

balhe depressa n em sob pressão; d isponha do 

tempo bastante para resolver os problemas. Á 

med ida que fór t r iunfando ma is depressa os resol-

verá. F ina lmente resolvê-los-á depressa e correc-

tamente. 

5) E m quás i todos os prob lemas é possfvei veri-

ficar os resultados. Deve habituar-se a verificar 

de preferência a comparar os resultados do l ivro 

com os seus. Ê uma grande fonte de satisfação a 

verif icação, especia lmente n u m exame, 

6) Para resolver um prob lema por me io de 

álgebra, leia-o pr ime i ramente com cuidado, erii 

seguida reproduza o prob lema por palavras suas. 

Isto é abso lutamente necessário se qu izer tr iunfar' 

Des igne por letras as incógnitas e escreva as rela-

ções traduzidas no enunc iado entre os dados e as 

incógnitas. Feito isto terá tantas equações quantas 

as incógnitas e poderá resolver a equação ou sis 

tema de equações. Se o t ipo de equação achada 

n3o corresponder à teoria que acabou de estudar 

ê natural que tenha errado, embora nem sempre 

isso aconteça, 

7) Para resolver um prob lema de geometr ia por 

me io de álgebra determine em pr ime i ro lugar o 

que é conhecido e o que se procura conhecer. E m 

seguida faça u m desenho com todos os dados do 

prob lema estabelecendo as relações geométricas 
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exis tentes en t re os dados e as i ncógn i t as por m e i o 

d e equações e resolva-as. 

8) S e o p r o b l e m a geomét r i co t iver de ser resol-

v i do por mé todos p u r a m e n t e geomét r i cos (sem 

aux i l i o d a á lgebra) p rocu re de t e rm iua r c om cui-

d ado a h i pó tese e a tese e faça u m desenho . Ge-

r a lmen t e o me l ho r processo é part i r do p r i nc i p i o 

d e q ue a tese é verdade i ra e reso lver o p r ob l ema 

regress ivamente até á h ipó tese e depo i s i nver te r 

o processo q ue se acabou d e seguir . 

9) A reso lução dos p r ob l emas de t r igonometr i a 

r eque re mé todos especia is , e m b o r a se ja út i l t u do 

quan t o foi d i to acêrca dos p rob l emas a lgébr icos e 

geométr icos . 

10) Lembre-se s e m p r e q ue as letras usadas 

rep resen t am n ú m e r o s . S e t iver d ú v i d a s sôbre se 

d e t e rm i n ado resu l t ado estará certo, subs t i tua as 

letras por n úme ro s . A s s i m é f reqüen te escrever 

\f (i1 -\- b - ^ a -'rb q ue se veri f ica ser è r ro q u a n d o 

se subs t i t uam as letras por n úme ro s , pois q u e se 

t em por e x e m p l o : ^ 4*4-3*—5 e n ã o igual a 4 + 3 . 

11) Mu i tos estudantes a t rapa lham-se com as 

fracções. U m a regra s imp l e s mas mu i t o impor-

tante é a t r aduz ida pela igua ldade a/b—(a/b)>0.. 

C o m o e x e m p l o da sua ap l i cação temos o segu in te : 

por ser ele=1 v e m ajb—a/bxcjc^atjbc. A q u e l a 

i gua ldade t em , c o m o é fáci l de ver, mu i t a s outras 

ap l icações . 

D) Fixação (ta estudo leito 

Q u á s i s e m p r e o a l u no p repara as l i ções do d ia 

e descobre n o f im da s emana q u e se esqueceu d e 

g r ande par te d o q u e ap rendeu du r an t e a semana . 

Is to é m u i t o grave p o r q u e o t r aba lho d e cada dia 

d epende d o dos d ias antecedentes , O e x a m e tor-

na-se ass im mu i t o d i f íc i l e n ã o se consegue tr iun-

far . É po is prec iso reter t u do o q u e se a p r endeu . 

O p r i m e i r o e x a m e do caloiro £ mu i t a s vezes u m 

fracasso e éste facto afecta-o d e u m a das d u a s 

segu in tes f o rmas : serve-lhe d e l i ção pa ra se dedi-

car ma i s a fundo ao estudo, ou torna-se pess im is ta 

e a b a n d o n a o t raba lho . E m q u a l q u e r dos casos a 

s i t uação n ã o é agradáve l e pode ser ev i tada . Para 

t an to : 

1 ) D e v e con t i n u amen t e rever . D e d i q u e pa r te 

do t e m p o des t i nado k p repa ração das l ições d o 

d ia a rev isões da ma té r i a es tudada . D e p o i s d e 

rever , s u p o n h a m o s u m a s v in te pág inas d o l ivro, 

recap i tu le os p r i nc í p i os bás icos e ve ja o q ue con-

segu iu reter. D a vez segu in te gaste ma i s t e m p o 

com os pon tos q ue notou ma i s fracos da p r ime i r a 

vez . Ut i l i se agora os r e sumos de cada l ição para 

a recap i tu lação . U m a vez q u e s iga éste m é t o d o 

ver i f icará ao f im d e certo t e m p o q u e p repa ra as 

l ições d iár ias ma i s f àc i lmen te e q ue necesssita me-

nos t e m p o q u e a n t e r i o rmen t e pa ra es tudar qual-

que r assun to novo . 

2) Na recap i t u l ação d e p r o b l e m a s n ã o reso lva 

os ma i s dif íceis. Poder-se-á emba r a ç a r n u m q u e 

seja m u i t o d i f íc i l o u longo. N u m a recap i tu l ação 

p rec i samos de reter os pon tos p r i nc i pa i s ; reso lver 

mu i t os p r ob l emas fáceis ou c o m l igeiras dificul-

dades e de preferênc ia aque l es q u e ap resen tem 

u m a v a r i e d ade de t ipo . 

Ej Auxilio do professor 

1) O professor aver iguará de in ic io se o a l u no 

está d e posse dos conhec imen tos necessár ios pa ra » 

pode r segu ir o curso. 

2) Demons t r a r á a técn ica descr i ta néSte ar t igo 

e l uc i dando o curso e convencendo-o da sua efi-

cácia. 

3) Dar-Ihe-ã todas as exp l i cações necessár ias 

desde q u e o a l u no n ã o abuse e traga por escr i to 

as d i f i cu ldades a reso lver . 

4) Pará u m pon to m o d ê l o antes d o e x a m e e o 

seu resu l t ado n ã o terá i n f l uênc i a na c lassi f icação 

f ina l do exame . Por êste p o n t o o a l u no fará ide ia 

d o q u e se p re tende . O pon to será cor r ig ido pe lo 

professor , d i scu t i do na au la e en t regue ao a luno . 

5) O professor c omen t a r á a ma té r i a q u e tenha 

sa ído n o p o n t o e t irará as d i f i cu ldades q ue se 

ap resen tem na reso lução dos p r ob l emas . Es t as 

exp l i cações só p o d e m ser ú te is aos a l unos q u e 

t e n h a m d o m i n a d o a ma té r i a dada até essa data . 

(3) O professor n ã o fará pre lecções . L e v a r á o 

a l u n o a en t rar na matér i a aux i l i a do por ê le , 

7) O professor fornecerá exemp l o s de ap l i cação 

a f im d e c r i a r in teresse nos a lunos . 

8) I n te r rogará f r eqúen te m e n t e os a lunos a f im 

de ver i f i car se c o m p r e e n d e r a m os mé todos a q u ; 

descr i tos e se estão a pô-los em prát ica . Êste 

in ter roga tór io serv i r á t a m b é m para aver iguar e m 

qua l das segu in tes categorias o a l u no se encon t r a ; 

a) N ã o d o m i n a os p r i n c í p i o s f u nd amen t a i s ne-

cessár ios pa ra poder segu ir o curso, 

b) N ã o estuda . 

c) Ten ta es tudar e n ã o sabe como , 

d) Consegue t r i uu f a r m e r c ê de hab i l i dades , 

t ) D á conta d o recado . 

Tradução de F. SCHÃLLER DIAS e de J . PAULO 
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A TEORIA DOS LOGARITMOS NO ENSINO LICEAL 
por J, Sebastião e Silva [ C, E. M . t, I 

tTem-se desenvolvido e espalhado multo o 
conhecimento dos logaritmos, a lai ponto que jâ 
os alunos maneiam as tábuas de logaritmos e delas 
se utilitam para o cálculo prático; há contudo 
estabelecimentos de ensino (no meu tempo era 
isto o normal) em que nada se dii de como se 
construem essas tábuas, Não podemos deijcar de 
condenar este facto. Inspirado no mais baixo 
utilitarismo e contrário a todo o princípio de 
elevada pedagogia*. 

(F . Klein, «Matemática Elemental desde 
un punto de vista superior», tradução espa-
nhola de R. Araújo, p. 194). 

«... núo deve estranhar-se, nem parecer ca-
sual, que um homem como Letbnlz, pensador abs-
tracto de primeira linha, mas dotado dum espirito 
eminentemente prático, fôsse ao mesmo tempo o 
pai da Matemática formal e o inventor da primeira 
máquina de calcular'. 

(F . Klein, obra citada, p. 22). 

Para n ó s e pa ra mu i tos , é ind iscu t íve l q u e a 

Ma temá t i ca deve d e s e m p e n h a r n o ens ino l iceal 

u m pape l essenc ia lmente fo rma t i vo . Pouco inte-

ressa q u e ó a l u no f i que a conhecer mu i t os teore-

m a s e os processos de reso lução de mu i t as classes 

de p r o b l e m a s : o q u e impo r t a , a c ima d e tudo , é 

q u e ele tenha exerc ido as suas facu ldades na de-

mons t r a ç ão dos t eo remas e na reso lução dos pro-

b l emas ; é q u e tenha adqu i r i d o o h áb i t o d e pensar 

matematicamente, q u e r e s t udando o desenvo lv i-

m e n t o lóg ico das teor ias, q u e r ap l i c ando os factos 

es tabe lec idos ã reso lução d e n ume ro s a s ques tões 

proceden tes da rea l idade tang íve l . Exige-se, evi-

den temen te , u m m í n i m o de i n f o rmação ma temá-

tica, a aqu i s i ç ão d u m a técn ica segura de cá lcu lo 

e l emen ta r ( n u m é r i c o e a l gébr i co ) ; m a s isso pouco 

deve r á ser , c o m p a r a d o com o t r aba l ho de cr iação 

dos háb i tos de rac ioc ín io , d e abs t racção , d e disci-

p l i n a menta l , q u e d i s t i n guem a f o r m a ç ã o mate-

má t i ca . E ê a i n d a man i fes to q ue êsse m í n i m o d e 

i n f o rmação se refere q u á s i exc l us i vamen te aos 

a lunos q ue v ã o segu i r d e t e rm i nados cursos, en-

quan t o os benef íc ios da f o rmaç ão ma temá t i c a 

in teressam à totalidade dos a lunos . 

O ra o es tudo dos logar i tmos const i tu i , há mu i t os 

anos , u m dos assuntos capi ta is dos p r og r amas d e 

Ma temá t i c a dos l i ceus por tugueses , e n ã o n o s 

parece p laus íve l , por ora, q u e se m u d e de or ien-

tação, s u p r i m i n d o essa par te d o p rograma , É pos-

s íve l , s im, q u e v e n h a a recorihecer-se a neces-

s idade de né l e i n t roduz i r o ens i no de out ros 

mé t odos exped i tos de cá lcu lo numér i co , nomea-

d a m e n t e mé todos m e c â n i c o s ; m a s isso m e s m o 

n ão imp l i c a r á a van t agem d e exc lu i r o ens ino dos 

logar i tmos . E n ã o se deve r á en tão de ixar d e en-

sinar , na med i da do possível , o p r i nc i p i o teór ico 

désses mé t odos — a n ã o ser q u e o ob jec t i vo da 

Educa ç ão consista em f o rma r au tóma tos , em vez 

d e homens. ( V e r no ta f inal) . 

D o pon to d e v is ta i n fo rma t i vo , parece-nos ina-

tacáve l a Inc lusão dos logar i tmos n o e n s i n o l iceal 

— m a s é d o pon to de vista f o rma t i vo q u e ma i s 

út i l se deve cons iderar êsse es tudo , pe la oportu-

n i d ade q u e oferece d e p ô r e m ev idênc ia aspe-

ctos impo r t an t e s d o m é t o d o ma temá t i co , d a n d o 

u m a idé ia das suas adm i r áve i s poss ib i l i dades . 

N ã o é po r t an to razoáve l q u e se faça p r e d o m i n a r 

a fe ição prát ica , es t re i tamente ut i l i t ár ia , n o m o d o 

de ens i n a r essa ma té r i a , sem p reocupações a 

respe i to d o seu e n q u a d r a m e n t o l óg ico n o con-

j u n t o h a r m o n i o s o das aqu i s i ções ma temá t i cas . 

E c o m o se tem proced ido , nêste assunto , en t re 

n ó s ? C o s t u m a dar-se, ê verdade , a demons t r a ç ão 

de vár ios teoremas , re l a t i vos ao l ogar i tmo d u m 

produ to , d u m cociente, etc. etc. — m a s todos nós 

sabemos q u a n t o é precár ia a base em q u e v ão 

assentar seme lhan tes demons t rações . É p rec i so 

ter a coragem de o a f i r m a r : essa mane i r a d e pro-

ceder n ã o passa de pu r a mist i f icação, desde q u e 

se n ã o tenha d ado ao a l u no u m a no ç ão conve-

n ien te de logar i tmo . E o q u e t emos v isto fazer, 

neste pon to , é apresen tar u m a de f in i ção n o m i n a l , 

c o m a ma i s insensata desp reocupaç ão a respe i to 

d a ex is tênc ia das en t i dades de f i n i d a s ; isto é , s e m 

ter o cu i dado de mos t ra r q u e a equação a*—b 

a d m i t e so lução , q u a i s q ue r q u e se j am a e b positi-

vos. Por e x e m p l o , segundo a def in ição , o l oga r i tmo 

d e 8 n o s i s tema de base 2 é o expoen te da potên-

cia a q u e se deve e levar 2 pa ra ob te r 8 : mu i t o b e m , 

êsse l oga r i tmo é igua l a 3 . Mas q u a l é então o lo-

ga r i tmo de 2 n o s i s tema de base K l ? A q u i enve-

reda-se pe la v i a condenáve l d o s i l ênc io e d o 

m is té r io : o a l u no pode rir a saber , soeorrendo-se 

d u m a t á bua de l ogar i tmos , q u e o l ogar i tmo pro-

cu rado ê a p r o x i m a d a m e n t e 0,30103; mas n u n c a 

lhe é d a d o pene t ra r nas altas razões q ue dec i dem 

ser êsse e n ã o outro, o l oga r i tmo dec ima l d e 2 , 

c om c inco casas dec ima is . E é na ma i s santa igno-

rânc i a d o q ue se j am a f ina l os logar i tmos , q u e o 

a l u n o se dará ao l uxo de demons t r a r be los teo-

remas s ôb re essas ent idades , d e q u e ê le sabe 
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tanto , q u a n t o n ó s s abemos dos hab i tan tes d o pla-

ne ta Mar te 1 . . . 

N ã o se pode negar q u e o p r o b l e m a é de l icado . 

Parece q u e c h e g á m o s a êste d i l e m a : ou r enunc i a r 

de t odo a u m a teoria ma temá t i c a dos logar i tmos , 

conten tando-nos com o ens i no de regras mecân i-

cas, de recei tas a ap l i ca r c e g a m e n t e ; ou su je i ta r 

o ind i toso j ó v e m a u m es tudo sér io dos irracio-

nais e das f unções cont ínuas , para , s ób re essa 

base i naba l áve l , er igir o s o be r bo edi f íc io dos 

logar i tmos . O r a é forçoso encon t ra r aqu i u m a 

salda, u m a terce ira h ipó tese meno s c r u e l . . . 

Po is b e m : nós c remos na poss i b i l i d ade d e re-

so lver a questão , sem recorrer ao luxo d u m a 

exp lo ração ana l í t ica d o co rpo real , e sem ca ir em 

mis t i f i cações escanda losas . Basta l e m b r a r q u e os 

l oga r i tmos f o ram i nven tados m u i t o antes d e Ded i-

k ind , Can to r e We ie r s t r a ss terem v i n d o ao m u n d o 

— e q ue n ã o d e v e m o s acusar Nepe r de ter feito 

u m a descober ta p r ema tu r a . . . 

A q u i a n o r m a a adop ta r parece-nos q u e d e v e 

ser es ta : dar ao ens ino u m a or ien tação de tal 

m o d o na tu ra l , q u e o a l uno se ja l evado a acei tar 

os factos intuitivamente, 1,1 e c o m u m a fórça d e 

conv i c ç ão s eme l h a n t e à q u e nos v e m da d e m o n s -

t ração r igorosa dêsses factos, A so lução q u e va-

m o s p r o p ó r n ã o cons t i tu i p r ò p r i a m e n t e nov i dade . 

Não , A c h á m o s , contudo , .nosso deve r c h a m a r a 

a t enção das pessoas d is tra ídas pa ra u m a solu-

ç ão acei tável , que , apesar da sua s inge leza , t e m 

a n d a d o ime rec i d amen t e ocul ta e desprezada . 

S u p o n h a m o s q ue fo i dada a de f i n i ç ão usua l d e 

l oga r i tmo d u m n ú m e r o , r e l a t i v amen te a u m a de-

t e rm i n ada base, e p rocuremos , a r m a d o s com essa 

de f in i ção , ca lcu lar , p o r exemp lo , o l oga r i tmo deci-

m a l de 3. Trata-se por tan to de achar u m n ú m e r o k 

ta l q u e 10* = 3 . Diga-se ao a l u n o : se um número 

tal existe, é na tura l q u e esteja c o m p r e e n d i d o en t re 

0 e 1, po is q u e 10°=-I,10* = 3, 10 ' -10 e 1 < 3 < 1 0 » ' . 

<l> Como solução, já ouvimos propor que se voltasse ao 
ensino dos logaritmos a partir de duas progressões, uma 
aritmética e a outra seométrica, com os termos em corres-
pondência biunivoca; mas nós achamos que deste modo 
as dificuldades apontadas subsistem completamente, com 
acréscimo de inconvenientes. 

Há dez anos fazia-se na 7," classe um estudo pretencloso 
das funções exponencial e logarítmica. 

<>' Que nos perdóem aquéles para quem a palavra intuição 
deixou de ter sentido e ainda aquâles para quem a intuição 
matemática termina, onde os números irracionais come-
çam. 

'•> Supomos, evidentemente, que já foi demonstrada a 
proposição: *Se e p > q , tem-se a ' :> íl , para p e 

< racionais». Aqui, procura-se determinar log 3, como se 
è!e fosse racional. Veja-se que r.Ao se trata por enquanto 

D i v i d a m o s en t ão e m 10 par tes igua is o i n t e rva l o 

d e ex t remos 0 e 1 ; os i n te rva los ob t i dos t e r ão 

p o r ex t remos 0 ; 0,1; 0,2; •• • ; 0,9; 1 . E m qua l dês-

tes novos i n te rva los se deve encon t ra r k"i Pa ra 

o saber , basta c o m p a r a r o n ú m e r o l f f ^ S c o m 

cada u m a das po tênc ias IO*1'', 10°>s, • ••, 10*,'t'; m a s 

isso equ i va l e a c ompa r a r , en t re si, as d é c imas 

po tênc i as dêsses n ú m e r o s . O r a 

3 " , = . [ (3 , ) 1 ] 5 -3 1 -65Mx9 = 59049 

e p o r ou t ro lado 

(L(Y,-L),O=10,(100-'J)LN-10Í, ,(10IM)>»-10P. 

C o m o 10* < 59019 < 10-'', segue-se q u e 1CP * < 

< 10* < 10o""' e po r t an to 0 , 4 < j & < 0 , 5 . A s s i m , o 

l o ga r i tmo dec ima l de 3 , se existe,deveencontrar-

-se en t r e 0,-1 e 0,5. T o m a n d o 0,4 para va l o r 

a p r o x i m a d o dêsse l ogar i tmo , comete-se po r t an to 

( n a h i p ó t e se de ê le exist i r ) um êr ro p o r defe i to 

i n fe r io r a 0,1; p o d e m o s en t ão convencionar d i ze r 

q u e 0 , 4 é o logaritmo decimal de 3 a menos de 

uma décima. 

P re t e ndendo ca lcu lar log 3 a m e n o s d e u m a 

cen tés ima , p rocede remos ana l ogamen te , d i v i d i n d o 

o in terva lo d e ex t remos 0 , 1 e 0 , 5 e m 10 par tes 

igua is , e c o m p a r a n d o 10* 3 c o m os n ú m e r o s 

1 0 o " , 10" . " , ••• , IO0-48. Mas tem-se 3'°° = (3'0) '0te 

x. (5 ,90 x IO*)10 = 5 , 1 X 1 0 " <*> e, p o r ou t ro lado , 

Cto».«)!« _ i o » i , ( i 0 ° ' « ) t « , — T 0 u , •• -, 

c o m o 10 " < 5 , 1 x 1 0 " <10*®, será 10o'*7 <10* ( = 3 ) < 

< 10°-ia, d o n d e 0,47 < £ < 0,48. Tem-se por t an to , 

a m e n o s d e u m a cen tés ima , ! og3=0 ,47 . 

A n à l o g a m e n t e se ca lcu lava log 3 a m e n o s de 

u m a m i l é s i m a , etc. E agora q u e j á o descobrimos, 

p o d e m o s reduz i r o m é t o d o ás suas l inhas estrutu-

rais , dando-lhe até ma io r gene ra l i d ade : Se j a a o 

n ú m e r o dado . Ca l cu lemos a sua po tênc i a d e ex-

poen t e p, s endo p u m in te i ro qua l que r . S e f ó r 

.ü. i t L 
10" < a' < ter-se-á 10» < a < 10' » e, por-

de demonstrar, mas apenas de investigar. Só depois se 
colocará o aluno perante a hipótese da Irracionalidade, sem 
que o resultado fique lógica me ti te comprometido. Supomos 
aqui fá definida potência irracional de expoente racio-
nal, mas /tifo potência de expoente irracional. É o estudo 
dos logaritmos que faz sentir ao aluno a necessidade de 
Introduzir esta ultima noção. 

<*' o sinal = deve ler-se « aproximadamente igual a» . 
Nestes cálculos, basta operar com valores aproximados; 
mas é necessário, evidentemente, fixar o número de alga-
rismos significativos a conservar de cada vez, para que o 
resultado n3o se/a comprometido. Patenteia-se aqui, uma 
vez mais, a necessidade premente de ministrar, nos nossos 
liceus, algumas noções s6bre cálculo aproximado — neces-
sidade que, desgraçadamente, ainda não foi tomada em 
devida consideração. 
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tan to (se existe I o g a ) , — < l o g o < 1 - • Para 
P P 

a t ing i r depressa u m e x p o e n t e p bas tan te e levado, 

p o d e adoptar-se o processo d e repe t idas eleva-

ções ao quadrado , u t i l i z ando u m a t á bua de qua-

drados (s ), q u e nada tem j á d e mis ter ioso pa ra o 

a luno . C o m 10 consu l tas da t ábua e u m a d i v i s ão 

por 1024 — calcula-se u m l oga r i tmo com 3 deci-

ma is . 

E . . . o p r o b l e m a da existência ? Mas é ev iden te 

q ue êsse p r o b l e m a perdeu agora g rande par te do 

seu in terèsse prá t ico , e m e s m o lóg ico ! O a l u no 

encontra-se ap to a d e t e rm i n a r n ú m e r o s k' q u e 

sat isfazem aproximadamente â cond i ç ão 10*'—3, 

c om u m èr ro t ão pequeno , quanto êle quiser; is to é, 

n ú m e r o s tais q u e a po tênc ia IO1 ' seja t ão pró-

xima d e 3 , quanto êle quiser. E n ã o è isto sufi-

c iente nas ap l i cações ao m u n d o físico'? N ã o sabe 

o a l u no já que , nessas ap l icações , os n ú m e r o s 

e x p r i m e m med idas , i r r emed i a ve lmen t e su je i tas 

a ê r r o ? Q u e s ign i f icado pode ter, por exemp l o , 

n u m resu l tado , u m èr ro in fer ior a u m a déc ima de 

m i l íme t ro , q u a n d o o processo de m e d i ç ã o utili-

zado é insuf ic iente pura d i s t i ngu i r grandezas infe-

r iores a êsse l im i t e ? E tôda a teor ia dos logar i tmos 

pode ser adaptada a este n o v o m o d o de encarar 

o assunto , sem comete r a m í n i m a falta em re lação 

ã lógica. Bastará , en tão , estabelecer os teoremas , 

só n o caso em q u e logar i tmos são rac ionais , e 

mos t r a r ao a l u no como , ap l i c ando êsses teoremas , 

se pode fazer o cá lcu lo logar í tm ico d u m produ to , 

d u m cociente, etc., com u m èr ro in fer ior a u m li-

m i t e p r èv i amen t e f ixado . 

Mas t a m b é m a a t i tude f i losóf ica n ã o deve ser 

desprezada , m e s m o nesta fase de i n i c i ação ! É que , 

a l ém d o ma is , há nessa or ien tação a i n d a u m sen-

t ido prá t ico , embo r a de outra o r dem — u m a utili-

d ade q ue n ã o se refere j á às re lações da Matemá-

tica com a Técn i ca , m a s ás necess idades intr ínse-

cas da p r óp r i a Ma temá t i ca . U m a noção ma temá-

tica impõe-se na med i d a e m q ue é c ó m o d a e 

f e c u n d a — e êste p r i n c í p i o ê ver i f i cado com o 

conceito de n ú m e r o i r rac iona l T ô d a a A n á l i s e 

Ma temá t i ca pod i a ser feita s e m recorrer a tal con-

ce i to : s imp l esmen te , os enunc i ados das proposi-

ções pe rde r i am m u i t o da sua l u m i n o s a s impl ic i-

dade , quebrando-se aque l a ha rmon i a q u e n ã o só 

l i son je ia o sen t ido estético, c omo t a m b é m é con-

d i ç ão de fecund idade . Praticamente, n ã o chegam 

a ser cr iados novos n ú m e r o s — apenas é adop tada 

u m a nova l i nguagem, q ue faz conceber c o m o equi-

valentes a n úme ro s , certas sucessões in f in i tas d e 

n úme ro s . E j á isso represen ta a l g u m a e c o n o m i a . . . 

T o r n e m o s agora ao c á l cu l o dos logar i tmos . De-

po i s das cons iderações q u e f o ram fei tas, é m u i t o 

na tura l q u e o a l u no s in ta espon t ânea cur ios idade 

em saber se as operações ind icadas t êm ou n ã o u m 

t é rmo . M e s m o q ue esta sua cur ios idade n ã o seja 

en tão satisfeita ( pode satisfazê-la ma i s tarde, e m 

A r i tmé t i c a Rac iona l ) f icará ê le a conhece r os do is 

casos q ue se p o d e m verif icar, n o cá lcu lo do loga-

r i t m o d u m n ú m e r o a , pe lo mé todo ap resen t ado : 

a poss ib i l i dade ou a imposs i b i l i d ade de encon t ra r , 

ao f im d u m certo t e m p o , u m n ú m e r o dec ima l k , 

tal q u e l O ^ a ; e terá a p r end i do a d i s t i ngu i r d u a s 

h ipóteses , no segundo caso : a da pe r i od i c i dade e 

a da n ã o per iod ic idade da d i z ima obt ida . Final-

men te , v i rá a saber qne , só na ú l t ima h ipótese , é 

imposs í ve l d e t e rm i n a r u m n ú m e r o rac iona l k , tal 

q u e l O ^ o ; m a s que , nesse caso, a sucessão dos 

n ú m e r o s dec ima i s (ou a d í z ima i n f i n i t a ) a q u e 

conduz i r i a a ap l i c ação i nde f in ida d o mé todo indi-

cado, def ine , por convenção, u m n ú m e r o irracio-

nal À , e q u e se t em , ainda por convenção, 10^-a . 

Mas n ã o será prec iso con t i nua r a desenvo l ve r 

êste pon to de vista. Resta-nos l e m b r a r que , j á 

antes do es tudo dos logar i tmos — a p ropós i t o dos 

rad ica is — o a l u no t omou u m p r ime i r o contac to 

c om o f e n ó m e n o da i r rac iona l idade . E observa-

ções em tudo aná logas às precedentes d evem s e r 

feitas acêrca da n o ç ão de ra iz ar i tmét ica d u m 

n ú m e r o . 

Agora , ou t ro aspecto da ques tão . C o m as ante-

r iores i nd i cações e pouco mais , fica o aluno habi-

litado a construir uma tábua de logaritmos: — é 

t u do u m a ques tão de t e m p o e d e pac iênc ia , rela-

c ionada c o m o n ú m e r o de casas d è c ima i s adop tado . 

C o m o exercíc io, n ã o será prec iso ir a l ém d e 3 ou 1 

ttl Estas tábuas, muito úteis para abreviar os cálculos, 
no método dos mínimos quadrados e no método de OrHffe 
{equações algébricas), têm atuda interêsse pedagógico e 
prático por oferecerem uma possibilidade de calcularpro-
dutos, efectuando apenas adições, subtracções e divisões 

por 2 — com o emprégo da fórmula íjA— -

No livro de J. Hottel «Recueil de Formules et Tables N".:rne-
riques*, encontra-se a p. (;.'-' 5 (duas páginas apenas 1) uma 

tábua de quadrados a quatro decimais — que permite ainda, 
sem grande trabalho, calcular quadrados de números com & 
algarismos significativos. 

í8) Somos levados a aplicar aqui o critério de comodi-
dade, de que H. Poincaré usou, mas também abusou, nas 
suas explicações. 

Só tio século xix se reconheceu que os conceitos de nú-
mero negativo, número irracional, etc., não obedecem a 
uma necessidade lógica. 


