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. 8. T. — MECANICA RACIONAL — Exame final, Outu-
bro de 194

1176 — Mostrar que dois pontos materiais P e
Py, que se atraem segundo uma lei de forcas que
€ funcdo s6 da distancia, podem rodar uniforme-
mente (como se estivessem rigidamente ligados
entre si) em torno do centro de gravidade G do
sistema por éles formado. ; Qual deve ser a velo-
cidade angular dessa rotacdo uniforme ?

1177 — Um fio pesado, suspenso pelas suas
extremidades em dois pontos fixos 4 e B, tem a
forma duma cicloide. Determinar a densidade e a
tensdo em qualquer ponto do fio.

1178 — Dada uma superficie S e dado um ponto
pesado P, fora da superficie, determinar a trajec-
toria rectilinea sébre a qual o ponto deve ser

PROGB

Chamamos a atengdo dos leitores, alunos dos
altimos anos dos liceus e candidatos 4 admissdo
a escolas superiores, para os problemas de mate-
maticas elementares adiante propostos. Parece-
nos 1itil que lhes dediquem alguma atengdo, por-
que a selecgdo foi orientada pelas suas necessida-
des mais urgentes,

As resolugdes de problemas propostos devem-

PROBLEMAS

Matematicas Elementares

1180 — Calcular os coeficientes @, 4 e ¢, na
identidade: @+ &6 cos2x+¢ccosdxr=senix,

1181 — Sendo .4 —=sen2x—jksenx—cosx+4,

t A
e B=cos2xy—kcosx-—senx, exprimir E em

x -1
fungdo de #=tg e mostrar que € igual a ot

1182 — Os 3 lados de um triangulo e uma das
alturas sdo 4 térmos consecutivos de uma pro-
gressdo geométrica. Dada uma dessas 4 quantida-
dades, calcular as outras.

1183 — Dado o tridngulo is6sceles 4 5C rectdn-
gulo em /1, earecta XX', paralela a 4C e pas-
sando por B, determinar o lugar geométrico das

obrigado a mover-se, sem atrito e sem velocidade
inicial, para atingir a superficie no menor tempo
possivel.

1179 — Uma homografia vectorial transforma
#=314+2]+4K
v=3]I—4]+2K respectivamente
w=21+3]—4K

wy= 14+2]—-4K

& )

0s vectores

n=2I— J+2K
wy=al+2J—-2K.
¢Quais sdo ostransformados dos vectores /, Je K7
Sera possivel determinar ¢ de modo que a
homografia seja degenerada? ;Sera possivel de-
terminar @ de modo que a homografia seja uma
dilatacdo ?
Contém pontos de exames finais de Mecdnica Racional

e Fisica Matemdtica os seguintes nimeros da «Gazeta de
Matemdtica»:5,7e8,

EMA'S

-nos ser remetidas até ao dia 15 do meés anterior
ao do aparecimento de cada numero da «Gazeta».

Pedimos que cada resolugdo seja transecrita
numa folha de papel escrita s6 de um lado (onde
outros assuntos nio sejam tratados) com a indi-
cagio do nome e da morada do leitor.

Algumas resolugdes de problemas propostos
chegaram 2 redacgdo e nio puderam ser incluidas
neste nimero por éste se encontrar ji composto.

PROPOSTOS

posi¢des do veértice 4, quando B se desloca
sobre XX', mantendo-se fixo o vértice C, e
conservando-se o tridngulo isésceles e reetan-
gulo em A. J

1184 — Mostrar que, se @, & e ¢ sdo as medi-
das dos 3 lados de um triangulo, por ordem cres-
cente de grandeza, se verifica a desigualdade:

at P33 abe > (@2 +be)(a+b+c).

1185 — Sendo a area da esfera circunscrita a
um tronco de cone circular de bases paralelas seis
veves maior do que a drea da esfera inscrita no
mesmo tronco, calcular a relagdo entre os raios
das bases do tronco.

Problemas n.® 1180 a 1185 propostos por A. A. Ferreira de
Macedo.
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1186 — Num quadrilatero .4 #CD inscrito numa
circunferéncia de raio »=5 os lados medem res-
pectivamente AB=5y/3, BC=5 e CD=8.

¢Qual é o comprimento da diagonal BD ?

1187 — E o problema d'Alhagen proposto pr;r
F. G. M. no «Cours de Géométrie Elémentaire».
Consideremos num bilhar circular uma bola colo-
cada num ponto 4. ;Em que direccdo se deve
langara bola para que torne a passar pelo ponto 4,
apo6s duas reflexdes sucessivas ?

Problemas n.°® 1186 e 1187 propostos por M. C. Guerra dos
Santos (Lisboa).

Matematicas Superiores

1188 — Para que a expressdo dsiAdxv+Bdy
admita um factor integrante independente de & é
necessario e suficiente que seja da forma ds-+
+2dy+e dl em que » e ¢ sdo funcdes s6 de
X ’

1189 — Ache o lugar geométrico dos centros
das esferas que passam por dois pontos fixos 4
e B e sdotangentes a um plano fixo ». Discusséo.

(Modificado de Cezar Cosnitd, American Mathema-

tical Monthly, Agosto-Setembro 1937).

1190 — Mostre que os 6 planos perpendiculares
SOLUCOES

1006 — Mostre que a série Em(z"-}«s"")“" converge
em qualquer ponto s tal que | 5|5=1. R: O ftérmo
geral é 0, =(2°+z )=z (142" *)"!. Se fér

1 1
V21>, o [Tz 1z T =

1 1 1 |
=2 [ = -;- z L O (;) ‘ <1; logo pelo cri-
|

tério de Cauchy a série é convergente. Andlogamente
para |z | <1 visto que u,(z)=u,(z7").

Solugdo de M. Alenquer.

1076 — Num rectangulo OAMB ¢ OAd=a e
OB=b. Por M faz-se passar uma recta que corta
os prolongamentos de OA4 e OZF, respectiva-
mente, em P e Q. Sendo =z o angulo OPQ, mos-

trar que &: PO —(a"*4-6%*"2 quando for: tgda=b/a.
R: E: PQt=(a+AP)+(b+BP)?=(a+b cotgz)?+

1
+(b+tatgx)? on seja PQ?=a?+2ab %) ¥4

a2 b ! b\ *
+b2(g) 8 +b?+2ab(-a—) ¥ + aZ(;) ¥ =a+

4 2 s A 2 233
+3a® b*%+3a® b* + b= (a"’ + 53 ) s
Taims 2 233
Logo, PQ=(3-'~‘ o g £ )’. q.c.d.
Solucdo de R. Verdial (Lamego). )
Enviaram também solugdes exactas: A, Simdes (Sanga-
1hos), M, C. Guerra dos Santos e M. R, Muginstein (Lisboa).

as 6 arestas dum tetraedro passando pelos meios
das projecgies das mesmas arestas sobre um
mesmo plano tém um ponto comum.

(N. Court, American Math. Monthly, Junho-Julho 1957).

1191 — Em que sistema de numerac¢do pode

- um numero de 4 algarismos da forma (abab) ser

o quadrado dum namero de 2 algarismos da
forma (ba)? Verifique se a solugido é dnica.
(V. Thébault, American Math. Monthiy, Junho-Julho 1937).

1192 — Ache a equagdo geral das superficies
tais que: se por um ponto M duma delas se tira
a normal MN até ao plano Oxy, o comprimento
MN é igual a ON. (Licenciatura, Poitiers, 1895).

Problema n.° 1192 proposto por M. Alenquer.

1193 — ; Qual a férmula da trigonometria plana
analoga & formula fundamental da trigonometria
esférica ? Passar desta para aquela.

Problema n.® 1195 proposto por Heliodoro Lopes (Coimbra).

1194 — Calcular o limite da expressdo:

=1 —1) (=2
liml/n-e—l(l _,.?“’__{.’."(_”__;]_.M% P

- 8 2!)<5 3,"}(7
=) (k1) )
M S i)

Problema n.° 1194 proposto por Rui Verdial (Lamego).

RECEBIDAS

1077 — Eliminar < entre as equagdes
{ ¥=3cos¢+cos 3y
i v=3senc—sensdy.

{ x=3 cos 9+ cos 2y cos —sen 2, sen v

R: ' Ow ;

y=3Jsen¢—sen 2pcosy—cos 2¢ sen 5.

\ Xx=3 cosg+(cos*y—sen?y) cos v —2 sen’v cosy

| y=3seny—2 senccos?y—(cos?¢—sen?s) sens
b ? . ? ; ? ;

{ x=3cos p(l—sen?g)--cosio=4cosde

donde,
v | y=3sens (1—cos?s)+sends—4send s

2/
\ 0053? . (E) x\ e o\ 23
! Finalmente : ( 1 ) e (l) =1

i~ - i e % 4,
fsenz'.;.r'—(a-_i)‘ )

o X5y 2B g3 |

-

Solucdo de R, Verdial (Lamego),
Enviaram também solucdes exactas: M. C. Guerra dos

Santos (Lisboa) e M. R. Muginstein (Lisboa).
1078 — Eliminar a entre as equagdes
| sen xtg x=a
c I senx . tga=b.
R: A4 equacdo u®—au-+b —0 delermina-nos :



42
_’ a+ Va?—-4b
\senx-—- o
) h Vi'f—_‘i_b Daqui, tira-se:
| gxnt= Ve,

(senx +tgx) (senx —tgx)—ay/al—Ab—sen?x —
—tg?x=—sen?x tgx=—b?., Finalmente,
a’(a?—4b)=b% ow a'—bi=4a’b.

Solugfio de R. Verdial (Lamego).

Enviou também solugfio exacta: M. R. Muginstein (Lisboa).

1079 — Dados quatro pontos 4 ,B,C,D deum
plano, tais que o quadrilatero que os tem por vér-
tices ndo seja inscritivel (numa circunferéncia),
tragar uma circunferéncia equidistante désses
quatro pontos. R: Comegamos por consiruir a
circunferéncia que passa por 3 dos ponitos, sejam
A, B e C. Tomamos entdo metade da distancia
de D a circunferincia ¢ aumentamos oun diminui-
mos o seu raio, déste comprimento, conforme D for
cxterior ou interior a primitiva circunferéncia tra-
vada.

Solucdo de R. Verdial (Lamego).

Enviou também solucfio exacta: A. Simdes (Sangalhos),

1080 — Determinar a hipotenusa de um trian-
gulo rectingulo, conhecida a soma dos catectos
e o comprimento da bissectriz do anglo recto.
R: Das equagides

- T v -b+ cE S
m?= b2+ B2—bB /2
n?=c24+B2—cB /2
\ a2=b?4-c2
cujas notacdes sdo evidentes. tira-se :
[ b?a?~S?(b2+B*—~bBY/2)
| 2 a2=S2 (e2+ B2—cB y/2)
St(a?4-2B2—SBV2). Desta equagio resulta fi-
a-Vy2BS

‘ a=VSe— i,’éB—S ¥

Solugdio de R. Verdial (Lamego).
Envion também solucfio exacta: M. C. Guerra dos Santos
i{Lisboa).

¢ por soma: a*><al—

nalmente :

POty —2p?
: 2
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1086 — Resolva a equacido &7+ Tpad+14p% 4%+
+Tp* x+q=0. R: Pela transformacdo x=yp'* a
equagdo dada (1) redus-se a forma

(2) Y+ 7y +14y* +Ty 4+ r=0

em que r=qp~"*; fasendo agora y~z—z~' temos
(3) z'—z7+r=0

ou

(3" zW4rzi—1=0;

fasendo z' =u temos uma equagdo do 2.° grau

(4) u4ru—1=0

cujas raises serdo v e W=—v"'. Ads raises de
(3') serdo pois z—=v"7eniwr | z=w'Tetw1, Asrai-
ses de (2) serdo entdo y—=v'7 enin/l—y~ 17 e-ini—
—v!/7 enin/i w7 e-2i%7 ¢ esta expressdo simétrica
em vV ¢ w dd-nos as 1 raises de (2) donde se tiram
imediatamente as T raises da proposia (1).

1089 — O ortocentro dum triangulo circuns-
crito a uma pardbola esta sobre a directriz. R:
Seja a pardbola y'=2px. Consideremos o
triangulo civeunscrito cujos lados sdo as reclas
T (i=1,2,3) fangentes a curva nos pontos de
ordenada v,, e cujos vértices sdo os pontos V.
(oposto a T)). E ficil ver que a equagio de T, é

2pX—2y,Y =yi—2py;. (T)
De T, e T, pela regra de Cramer tira-se V, de
Yi¥i
\ Xy = 213
coordenadas o.. Osuportedaaltura
y YiEy=A0
k= 2

Hy correspondente ao vértice V, ferd a equagio

Xy SN — - JIvEyI e
% - —3y, ou Vi X+ pY = p }

(H,). Para achar o ortocentro

tomemos as rectas H, e H; . Subtraindo as respecti-

P(y,—xn)

vas equagdes vem  (y, —y;) X =+ 2

P
X=—-- que exprime que o ortocentro estd sébre

a directriz.
Solugdes dos n.%" 1086 e 1080 de M. Alenquer.

RECTIFICACOES

Os enunciados correctos dos problemas nime-
ros 1010 e 1090 sdo :

1010 — Sio dados um plano » e um ponto O
désse plano. Pede-se a equagio geral das super-
ficies X tais que, sendo M um ponto de X, MN
a normal em M (New), MP a perpendicular a
w (Pew), seja ignal a uma constante dada a? a

area do triangulo ONP. Com os mesmos dados
fazer NOP = constante.

1090 — Achar os méximos e minimos de
#=\/3?{y" 5% em que x,y, s verificam a
~Jext 2 52
SQURCTG == - Sl 7
£ ) at B g



