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O C A L C U L O D A S O M A D U M A S l i l ü E 

por A. SÁ DA COSTA 

A necessidade de calcular a soma duma série 

surge com freqüência. Recorde-se, por exemplo, 

tjue o conhecimento do valor duma função para 

um valor dado da variável independente depende, 

muitas vezes, do cálculo da soma duma série — 

é o caso do logaritmo dum número do valor duma 

função goniométrica, etc, 

1. Séries cuja soma pode calcular-se exac-
tamente. 

Só excepcionalmente a soma duma série pode 

calcular-se exactamente. Consideraremos dois 

casos apenas. 

A) Séries cujos lermos formam progressão geomé-
trica. 

Seja a série a + ar + ar3-1 ho> ' _t-j . Tem-se 

a 
se |r | < 1, 

1 „ . . 
a e i - i l i m a 

1 — r r>á \—r l—r 

S = ao se | r | > 1 ou c = l , e S indeterminado 

se r — — 1, Na primeira hipótese a série é couver-

_ a 
gente e a sua soma S - — > na segunda a série 

1 —r 
é divergente e na terceira indeterminada. 

Exemplos; t) A série de térmo geral 

«„ = (—l)n 3/2" é convergente por ser r =1 2 < I 

3 
e a sua soma é S = —2. 

1 -f 1/2 

2) A série 1/5+2/5-M/5 + --+275+-.- é diver-
gente porque r ^=2 >. 1 e a sua soma é, portanto, 

a + bn 
3) Esi lidar a série de têrtno geral u„ -- ——— , 

O estudo compreende a determinação da sua soma, 
na hipótese da. convergência (I. S. C. E. F.— Álge-
bra Superior — 2.® exame de frequência, Maio 
de 1038). 

O térmo geral da série proposta é a soma dos 
a b n 

termos gerais v„ *• — e K'n. = — de duas séries 

convergentes — a primeira porqtie os seus termos 

formam uma progressão geométrica de razão 

1/2 < 1 e a segunda porque a aplicação do crité-

n + l t 
rio de Alembert conduz a Um < 1 . 

2« 2 
Então a soma da série proposta é igual à soma 

das somas das séries de termos gerais v„ e w„ que 

a/2 representaremos por V e W. Mas, ir= — —— - • a 

e, quanto a W, notemos que podemos escrever, su-

cessivamente, em virtude da série ser convergente 

IV = bjl + + «A/2» •+.-.= 

= £ [1 2+(f/2»-J-l/21>-í-{l/2*-{-Í/afl+l/a')+--]-

[(l/2-fl/3a+l 4- ÇL/&+II&+ . . . )+ .-.} 

onde cada um dos parêntesis ê uma série cujos 

termos formam uma progressão geométrica de 

razso 1 2 < 1 . Logo será 

W = b [1 h 1, 2+1, 2-- 2b. 
1 - 1 / 2 

A soma da série proposta é V-\- I V - ( - 3 4 . 

3) Calcular a soma da série V f—- ! - — V 

O termo geral da série proposta escreve-se 
•1Í» + 3£ 

= ——— e a soma da série é 

1/23 ia +34 

RF 1-1/23 7 

•£) Calcular as somas das séries de termos gerais 

u„—sen" x , v„=tg" x . 

As séries propostas são convergentes, respecti-
1Í JT * 

vãmente, para ,v 2k- •+- - e — — <x — Ate < 

^ " 2 4 4 
Só para os valores de x tjue veriquem estas 
condições se põe o problema do cálculo das 
somas das series propostas e, então, será 

OC 1 W 1 

5 - 2 » . . - , e 

™ 1—sen x ~ 1 - t g * 

B) Séries cujos lermos gerais são decomponíveis 

na soma aiV ( n + 0 i com V] a. —0 . 

í-lí -U 

Prova-se que a soma duma série convergente é 

S = a ^ i 1) +• fa+a, ):p(2) H l-(o0 + o, H h op)vO) •+ + (tf,+2as-i \-par) lim :j>(») onde lim a>(«) existe A + cc ac ' e é finito, se o térmo geral da série fôr 
r n 

"" 2 ¥ ( " + ') e o m (V, «Gazeta de 
i 'I 

Matemática» n.° (5, p. 10). 

Exemplos: 1) Calcule a soma da série de térmo 

geral u„ = tp (n) —&(o4-a), com a inteiro e l imufo)^ ! . 

Tem-se S„-«(1) + ? . ( 2 Í + - . + , ( « ) - [ , ( * +1 )+ 
+ » ( « +2) + ... + v ( h + a)} e será S = lim = 

r. r 

= 2 ^ ° " m ? ( " ) — 2 ^ t o — • 

2) Calcule a soma da série de térmo geral 
1 

u — — • 
n (n + a) 
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1 / 1 1 \ „ 
Note-se que «„ = — I-— - 11 i-ntão, et 

ia dc conseqüência do que se expoz no exercício aate-

1 / 1 1 
rior, é S = — [ 1 

3) Calcule 

1 

2 
j otna da série de termo geral 

' n ( n - l ) 

Note-se que u,,— - • Serã 
H-1 " 

1 . 

li Prove que a soma d:i série de termo geral 

(n) + btf ( • -rl) + ĉ> , eom a->-b-t-c = 0 

l i m s ( n ) = l=^oo , i S — a o ( l ) + (a4-b)^ (2) -}-

3 
t-(a+2Í)+3c)I. Aplicação : 

n (n + l)(n-t-2) 

1 1 
R : S—3/2. 

termo geral 

n n-i-1 n + 3 

õ) Calcule a soma da série de 

u„ = l/(a-t-n)(a + n + l ) (a + n + p) . 

Podemos escrever 

(a+ « — ! ) / _ 1 r (a~n — 1)/ (a-\-n)! 

"" ~ (a+~n ~pY.t ~~p \ (a + n+p — l)7~(a + n+p) 

e caímos no caso do exercício 2). Portanto 

{«-!)/ (a +n\J 

y 
f- i n 

i 

— tïtn 
„-.«= (a±n+p) 

p.a (a + \) ... (a + p — l) ' 

2. Séries cuja soma só pode calcular-se 
aproximadamente. 

O método para a determinação dum vaior apro-

ximado da soma duma série consiste em tomar a 

soma dos p primeiros termos da série, = 

+ «5-) Este procedimento implica, em 

geral, êrros de duas categorias — èrro sistemático 

resultante de ter sido desprezado o resto da série 

Hpi.1 + ur+1-\ ; erros de cálculo cometidos na de-

terminação dos p primeiros termos da série e da 

sua soma. Na peor das hipóteses, todos èstes érros 

somar-se-ão. 

Em geral, o problema apresenta-se com um 

enunciado equivalente ou redutível ao seguinte : 

calcule a soma da série de tôrmo geral »„ come-

tendo um erro absoluto inferior a 

O cálculo deve ser efectuado de modo ta) que 

a soma do érro sistemático com os érros de cál-

culo seja inferior a i , Na prática, procede-se de 

forma tal que o érro sistemático seja inferior a 

— e que a soma dos érros de cálculo seja também 

i 
inferior a - • 

Para determinar o nümero de termos da série 

a considerar e a precisão com que éstes e a sua 

soma devem ser calculados, é indispensável resol-

ver os segui ates problemas : determinar um limite 

superior do érro de cálculo quando se realiza uma 

operação e determinar um limite superior do 

érro sistemático quando se consideram os p pri-

meiros termos da série. Supomos que o leitor sabe 

resolver o primeiro problema e ocupar-nos-emos 

exclusivamente do segundo nos seguintes casos : 

séries de térmos positivos, séries alternas. 

A) Séries de termos positivos. 

Suponhamos que, para o cálculo dum valor apro-

ximado da soma S , da série n± + M2H r«„-1 , 

considerámos os seus p primeiros termos KI4- IÍJ 4-

-| h«j>— S . O érro sistemático cometido será, 

precisamente, a soma da série resto /?„ — 1 * ^ + 

4 que não podemos calcular exactamente 

porque, doutro modo saberíamos calcular, exacta-

mente ou cometendo apenas erros de calculo, a 

soma da série proposta. Seja L um numero posi-

tivo tal que R,,<.L , então L será um limite su-

perior do érro sistemático. Vejamos como se con-

segue determinar um número L aceitável nestas 

condições. /. será tanto mais aceitável quanto 

menor íòr a diferença L — Rr. 

caso. A convergência da série foi reconhecida 

pelo critério d'Alembert. 

Nestas condições, é sempre possível determinar 

uma série numérica de térmos positivos e em 

progressão geométrica de razão »-<1 cujo tèrmo 

geral v A esta série dá-se o nome de ma-

jorante do resto da série íí[ + «2H . A soma da 

majorante satisfaz ãs condições que caracterizam 

o número a que chamámos L . 

Passemos ã construção da majorante. Do que 

supozemos, resulta que, a partir duma ordem 

«„M 

Mi se tem —— < £ < 1 portanto, para- fi~>p é 

< — k < 1 e a majorantedo resto 4-

-J-w^i-t— serã u1J+| + J** . 

Exemplos: 1) Calcule e, base neperíana, come-

tendo um érro absoluto inferior « 10" : ! . 
Sabe-se que e= 1 -j-1/1 + 1/2/ +• • • • -f-l/a / J- -

Começaremos por determinar o número de térmos 

desta série a considerar para que o èrro sistemá-

tico t„ seja inferior a Õ/10000 e, seguidamente, 

calcularemos a soma dèstes térmos, cometendo 

um èrro i, inferior a 5/10000. Operando déste 
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modo, há a garantia de que o érro absoluto será 

inferior a 10~". Para « > > é U,t H Hy p 

logo, i e> 

por ser / ? „ < £ , será Rr <5/10000, se fõr 

£<5 /10000 , para o que basta ser p = 7 . 

Tem-se, por fim, e-1 + 1/1 /+1/2/ + 1/3/+1/4/ + 

+1/5/+1/6/ r = l +1+0,5+ 0,1667 + 0,0117 +0,0083+ 

+ 0,0014, 2,718 . 

2) Calcule log 2 , com um érro absoluto inferior 

a IO"3 . 

É sabido que as igualdades log (1+ = **/2 + 

+ ... + *»/„ + ... e l o g ( 1 - * ) « . - [ * + * V 2 4 
-j i-x"jtt-\ ] são válidas para x no intervalo 
aberto ( —1,1). Portanto, neste intervalo, ê válida a 

igualdade + • • • + i + • •-] • 

Fazendo i onde M e N são positi-
M + N 

\~M-N 
vos e iV/>A r virá log A^ + 2 jt~tl + 

1 (M-N\*'+ i 

\M + tf) + ' 

dade válida para M > N > 0 . 

Façamos M = 2 e , será 

3 \M + NJ n 
* ~ j igual-

r i i i i i 
log 2 = 2 — H 1 6 L 3 3 33 5 35 

1 1 

M 3" 

Em virtude do que está dito, não é necessário 

estudar o carácter desta série para afirmar que 

ela é convergente. Todavia, a aplicação do critério 

d'Alembert mostraria a sua convergência. 

D ^ ^ A «„+. «g+J 2/>~ 1 
Para « > p é sempre — < — = - k 

I „ r logo, L = 
1 

e, por ser R,<L, 
3*+»(16jf+26j 

será R, < 0/1OGOO, se fõr L < 5/10000 para o que 

basta ser p<= 2 . 

Teremos, finalmente, 

log 2 = — + — = 0,6667 +0,0247 -0,691. 
3 81 

3) Calcule 3 ̂  T cometendo um Zrro absoluto in-

ferior a 10-1. 

Observemos que = 

1 '1/3(1/3-1) 1 
Mas, r = ( l - W = l ~ — + — V ; + 

1=2 (/l—1/8=2 r , 

• • + • 

+ (-1)» 
1/3(1/3- 1) -•• (1/3—>t+l) 1 

8" 

tivos. Para n>p e sempre —— < —— = ÕTXZT; = * • 
"n «p oi P r ' ) 

Então 8>« [ * + l - ( l / í - » l / S l 

e, por ser | £ „ ! < £ , será |/?„ j< 1/400, se fôr 

L < 1/100 , para o que basta ser p 2 . 

Tem-se, por fim, 

3 i /T= 2r = 2-1/12 = 2-0,088 = 1,92. 

2.u caso. convergência da série foi reconhecida 

pelo critério de Cauchy, 

Neste caso, segue-se o mesmo método queno caso 

anterior e a construção da majorante do resto é 

ainda mais simples. 

A partir duma ordem nt 6 sempre " l / w „ < £ < 1, 

portanto, para n ~> p é " utl < * k < 1 ou 

» . , < £ ' ' . Á majorante do resto Rv = urV, + «I+!+ • 

k' 
será k'' + -f — - L>R„. 

1 — k 

Exemplo : Calcule a soma da série de têrmo geral 

u„=l / (n ! ) " , cometendo um êrro absoluto inferior 

a 10^. 

Para ,, > p tem-se ^ L - C ^ - V . logo. 

L ~ ( f i / ) " ( f i / - l ) ' P°r ^ R>-Lt SCrà 

«„<5/1000 se fôr £ < 5/1000, para o que 
basta ser p = 4 . Teremos, portanto, 

3.° caso. A convergência da série foi reconhecida 

por comparação com a série harmónica 

generalizada, u„ = l/n a (Dirichletj. 

Neste caso, é possível determinar um número k 

k 
tal que Z, = — > R„. 

P 1 1 1 
Reconhece-se fàciJmente que T^ + T^"*"* * H— 

•J o p 
r-dx 1 i 

: dX 
mesmo, S„—1< I tomando limites •-J.3 

I— ax 
quando p ->• ^ , vem S—l<j —<S. Mas, 

J t x 

r<*> dx f dx 
fl„-S-S„=(S-l)-(SP-l)< / - 5 — / — = 

J i * J I x 

J série - I Portanto 

cu jos termos, a partir do segundo, são todos nega- donde A=p (x— 1). 

n , 
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Exemplo: Calcule a soma da série de termo 

n 
geral u. •= - i cometendo um êrro absoluto 

inferior a IO-". 

Tem-se l i m «*•*„—1, se a = 4 . Para « > s e r á 

R „ < - - — L e para que L < — t e r á dc ser pelo 
opr 1000 

menos p = A. Teremos 

S = 1/2 -f /23S T 3.'2W + 1/256 = 0,57 . 

B) Séries alternas. 

Seja a série alterna convergente «j— u^- r 

1)"_1 , onde K( , « i t- - são positivos. 

.Se considerarmos os p primeiros termos da serie, 

o resto pode escrever-se | j = | — 

+ - «,+I) | < I porque > «„-H-H f 

visto a série ser convergente. Portanto, o módulo 

do primeiro termo desprezado é um limite supe-

rior do êrro sistemático. 

Exemplos: 1) Calcule sen cometendo um 

erro absoluto inferior a 10_ i . 

Sabe-se que seu ~z — — ( j 3 / + *'* + 

Se considerarmos só o primeiro térmo, comete-
rá 43 32 

remos um êrro sistemático i s < T—r: < — ~ — ' 
(i. Ç.O» o to 

Se considerarmos os dois primeiros termos, o èrro 
7T» 4* 128 1 

sistemático será — < _ . 

Então s erá sen — - — - ~ - 0,(528- 0,041 - 0,59. 
5 5 (j . o3 

1 -t-x 
2) Desenvolver em série a função f ( x )=-

V. 

Utilizar os três primeiros termos pata calcular 

f íjj^j e f j ' £?«# con fiança merecem os re$ul~ 

todos? (I. S. C. E. F, —Álgebra Superior —3. "exame 
de freqüência, Juoho de 1938). 

Como se reconhece imediatamente 
x 1 2 .v» 

/ 0 ) = ( 1 + .*) 1 — 1 — - + — .v" - - + - - • donde 

f \ = 1 Í - + -- = 0,9953 
J \10/ 200 3000 

1 

com um erro 

absoluto i = s, + tj < 
1 

80.000 100.000 10.000 
f f — \ + — 0,02 + 0,0011 = 0,981 
J V 5 / 50 225 

um êrro absoluto ; = + ! , < TTT+ - < -

' e 
1 

com 

1 

3) Calcule com um êrro absoluto inferior a 10* 

o log 1,005. 

A igualdade log(l-tx)=ir-xzl2+- • •+<-l)—^r-/«+•. 

é válida para x tal que .r1 <; 1 . Portanto, 

5 25 
log 1,005 = —1 h . 

8 ' 1000 2,000.000 
Se considerarmos um termo da serie, cometere-

mos um êrro sistemático 

,t< 25 1 1 

80.000 2 2.000.000 
Se considerarmos dois térmos, o êrro sistemá-1 2 5 1 1 

tico ;„< — = < — - 1 0 - , 
* 3.10» 24.10^ 2 

Portanto, log 1,005=0,005—0,0000125=0,0050125. 

3. Exercícios propostos. 
1) CalcuJar a soma da serie de termo geral 

M3 1 
u„ —— I N'ote-se que, para « > 3 , ê = — ^ 

Hf 1
 (m-1 )/ 

3 1 „ „ 
T + •—- • A soma & S = 5e. 

{»-2)7 (»—3) / 
Jl an 

2) Calcular a soma da série — • 
— br" 

3) Estudar e representar geométrica mente a 

função y^e*-"* . As ordenadas dos pontos notá-

veis (máximos e mínimos ou pontos de inflexão, 

se houver) serão calculadas com um èrro inferior 

a 10-1, utilizando o desenvolvimento em série 

de e* (I. S. C. E. F,—Álgebra Superior—2.° exame 

de freqüência, Junho de 1941. V. Gaseta de Mate-

mática n.° 10, p. 18). 

4) Utilizar o desenvolvimento em série para o 

cálculo, com um érro inferior a 10-3, das orde-

nadas dos pontos de inflexão da curva de equa-

ção y^e-*1 ' (I. S. C. E. F. —Álgebra Superior — 

2," exame de freqüência, Junho de 1910. V. Gazeta 

de Matemática n.° 6, p. 10). 

5) Calcular quatro termos do desenvolvimento 

em série da função y — 
l+X* 

Calcular y (i) 

5,000 10,000 1000 

com um èrro inferior a 10"3 (I. S. C. E. F. — Álge-

bra Superior —Exame final, Julho de 1940). 

ti) Estudar e representar geometricamente a 

função y^e*""*. Estudar a sua inversão. Utilizar 

o seu desenvolvimento em série para calcular o 

jr 
valor da função para = —— com um êrro infe-

b 

rior a 10~:i (f. S. C. E, F. — Álgebra Superior — 

Exame final, Julho de 1939). 
dx 

7) Calcular o integral / , com três casas 
J n \/i —x* 

n 
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decimais exactas (I. S . T. —Cálculo Infinitesimal 

— 1,° exame de freqüência, 1U27-28). 

A função integranda pode escrever-se 

j à _ _ Lf-i _ J _ í í _ i ^ f M - i i 
^ r r ^ i " ^ Ç t 4"/ ~ 2 " 2 . 2 ' 4 " 2.2/ 

X» 1 2(1'"2-1)--(1'2-K xu 

sendo a ültima igualdade válida no intervalo 

(—1/2,^-1/2) no qua! a série é uni forme meu te 

convergente e que contam o intervalo (0 ,1) de 

integração. Logo, 

.'2—1) 

5 

r< áx, p * j _ .v̂  i/2(i.'2—i > ^ 

J t V f c ^ l s 2 . 2 , 4 ' 5 ' a 

1/2(1/2—1) ••(lI.
,2-«-!-l) 

2 , » /4 " 4» + l 

Resta calcular a soma da série numérica de 

1/2(1.2-1) 1 , 1 
têrmos positivos - 1 

2 310.4.5 

+ ( 11" 
I 2 (1/9-1) (1,2 — 71 + 1) 

2.2/4* S 

2.«/ !•"( Iw-A) 
aproximação requerida. 

8) Mostrar que a série de têrino geral n — — -

2 « — 1 
para é convergente e calcular a sua soma 

com 11 decimais exactos (I, S, T, -Matemáticas 

Gerais —2.° exame de freqüência, 1939-40, V. Ga-

zeta de Matemática N.° 6, p, 11). 

£1) -Sendo tgh .v = n,7,1, calcular x com l casas 

decimais (1.3. T. — Matemáticas Gerais — 1." exame 

de freqüência — 1H38-39). 
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C L U B E S D E M A T E M Á T I C A 

por ANTÓNIO MONTEIRO 

Os Clubes de Matemática desempenham um 

papel muito importante no ensino da matemática 

nos Estados Unidos. Os Clubes de Matemática 

tôm por objectivo promover e desenvolver o gôsto 

pelo estudo da matemática, entre os estudantes 

das escolas secundárias e superiores, pondo em 

evidência, em reüniões especialmente destinadas 

a esse fim, a beleza desta ciência e a utilidade da 

sua aprendizagem para a vida moderna. Além 

disso, os Clubes de Matemática constituem um 

poderoso auxiliar do ensino e da formação cultu-

ral e moral dos seus componentes. 

Um dos primeiros Clubes de Matemática dos 

Estados Unidos foi fundado cm 19Ü3 na Shattuck 

School, uma escola particular de rapazes em Farí-

bauft, Minesota. Do princípio do século até hoje, 

os Clubes de Matemática têm-se espalhado por 

tòdas as escolas dos Estados Unidos, e a impor-

tância dêste movimento é unanimemente reconhe-

cida pelos professores americanos. Basta dizer 

que a revista da Associação dos Professores de 

Matemática dos Estados Unidos The American 

Mathematical Monthly publica uma secção espe-

cialmente dedicada aos Clubes de Matemática 

dirigida pelo grande matemático E, H. C. Hílde-

brandt do Neio Jersey State Teachers Cotlege. 

A actividade dêsses clubes despertou, por certo, 

o gôsto pela estudo das matemáticasa muitos dos 

cientistas que forjaram em anos de trabalho con-

tinuado, a glória da t:scola matemática americana. 

A luz desta experiência estamos no direito de 

pensar que a criação de Clubes de Matemática na 

maioria das nossas escolas secundárias e supe-

riores, é susceptível de determinar uma corrente 

vital deinterêsse pela matemática, entre os jovens 

estudantes, que contribuirá de uma maneira efi-

caz para o ressurgimento das matemáticas portu-

guesas. 

E claro que a criação désses Clubes dependerá 

em grande parte do interésse e espírito de inicia-

tiva de professores e estudantes. 

Nas escalas em que houver um grupo, muito 

embora pequeno, de pessoas capazes de fundar 

um Clube de Matemática, estou certo que elas 

arrastarão atraz de si a grande maioria rios estu-

dantes interessados pela matemática, na medida 

em que a actividade do Clube corresponderás 

aspirações culturais actualmente existentes entre 

essas camadas. 

Tòdas as informações que tenho do nosso meio, 

mostram que existe uma verdadeira ânsia de cul-

tura entre os estudantes das nossas escolas supe-

riores. 

Nas escolas superiores dos Estados Unidos os 

estudantes respondem a essas inquietações cul-

turais no campo das ciências matemáticas, fun-


