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Le programme de l'expérience belge pour 
les cinq premières années du cycle secon-
daire (12 à 17 ans) est conforme aux voeux 
unanimes émis par toutes les réunions de 
mathématiciens purs et appliqués qui se sont 
penchés sur le problème de l'enseignement : 

1. La mathématique actuellement utile est 
la mathématique moderne. Elle a le plus 
de chances d'entrer en résonance avec 
l'esprit des enfants d'aujourd'hui, 

2. Il faut apprendre à mathématiser des 
situations, 

3. Les programmes du cycle secondaire 
doivent comporter: ensembles, relations, 
graphes, groupes, espaces vectoriels (y 
compris les vectoriels à produit scalaire 
euclidien), les débuts de l'analyse ma-
thématique et du calcul différentiel et 
intégral. 

Le point le plus central, le plus fonda-
mental du programme précédent est sans 
conteste : 

espaces vectoriels 

La mise en évidence systématique des espa-
ces vectoriels sous-jacents, dans les branches 
les plus variées, est un des traits caractéris-
tiques du vrai visage de la mathématique 

d'aujourd'hui. L'étude de problèmes difficiles 
de topologie utilise notamment la structure 
d'anneau-module, qui généralise celle d'es-
pace vectoriel. 

Qui ne voit l'impossibilité actuelle de déve-
lopper honnêtement un cours d'analyse ma-
thématique sans utiliser de manière fonda-
mentale les espaces vectoriels [Û1]. Est-il 
admissible de dissimuler que différentielles 
et intégrales sont des exemples importants 
d'applications linéaires ? 

GUSTAVE CHQQUET a indiqué avec combien 
de force et de raison que les vectoriels à 
produit scalaire constituent la Voie Royale 
de la Géométrie. La théorie des vectoriels à 
produit scalaire est le cadre naturel du pré-
cieux legs de la tradition euclidienne! 

Est-il possible d'étudier les espaces vecto-
riels sans introduire la structure de groupe. . . 
alors qu'un vectoriel est, avant tout, un 
groupe commutatif.,. et qu'apparaîtront iné-
vitablement les groupes de transformations 
linéaires? 

La plupart des groupes envisagés sont des 
groupes de permutations. Il s'agira de distin-
guer les permutations parmi les transforma-
tions. 

L'ensemble des classes latérales de tout 
sous-vectoriel constitue une partition. 

Et nous n'avons pas encore évoqué le 
champ des coefficients. Les vectoriels consi-
dérés sont réels: il s'agit donc d'introduire 
le champ ordonné des nombres réels, dans 



122 G A Z E T A DE. M A T E M Á T I C A 

lequel la structure d'ordre joue un rôle tout 
à fait fondamental. 

Inutile de prolonger cette énumération en 
cascade, un bon enseignement des éléments 
des vectoriels utilise inévitablement tous les 
concepts de la théorie élémentaire des ensem-
bles, des relations et des groupes. 

L'inscription de l'étude du vectoriel réel 
au programme de l'enseignement secondaire, 
impose les grandes lignes de ce programme 
que nous allons examiner ci-dessous de ma-
nière plus détaillée, en suivant l 'ordre chro-
nologique, et en polarisant nos observations 
sur la géométrie et le vectoriel euclidien plan. 

w 

* * 

En 19G1, au moment même où l'entreprise 
belge de rénovation de l'enseignement de la 
mathématique démarrait dans les classes de 
6ème (12-13 ans), j 'ai pris une classe de 
3ème scientifique (élèves de 15 à 16 ans, 
7 périodes de 45 min. par semaine) pour voir 
s'il n'y avait pas moyen d'enseigner directe-
ment la théorie des vectoriels à des élèves 
de 15 ans ayant suivi un enseignement tra-
ditionnel. 

Cette expérience m'a amené à la conclu-
sion que voici: 

1. L'enseignement traditionnel avant 15 
ans, avait déjà conditionné les élèves 
dans un sens opposé à l'esprit de la ma-
thématique moderne. De grands efforts 
devaient être consentis pour les désin-
toxiquer. Le conditionnement antérieur 
n'avait rien de naturel ni de spontané: 
des trésors de pédagogie et d'abnégation 
traditionnelles avaient été dépensés pour 
arriver à ce résultat . . . qu'il convenait 
maintenant de détruire. Quelle perte de 
temps et d'énergie ! 

2. Les notions fondamentales concernant 
ensembles et relations s'enseignent plus 

aisément à 12 ans qu'à 15. Elles embou-
teillent le cours de la classe de 15 ans 
où trop de concepts doivent s'introduire 
simultanément. 

3. Ensembles, relations, groupes. . . étant 
enseignés dès 12-13 ans, il est possible 
d'utiliser harmonieusement ces concepts 
comme outils-moteurs de la construction 
môme de l'édifice mathématique et en 
particulier de la géométrie. Il en résulte 
un énorme gain de temps et de motiva-
tion et la mathématique apparaît ainsi 
dans une vision unitaire. 

Classe de s ix ième 
(12-13 ans) (4 périodes hebdomadaires 
de 45min.)( ' ) 

La première moitié de cette année est 
réservée aux ensembles et relations, en-
seignés en s'aidant des représentations géo-
métriques par diagrammes de V E U N et gra-
phes multicolores. 

Tous ceux qui ont procédé de la sorte 
— et ont pris leur temps pour cet enseigne-
ment — ont pu constater, les années ulté-
rieures, que les principales notions de cette 
théorie élémentaire et naïve étaient définiti-
vement assimilées et faisaient même partie 
de la connaissance acquise immédiatement 
disponible. 

L'usage des diagrammes de V E N N et des 
graphes apprend subsidiairement à dessiner 
des schémas et à schématiser des situations, 
ce qui est fondamental pour toutes les études 
ultérieures. 

On aborde la géométrie au cours de la 
deuxième moitié de cette année en utilisant 
à la fois les notions ensemblistes acquises et 

f1) C e r t a i n e s c lasses b e l g e s de s ix ième d i s p o s e n t 
d e 5 à 6 pér iodes h e b d o m a n a i r e s , C ' e s t l ' idéaL P e r -
sonne l l emen t , nous avons mené l ' expér ience d a n s des 
c lasses à q u a t r e pér iodes . 
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la méthode axiomatique des sciences expéri-
mentales. Le plan est regardé comme un 
donné que l'on idéalise de manière harmo-
nieuse lorsque l'expérience proprement dite 
cesse de donner des réponses. Le maître 
choisit des situations qui provoquent l'ex-
pression de certaines affirmations plus on 
moins descriptives. C'est parmi celles-ci que 
l'on choisit les axiomes d'incidence de la 
géométrie plane. 

II est souvent difficile de raisonner sur 
des figures parce que l'on y voit les répon-
ses sans raisonner. On obvie à cet inconvé-
nient par l 'utilisation des diagrammes de 
V B N H ([MM1] pp. 68-71) et notamment en 
demandant de dessiner dans le plan des 
situations primitivement décrites par des dia-
grammes. 

L'axiome des parallèles est introduit sous 
forme globale ([MM 1] pp. 73-75). 

Les chaînes de parallélogrammes condui-
sent tout naturellement à la notion de cou-
ples équipollents. Le caractère arguésien du 
plan est cootenu dans l'axiome affirmant la 
transitivité de l'équipollence. 

Les translations ou vecteurs ( c l a s s e s 
d'équivalence de l'équipollence), apparais-
sent d'emblée comme permutations du plan. 
L'identification délibérée de vecteur et trans-
lation à une permutation du plan économise 
des concepts et évite des distinguos subtils 
mais inutiles. 

En ce qui concerne la géométrie, le cours 
de sixième se termine par la mise en évi-
dence du groupe commutatif des vecteurs 
auquel s'identifie le plan 11 dès la fixation 
d'une origine. Les élèves effectueront des 
calculs dans le groupe II0 , + qui e s t ©n 
lui-même une prodigieuse situation pédago-
gique. 

En plus des translations, on considère 
dans cette classe les projections parallèles 
du plan sur une droite et l'une des premiè-
res démonstrations dignes de ce nom con-
siste à prouver que les projections parallèles 

de couples équipollents sont équipollentes, 
premier pas vers le théorème de Ï I I A L È S . 

On utilisera, à cet effet, le moyen pédagogi-
que des bandes dessinées pour marquer les 
étapes de la démonstration ([MM1] p. 362). 

Une telle présentation de la géométrie est 
possible parce que nos élèves ont étudié au 
préalable ensembles et relations, et notam-
ment les permutations. 

Classe de cinquième 
(13-14 ans) (4 périodes hebdomadaires 
de 45 min.) 

Cette année est presque entièrement con-
sacrée à la genèse simultanée du champ 
ordonné des réels et de la structure vecto-
rielle plane. Le fait important à retenir ici, 
est qu'î/ existe au moins une méthode per-
mettant d'introduire ces notions importantes, 
de manière à la fois rigoureuse et intuitive, à 
des enfants de 13 à 14 ans. 

Cet enseignement a pu réussir grâce à la 
présentation antérieure des éléments de géo-
métrie sous forme ensembliste, axiomatique 
et relationnelle, La numération de position 
joue un rôle essentiel dans l'introduction de 
l'ensemble ordonné des réels. Pour plus de 
détails, nous renvoyons le lecteur intéressé 
à [Fl], petit ouvrage destiné aux enseignants, 
où à [MM2], manuel destiné aux élèves et 
écrit après l'expérience. 

Un patient cheminement nous a conduit 
des axiomes originels de caractère intuitif à 
la structure de vectoriel réel de dimension 
deux. Au fur et à mesure du développment 
du cours, on invoque de moins en moins les 
axiomes originels et les propositions inter-
médiaires et de plus les propriétés qui carac-
térisent la structure de vectoriel réel du 
plan. 

Le cours culmine par la mise en évidence 
de cette structure et se termine par son uti-
lisation systématique. On prépare ainsi le 
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retournement psychologique du début de la 
classe de troisième où la structure vectorielle 
est la base axiomatique de départ. 

Classe de qua t r i ème 
(14-15 ans) (4 périodes hebdomadaires 
de 45 min.) 

«Le cadre du vectoriel euclidien plan est 
la voie royale pour l'enseignement de la 
géométrie». Encore convenient-il d'accéder 
sans heurt à cette voie. Tel est le but de 
notre enseignement de la géométrie métrique 
dans la classe de quatrième. 

A partir de la notion bien intuitive de sy-
métrie orthogonale, on introduit ou l'on 
retrouve déplacements (rotations ou transla-
tions) et retournements (symétries glissées 
ou non). 

Le moyen pédagogique des droites numé-
rotées facilite l'accès au groupe des isomé-
tries et à celui des déplacements ([GP] et 
[MM3]). 

L'utilisation simultanée de ces groupes et 
des repères affins des droites introduit la 
notion de distance sous sa forme moderne 
comme application de II X n dans i£+ , ce 
qui sousentend le choix préalable de l'unité. 
IL n'y a aucune objection à la fixation de 
celle-ci, puisque le changement d'unité pose 
un problème dont la solution est banale. 

Le groupe cominutatif des rotations de 
centre donné conduit au groupe des angles. 
Comme la mesure des angles ne joue aucun 
rôle en géométrie élémentaire, le problème 
que pose son introduction est reporté à la 
classe de seconde où il est résolu dans le 
cadre de la théorie des fonctions circulai-
res. La préhension numérique de l 'angle 
se f e r a d'abord par l'intermédiaire du 
cosinus. 

Distauce et cosinus introduisent le produit 
scalaire. Sa commutativité et sa bilinéarîté 
entraînent, théorème de PYTIIAGORE, inégalité 

de CAUCHr-ScriWARTZ et inégalité triangu-
laire. 

Le cours culmine par la mise en évidence 
de la structure de veetoriel euclidien plan et 
se termine par son utilisation systématique. 

Clase de t ro is ième scient i f ique 
(15-16 ans) (7 périodes hebdomadaires 
de 45 minutes) 

Les élèves ont eu l'occasion de se rendre 
compte de l'importance de la structure de 
vectoriel ce qui motive une petite étude in-
trinsèque doni le point crucial est le théo-
rème de la base : 

Si un vectoriel admet une base de n élé-
ments 

Alors toute base de ce vectoriel comprend 
n éléments. 

Ce théorème est mis à la portée des élèves 
de 15 ans grâce à un moyen pédagogique qui 
matérialise les subtitutions dans le passage 
d'une base à une autre. Ce procédé est 
décrit de manière schématique dans [F2] 
pp 3*2-33. 

Ce point acquis, le moment est venu d'ef-
fectuer le retournement psychologique auquel 
nous avons déjà fait allusion. La fin des 
cours des clases de cinquième et de quatrième 
a déjà appris à se servir, en fait, des axio-
mes de définition de la structure de vecto-
riel euclidien plan. 

Les élèves qui ont parcouru avec nous le 
chemin menant des axiomes originels à cette 
structure ont souvent une certaine angoisse 
à l'idée de ne pas retenir le détail de l'iti-
néraire parcouru. Le retournement psycholo-
gique vient à son heure : il est apaisant et 
réconfortant de savoir que l'on a le droit de 
ne plus retenir que les axiomes de définition 
des réels et ceux de la structure de vecto-
riel euclidien plan. 
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La dimension n'intervient pas dans Les 
démonstrations concernant le carré scalaire 
d'une somme et le théorème de P Y T H A G O R E . 

On fait d'une pierre deux coups, puisque ces 
résultats restent valables dans l'espace. 

La plus grande partie du cours de troi-
sième, en ce qui concerne la géométrie, est 
néanmoins consacrée à une étude plus sys-
tématique du vectoriel euclidien plan. Il se-
rait navrant de n'utiliser cette importante 
structure que pour établir de manière nou-
velle des résultats déjà acquis dans l'enseig-
nement antérieur et notamment dans la classe 
de quatrième. Le déroulement du cours de 
troisième doit convaincre les élèves que le 
vectoriel euclidien plan est une formidable 
base de départ pour la conquête de notions 
absolument fondamentales de la mathéma-
tique de toujours. 

La linéarité des projections parallèles, des 
hoinothéties et des symétries parallèles (et 
orthogonales) mise en évidence dans les 
classes de 5ème et 4ème, motive Pétude des 
transformations linéaires du vectoriel plan. 

Toute transformation linéaire est détermi-
née par l'image des éléments d'une base. 
On deviue aussitôt le bénéfice que l'on pourra 
tirer d'une utilisation adéquate de la méthode 
des graphes, dont l'intérêt rebondit ici de 
manière subite. A chacun de ces graphes 
partiels est associée la matrice de la trans-
formation dans la base considérée. Cette 
étude met en évidence l'anneau des transfor-
mations linéaires (et subsidiairement celui 
des matrices , + , -) et le groupe li-
néaire général (voir [A7], Oh 2). 

Ou a vu, dans les classes antérieures, que 
les isométries centrées sont linéaires. D'où 
le problème inverse : quelles sont les trans-
formations orthogonales (ou transformations 
linéaires qui conservent le produit scalaire) ? 
On est heureux d'établir que les seules trans-
formations orthogonales sont celles que l'on 
connaît déjà: symétries et rotations. L'étude 
des matrices de ces transformations dans 

une base orthonormée conduit au cosinus 
d'une rotation ainsi qu'au demi-tour et aux 
deux quarts de tour. 

Le groupe des similitudes et le sous-groupe 
des similitudes directes s'obtiennent en com-
posant homothéties et transformations ortho-
gonales. On établit enfin que l'ensemble des 
similitudes directes est un champ (ou corps 
coramutatif). 

Une des manières A'orienter le vectoriel 
consiste à décider d'appeler i l'un des 
quarts de tour. Toute similitude directe 
s'identifie au nombre complexe a+bi. La 
partie réelle a ne dépend pas de l'orienta-
tion contrairement au signe de sa partie ima-
ginaire b . Dans le plan orienté, on définit 
le sinus d'une rotation ou d'un augle. 

Les angles sont introduits comme éléments 
d'un groupe additif isomorphe au groupe 
compositionnel des rotations ou au groupe 
multiplicatif des nombres complexes de mo-
dule 1. 

Il est facile de déduire les quelques for-
mules trigonométriques importantes des pro-
priétés des nombres complexes. 

Pour plus de détails, nous renvoyons au 
bel ouvrage [D] de JEAÎ Ï DiEuDOïtïfÉ écrit à 
l'intention des enseignants intrépides et à 
[G-P] directement destiné aux élèves. 

Dans la classe de seconde (16-17 ans), la 
géométrie dans l'espace est développée à par-
tir du vectoriel euclidien de dimension trois. 
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NOTES M E T H O D O L O G I Q U E S RELATIVES A U PROGRAMME 
DE 6èra® (11-12 ans) 

Le passage des élèves de l'enseignement 
primaire à l'enseignement moyen marque 
pour eux une étape importante. Ils ont l'im-
pression d'entrer dans une phase nouvelle 
au cours de laquelle on leur enseignera des 
choses nouvelles sur des sujets nouveaux. 
Ceux d'entre eux qui conservent un souvenir 
amer de certains points du programme de 

l'enseignement primaire ont l'impression vivi-
fiante qu'il prennent un nouveau départ et 
que leurs insuccès passés n'hypothèquent pas 
leur avenir scolaire. Ils se trouvent ainsi 
dans une disposition d'esprit réceptive pour 
les idées neuves. 

Leur âge est celui de l'imagination. Dans 
la vie courante, ils affectionnent enrichir 


