GAZETA DE MATEMATICA

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

(CONTINUADO DO N.° 5)

) — Dada uma proposicac condicional 2 (X), suponhamos
que existe uma, e uma s6, determinacdo de X, que represen-
taremos por X#, para a qual a proposi¢do «(X) é verda-
deira ", Déste modo, a proposicao «(X*), incondicionalmente
verdadeira, traduz uma propriedade exclusiva de X#, e sera
portanto possivel definir o elemento X* 2 custa dessa mesma
propriedade: «X*# é o elemento que satisfaz a condigdo = (X*)»,
ou, em termos de Logica matematica, «(X=X"*)=a(X)» @.
Obtém-se, por éste processo, uma defini¢do logica da entidade
X*#, Por exemplo, «X €& o sucessor de 4» € uma propriedade
que pode utilizar-se para definir o nimero convencionalmente
representado pelo simbolo 5, e assim teremos, por defini¢do,
«b € o sucessor de 4»,

Para que, segundo o processo indicado, uma dada propo-
sicdo «(X) possa conduzir & defini¢io dum elemento, é evi-
dentemente necessirio que existe uma, e uma so, entidade Xk
que satisfaca i condicdo « (X *#). Todaa definicdo dum elemento
deve, portanto, logicamente, ser precedida duma proposicao
de existéncia e de unicidade. £, contudo, natural admitir a pos-
sibilidade de um mesmo elemento ser definido de modos dife-
rentes, isto &, utilizando proposicdes condicionais distintas;
assim, a anterior definicdo (do numero 5) sera equivalente a
seguinte: «(X=5)=(X € o m.d.c. de 20 e 15)». Havera por-
tanto, entre as propriedades dum ser, uma que se toma, um
tanto arbitrayiamente, como propriedade definidora (em geral,
produto logico de um conjunto de propriedades), sendo as
restantes consideradas apenas conseqiiéncias da definicao.
Convém, evidentemente, aceitar como definidora a proprie-
dade que se afigure mais simples, — mas compreende-se que,
muitas vezes, se torne dificil, até impossivel, a determinacdo
duma tal propriedade elementar ®. :

Notemos agora que, além das definicoes de elementos, se
devem considerar ainda as definicoes de classes (ou de con-
juntos). O processo €& analogo ao anterior: define-se uma
classe (ou um conjunto), indicando uma propriedade comum
a todos os elementos dessa classe (ou désse conjunto), e s6 a
ésses. Exemplos: I) Definicao de quadrado perfeito : «(v éum
quadrado perfeito) =(Existe um inteiro y tal que x=21%>»;
1) Definicdo de mediatriz dum segmento: «(.X & um ponto da
mediatriz do segmento AB)=dist (1,X)=dist (B, X))». Neste
caso, as condi¢des de existéncia e de unicidade deixam de
constituir um motivo de preocupacdo, visto que o conjunto
dos elementos que satisfazem a uma dada proposicao condi-
cional » (X)) existe sempre e ¢ iinico; pode apenas tal conjunto
nio conter elemento nenhum (recebe entdo o nome de con-
Junto vasio) V. Assim, existe, e ¢ determinado, o conjunto dos
nimeros primos multiplos de 4, embora tal conjunto seja
vazio ; analogamente, é vazia a classe dos triangulos rectan-
gulos equilateros.

Devemos, finalmente, referir-nos a definicoes de operado-
res ou relagoes. Exemplo: Por meio da equivaléncia «(A recta «x
é paralela a recta y)=(As rectas & e y pertencem ao mesmo
plano) (Ndo existe nenhum ponto comum a & e a y)», fica defi-
nida a relacdo «paralelo a», entre duas rectas. Ndo deixare-
mos, contudo, de afirmar que se pode, mediante um artificio
muito simples, fazer entrar éste tipo de definicGes, no pre-
cedente.

Como se vé, uma definicdo ndo €, no fundo, mais do qtie a
atribuicdo dum nome ou, o que vem a dar o mesmo, a repre-
sentacdo por meio dum simbolo, da entidade ou da classe de
entidades, que gozam duma certa propriedade: o objectivo é,
pois, resumir, por meio dum unico simbolo, o que, antes disso,
s6 era exprimivel por meio de varios simbolos. Assim, as
definicbes sdo proposicdes, incondicionalmente verdadeiras
por nossa propria deliberacdo, isto €, por conveng@o, e tém por
fim, ndo s6 a economia de tempo, como ainda maior clareza
de expressao: é, sem davida, muito mais comodo dizer «cir-
cunferéncia» do que «conjunto dos pontos dum plano situados
a uma mesma distancia de um outro ponto désse planoy, prin-
cipalmente, se notarmos que esta nocao € de uso correntis-
simo em Geometria.

10 — Em qualquer teoria matematica, construida segundo
os preceitos da Logica, comeca-se por fixar um certo niimero
de nocdes (as nogdes primitivas) e um certo nimero de pro-
posicoes (os postulados), de modo que satisfacam as seguintes
condicdes: 1) Todas as entidades consideradas nessa teoria se
podem definir & custa das nog¢des primitivas ; 2) Todas as pro-
posicdes categoricas que, na mesma teoria, se formulam como
verdadeiras (excepto as definicdes) sdo conseqiiéncias logicas
dos postulados; 3) Os postulados sdo compativeis, isto & nao
conduzem a contradicdo; 4) Nenhuma nocgao primitiva se pode
reduzir, por meio duma defini¢do, as restantes nog¢des primi-

‘tivas ; 5) Nenhum postulado se pode deduzir dos restantes pos-

tulados @, Em virtude destas condicoes, os conceitos pri-
mitivos ndo serdo susceptiveis de definicdo, e os postulados
serao indemonstrdveis : uns e outros se aceitam geralmente,
como dados fornecidos pela infuig¢do, no contacto com a reali-
dade sensivel. Assim, por exemplo, na Geometria que se
estuda nos liceus, ou Geometria euclidiana, ¢ #so tomarem-se,
como primitivas, entre outras, as idéias de «ponto», «recta»,
«planoy», «situado entre»; e como postulados, entre outras, as
seguintes proposicées: «Por dois pontos distintos passa uma
recta, e uma s6» ; «Dados trés pontos distintos, pertencentes a
umarecta, existe um, e um sé déles, situado entre os restantes»;
«Por um ponto exterior a uma recta passa uma, € uma so,
paralela a essa rectas.

Além dos postulados, consideram-se em Matematica mais
dois tipos de proposicoes: as defini¢oes nominais e os teore-
mas. As primeiras, de que ja tratamos desenvolvidamente no

() Pode comparar-se =(X) a uma equacéo que admite uma solucédo
tinica X*; déste modo, = (X¥) corresponde a identidade em que € con-
vertida essa equac#o, quando se faz X=X*#.

2 Como ja fizemos anteriormente (obs. 2), § 7), usamos o sinal =
para exprimir identidade; assim «a=b» significa que @ representa o
mesmo elemento que b.

) A propriedade com que, historicamente, uma entidade se da a
conhecer pela primeira vez, nem sempre € a mais indicada para uma defi-
nicdo 16gica dessa entidade: € o que sucede por exemplo, com o ntimero =.

() Ha nisto, € claro, apenas uma convenc#o: uma extenséio natural do
conceito de conjunto, em vista da comodidade de linguagdem que dai
resulta,

™ As condicoes 4) e 5) ndo sdo indispensdveis para o desenvolvi-
mento 16dico da teoria; compreende-se, todavia, a vantagem que hd em
reduzir a um minimo o numero das entidades que ndo se definem e o das
proposicdes que ndo se demonstram, sendo 6bvio que tal minimo existe
necessariamente.















