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Que sentido terd somarmos os nimeros 1 + 2 + 3 + 4 + -7 Hid quem
defenda que a soma é —1/12, mas é preciso ter algum cuidado com estas

afirmagdes.

d um video de matemdtica no YouTube' que, no mo-
mento que este texto estd a ser escrito, jd teve mais
de seis milhdes de visualizagdes e que deu origem a uma
grande polémica. A causa desta polémica torna-se clara
logo pelo titulo:
1
o
E natural que um tal titulo chame a atencdo e que nio seja

ESPANTOSO: 1 +2+34+4+5+4 - = —

consensual.

O ponto de partida dos autores para chegarem a
igualdade do titulo do video é a série1 —1+1—-1+---,
por vezes designada por série de Grandi. E claro que se so-
marmos os primeiros termos desta série obtemos 0 (se so-
marmos um nimero par de termos) ou 1 (caso contrdrio).
Dai, os autores saltam para a concluséo (?) de que a soma
daquela série é 1/2, ou seja, tem-se

1
1—1+1_1+...:§, @

Em seguida, consideram a série
S=1-2+3—-4+4---,

a qual somam a ela prépria, mas com um ligeiro desfasa-
mento. Mais precisamente, fazem esta soma:

1-2+3-4+5---.
+ 1-2+3-4+---

obtendo 1—1+1—1+--+, que jd tinham determinado

ser igual a 1/2. Assim sendo, deduzem que 25 =1/2 e,
portanto, que S = 1/4.

O passo seguinte consiste em pegar nasomal+2 +3
+4 + - esubtrair-lheasomal-2+3-4+ -

1+2+3+4+ -
-1-2+3-4+..+~

obtendo 0 +4 + 0 + 8 + -, ou seja o quddruplo da soma que
queremos obter. Sendo assim,

1
(1+2+3+4+---)—1:4><(1+2+3+4+---),

pelo que
—3><(1+2+3+4+~-):411,
ou seja,
1
14+243+4+--- = ——. 2
+24+34+4+ 1 @

Os autores do video explicam em seguida que aigualdade
(2) até tem aplicagdes a Fisica e ddo mesmo uma referéncia
bibliogréfica para apoiar esta afirmacdo [3, pdg 22].

Para ja, vejamos a parte matemética da igualdade (2).
Por vezes, é afirmado que jd Euler e Ramanujan afirma-
vam que esta é vélida. No caso de Euler, embora se trate
de alguém que manipulava séries sem as preocupagdes
atuais relativamente a sua convergéncia, aparentemente

! hetps:/ fwww.youtube.comiwatchA=w-H6XTVZXww
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nunca fez essa afirmacdo [1, § 7]. Em contrapartida, é
verdade que Ramanujan defendeu que a igualdade (2) é
vdlida (fé-lo numa carta dirigida a G. H. Hardy, acrescen-
tando logo a seguir que o mais natural era que este, em
seguida, lhe indicasse o caminho para o manicémio mais
préximo) [2, pdg. 53]. A justificagdo dada por Ramanujan
sobre como deduzir (2) da igualdade

1—2+3—4+~-=% 3
foi essencialmente a que foi descrita acima. Mas a de-
monstragdo, por assim dizer, de que se tem (3) é mui-
to diferente. O que Ramanujan fez foi observar que, se
x €] —1,1], entdo

120432 44 = —
(1+x)2
(0 que estd inteiramente correto). Em seguida, substituiu
x por 1, a fim de obter (3).

H4 outra maneira de ligarasomal+2+3+4+ - ao
numero —1/12 a qual tem bastante a ver com Euler (veja-se
[1] ou [4]). Este estudou a funcdo

RUSTE B0 B Y o
que se designa por fungdo ¢ (zeta) de Riemann. Acontece
que a série (4) s6 converge quando s > 1 (supondo que
s é real). Mas Riemann mostrou que é possivel prolon-
gar esta fungdo a uma e uma s6 fungdo derivdvel { de $
C\ {1} em C. E acontece que, para essa fungdo, tem-se,
de facto, (—1) = —1/12, o que, juntamente com a expres-
sdo (4), parece justificar a igualdade do video. Mas é uma
interpretacéo bastante for¢ada.

Pode provar-se que

lim 1+l+l+l+---=+0°.
s—1,5¢]1,4-00] 25 35 48

Por causa disso, ndo é possivel prolongar a funcdo (@)
(originalmente definida unicamente quando s €]1, +o0[)
a uma fungdo continua de R em IR. Assim sendo, é na-
tural que, se quisermos prolongar a funcdo { de forma a
termos uma fungdo bem-comportada, isso seja feito rode-
ando o ponto 1 e passando por ntimeros complexos ndo
reais. Mas, embora esta seja uma maneira frequentemen-
te empregue para justificar a igualdade (2), ndo deixa de
ser bizarro o uso de niimeros complexos ndo reais para
justificar aquela relagéo.

De facto, Terence Tao (que, entre muitos outros pré-

mios, recebeu a medalha Fields em 2006) publicou no seu
blogue What’s new um texto muito interessante sobre este
tépico?, no qual explica como dar uma interpretagdo pu-
ramente real asomal+2+3 +4 + - de modo a dar —1/12.
Af ele também tece algumas consideragdes interessantes
sobre este tipo de somas, tais como:

» Naturalmente, hé algo de anémalo em a soma de
nimeros positivos dar um niimero negativo.

» Asigualdades envolvidas ndo parecem consisten-
tes entre si. Por exemplo, se a igualdade (2) se subtrair a
igualdade (1), obtém-se

7

2 4 o=
+34+4+5+ L

mas se se subtrair 1 a igualdade (2), o que se obtém é

13

2 4 ce= 2
+3+445+ o

Um aspeto essencial aqui reside na palavra “interpreta-
¢do”. O uso do simbolo de igualdade em (1), em (2) e em
(3) estd errado, a menos que se redefina o que se entende
por soma de uma série. Um dos problemas reside preci-
samente no facto de os autores do video ndo fazerem isso.

Foi feita, no infcio deste texto, uma referéncia a aplica-
¢Oes a Fisica da igualdade (2). Uma tal aplicagdo consiste
no chamado efeito Casimir?, que é uma for¢a de atragdo
entre placas metdlicas prevista pelos fisicos holandeses
Hendrik Casimir e Dirk Polder em 1948 e confirmada ex-
perimentalmente em 1997. Os cdlculos empregues por es-
tes fisicos envolvem, se néo se tiver cuidado, a igualdade

1

1+23+33+43+”':ﬁ) ®)
(e, jd agora, sim, {(—3) = 1/120) e uma versao simplificada
e unidimensional daqueles cdlculos envolve a igualdade
(2). Daf a afirmar-se que uma demonstragdo experimen-
tal da validade das igualdades (2) e (5) ja foi obtida é um
passo que ja foi dado... mas ndo devia ter sido.* O que,
de facto, aconteceu, foi que aqueles fisicos empregaram
numa passagem dos seus cdlculos o valor 1/120 ao qual
chegaram ndo da aplicagdo da igualdade (5) mas sim de
uma técnica préxima daquela que foi descrita por Terence
Tao no texto acima mencionado.

Mas isto ndo deixa de sugerir que ndo se devem igno-
rar as igualdades (2) e (5). Afinal, parecem ter aplicagdes
préticas. Isto é defendido por Edward Frenkel® (matemaé-
tico conhecido do publico portugués através do seu livro
Amor e Matemdtica), que estabelece a seguinte analogia: a
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férmula de Cardano para resolucdo de equagdes de ter-
ceiro grau envolve niimeros complexos néo reais. Deveria
ter sido ignorada porque, inicialmente, ninguém conse-
guia explicar o que é a raiz quadrada de —1? E uma obser-
vagdo muito pertinente e hd outras analogias da mesma
natureza que se poderiam fazer, como, por exemplo, com
as bases do Calculo Infinitesimal, as quais suscitaram
durante muito tempo grandes dividas quanto a sua con-
sisténcia.

Sendo assim, a melhor op¢do consiste provavelmente
em continuar a investigar em que contextos é que é legi-
timo substituir 1 + 2 + 3 + 4 + - por —1/12 ou substituir
1423433+ 43+ por 1/120 e tentar construir uma teoria
geral sobre esse tipo de situagdes. E, ao mesmo tempo,
evitar cuidadosamente o uso do simbolo de igualdade
nestes casos. Um bom motivo para isso foi dado pelo Dr.
SkySkull (pseudénimo de um fisico norte-americano) no
seu blogue Skulls in the Stars®:

“ Uma propor¢ao deprimentemente grande da popula-
¢do parte automaticamente do principio de que a mate-
madtica consiste numa feiticaria bizarra e anti-intuitiva
que somente os superinteligentes conseguem dominar.
Mostrar-lhe resultados malucos deste tipo sem quais-
quer reservas sé reforga esta ideia e, na minha opinido,
isso presta um mau servigo a matemdtica.”
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