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O Bilhar? 
Um bilhar matemático é definido por uma região convexa do plano, limitada 
por uma curva fechada, onde se movimenta uma partícula pontual que se 
reflecte de cada vez que choca com a curva, à semelhança de uma bola de 
bilhar. O estudo das possíveis trajectórias da partícula é um problema 
matemático muito interessante. 

O " p r o b l e m a d a b o l a d e b i l h a r " f o i i n t r o d u z i d o p o r 
B i r k h o f f ([3], 1927), q u e o c o n c e b e u c o m o u m m o d e l o 
p a r a a c h a m a d a d i n â m i c a H a m i l t o n i a n a . Trata-se d e 
c o n s i d e r a r o m o v i m e n t o d e u m a par t í cu la ( m a s s a 
p o n t u a l ) q u e se d e s l o c a l i v r e m e n t e n u m a r e g i ã o 
c o n v e x a D d o p l a n o , l i m i t a d a p o r u m a c u r v a f e c h a d a e 
d i fe renc iáve l B (o " b i l h a r " ) e d e m o d o q u e a par t í cu la 
se r e f l i c t a e l a s t í c a m e n t e ao c h o c a r c o m B d e a c o r d o 
c o m a l e i : "o â n g u l o d e re f l exão é i g u a l a o â n g u l o d e 
i n c i d ê n c i a . " E m c a d a i n s t a n t e o e s t a d o d a par t í cu la é 
d e t e r m i n a d o p e l a p o s i ç ã o e m q u e se s i t u a e m D e p e l a 
d i r e c ç ã o d o m o v i m e n t o . A s u a d i n â m i c a r e d u z - s e 
p o r t a n t o a u m a q u e s t ã o d e g e o m e t r i a e l e m e n t a r (ver a 
f i g u r a ) . A p a r t i r d o m o v i m e n t o d e f i n i d o a c i m a , 
i n t r o d u z - s e a " a p l i c a ç ã o b i l h a r " T: M = B * [0, ri] - » M 
q u e d e s c r e v e a d i n â m i c a d e u m a co l i são à co l i são 
s e g u i n t e . C o m o entre d o i s i m p a c t o s c o n s e c u t i v o s a 
par t í cu la m o v e - s e e m l i n h a recta , u m a órb i ta d e T f i c a 
e s p e c i f i c a d a p e l a s e q u ê n c i a d a s suas p o s i ç õ e s e 
d i r e c ç õ e s i m e d i a t a m e n t e a p ó s c a d a i m p a c t o . A 
p o s i ç ã o e m B se rá p a r a m e t r i z a d a p e l o c o m p r i m e n t o 
d e a r c o s, m ó d u l o L , e m q u e L e o c o m p r i m e n t o t o t a l d e 
B. O c o n j u n t o M = B x [0,7t], c h a m a d o " e s p a ç o d e f a s e " 
d o b i l h a r , t e m c o m o c o o r d e n a d a s o p a r (s,a) e m q u e 
a e [0,7i] é o â n g u l o q u e o v e c t o r u n i t á r i o d a v e l o c i d a d e 
a p ó s o i m p a c t o f a z c o m o v e c t o r tangente a B n o p o n t o 
d e c o o r d e n a d a s . 

É t a m b é m u s u a l c o n s i d e r a r os p a r e s (s, p), 
p = cos(cc), p a r a r e p r e s e n t a r os p o n t o s d e M e neste caso 
M = [ 0 , L ) x [ - l , 1] q u e , face à p e r i o d i c i d a d e d e s, se 
i d e n t i f i c a , t o p o l o g i c a m e n t e , c o m u m a f a i x a c i l índr ica . 

U m a órbi ta d e T cons is te , p o r t a n t o , n u m a s u c e s s ã o 
d e p a r e s (s n , pn) o b t i d o s a p ó s os i m p a c t o s d a par t í cu la 

c o m B a p a r t i r d a " c o n d i ç ã o i n i c i a l " (SQ, p0). A 

d i n â m i c a d i s c r e t a d a a p l i c a ç ã o b i l h a r f i c a d e f i n i d a 

p e l a f u n ç ã o T (s„, pn) = ( s n + 1 , p „ + 1 ) e p o d e - s e 

d e m o n s t r a r q u e , n a s c o o r d e n a d a s (s, p), e l a p r e s e r v a 

á r e a e o r i e n t a ç ã o , e m b o r a ha ja p r o b l e m a s a a n a l i s a r 

n o q u e t o c a à s u a d i f e r e n c i a ç ã o n o s p o n t o s d a s 
c o m p o n e n t e s d a f r o n t e i r a d a f a i x a c i l índr ica (ver [5], 
p.343). 

O e s t u d o q u a l i t a t i v o d a s órb i tas d a a p l i c a ç ã o 
b i l h a r T p o d e n ã o s ó c o n d u z i r a s i t u a ç õ e s prev is íve i s , 
n o s e n t i d o d e q u e p e q u e n a s m u d a n ç a s n a s c o n d i ç õ e s 
i n i c i a i s p r o v o c a m p e q u e n a s m u d a n ç a s n a órb i ta , b e m 
c o m o a s i t u a ç õ e s n ã o prev i s íve i s e m q u e p e q u e n a s 
m u d a n ç a s n a s c o n d i ç õ e s i n i c i a i s p r o v o c a m a l te rações 
r a d i c a i s n a órb i ta p e r t u r b a d a e, e m certos casos, as 
d u a s s i t u a ç õ e s p o d e m o c o r r e r s i m u l t a n e a m e n t e p a r a 
d i fe rentes esco lhas d a s c o n d i ç õ e s i n i c i a i s . 

E x i s t e m três casos e m q u e a órb i ta p o d e ser 
a n a l i s a d a n o e s p a ç o d e fase: 

l e ) U m c o n j u n t o f i n i t o d e N » 1 p o n t o s d i s t i n t o s 

Pol (si> V\)> • • • > (SN-V PN-I) repete-se a p ó s N 
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i m p a c t o s , i s to é , T (sN_lr p^-i) = (Sg, p 0 ) . N e s t e caso a 

órb i ta d e T d i z - s e " p e r i ó d i c a " d e p e r í o d o N e n a f a i x a 

c i l índr ica f i c a d e t e r m i n a d o u m c o n j u n t o d i s c r e t o d e N 

p o n t o s . Se N = 1, i s to é , se T (Sg, p 0 ) = (Sg, p 0 ) , o b t e m - s e o 

q u e se c h a m a u m " p o n t o f i x o " d e T. 

2 e ) A s i t e r a d a s d e u m a c o n d i ç ã o i n i c i a l (Sg, p0) 

p r e e n c h e m u m a c u r v a d e n o m i n a d a " c u r v a 

i n v a r i a n t e " , i s t o é , T t r a n s f o r m a essa c u r v a n e l a 

p r ó p r i a s e m q u e n e n h u m p o n t o d a c u r v a seja 

t r a n s f o r m a d o n e l e m e s m o . Isso o c o r r e , p o r e x e m p l o , 

n o caso e m q u e T é " i n t e g r á v e l " n o s e n t i d o d e q u e 

existe u m a constante d o m o v i m e n t o n a f o r m a d e u m a 

f u n ç ã o r e a l F(s, p) q u e a s s u m e o m e s m o v a l o r e m 

t o d o s os p o n t o s d a órb i ta , i s to é , as c u r v a s d e n í v e l d e F 

s ã o as c u r v a s i n v a r i a n t e s . 

3 e ) A s i t e r a d a s d e (sg, p0) p r e e n c h e m u m a " á r e a " 

d a f a i x a c i l índr ica . Isto acontece q u a n d o a órb i ta n ã o 

a d m i t e constantes d e m o v i m e n t o e p a s s a a e v o l u i r d e 

u m a f o r m a " c a ó t i c a " . 

O b s e r v e m o s , i n i c i a l m e n t e , q u e o b i l h a r c i r c u l a r (B 

é u m a c i r cunferênc ia ) é i n t e g r á v e l c o m a constante d e 

m o v i m e n t o F(s, p)=p e, p o r t a n t o , o e s p a ç o d e fase é 

cober to p o r c u r v a s i n v a r i a n t e s p a r a l e l a s à d i r e c ç ã o s, 

e x c l u i n d o - s e , d e s d e j á , o 3 a caso a c i m a m e n c i o n a d o . 

B e r r y [1] m o s t r a t rês d e f o r m a ç õ e s d e u m b i l h a r 

c i r c u l a r , p a s s a n d o i n i c i a l m e n t e p o r u m b i l h a r e m 

f o r m a d e e s t á d i o ([1], f ig .4) e m q u e p a r a q u a s e t o d a a 

c o n d i ç ã o i n i c i a l (sg, p0) as i t e r a d a s (sn, pn) c o m p o r t a m ¬

-se d e f o r m a " e r g ó d i c a " , i s t o é , ta is i t e r a d a s p a s s a m 

a r b i t r a r i a m e n t e p r ó x i m o d e q u a l q u e r p o n t o d o 

e s p a ç o d e fase, p a r a n s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e . A 

s e g u i r , d e f o r m a o b i l h a r c i r c u l a r n u m a e l i p s e e o b t e m -

-se o r e s u l t a d o d e s c o b e r t o p o r B i r k h o f f d e u m b i l h a r 

i n t e g r á v e l c o m u m a f o r m a expl íc i ta p a r a a constante 

d o m o v i m e n t o . N e s t e p o n t o c o n v é m a i n d a m e n c i o n a r 

([3], 1927) q u e B i r k h o f f a f i r m o u d e s c o n h e c e r b i l h a r e s 

i n t e g r á v e i s q u e n ã o f o s s e m os c i r c u l a r e s o u os 

e l ípt icos . T a m b é m é d e o b s e r v a r q u e as f o l h e a ç õ e s d o 

e s p a ç o d e fase s ã o m u i t o d i s t i n t a s ( t o p o l o g i c a m e n t e ) 

nestes d o i s casos i n t e g r á v e i s c o n h e c i d o s : 

i) n o s b i l h a r e s e l íp t i cos ([1], f ig .7) p a r t e d o e s p a ç o 

d e fase é f o l h e a d a p o r c u r v a s i n v a r i a n t e s z e r o -

- h o m o t ó p i c a s ( todo o l a ç o d e s s a p a r t e p o d e ser 

d e f o r m a d o c o n t i n u a m e n t e n o l a ç o t r i v i a l , v e r [4]), 

ii) n o caso d o b i l h a r c i r c u l a r t o d a s as c u r v a s 

i n v a r i a n t e s s ã o n ã o z e r o - h o m o t ó p i c a s . 

N u m a t e r c e i r a d e f o r m a ç ã o d o b i l h a r c i r c u l a r 

o b t ê m - s e certas " o v a i s " q u e s ã o g e n é r i c a s n o s e n t i d o 

q u e o s b i l h a r e s c o r r e s p o n d e n t e s a p r e s e n t a m 

s i m u l t a n e a m e n t e os v á r i o s t i p o s d e órb i tas a c i m a 

m e n c i o n a d o s ([1], p.97) . 

L e m b r e m o s a g o r a q u e o b o r d o d e M é o c o n j u n t o 

d o s p o n t o s (s, p) e M e m q u e p=±l. S o b r e a q u e s t ã o d a 

ex i s tênc ia o u n ã o d e o u t r o s b i l h a r e s in tegráve is 

d i s t i n t o s d o s c i r c u l a r e s e d o s e l ípt icos , h á q u e 

e n u n c i a r a s e g u i n t e C o n j e c t u r a d e B i r k h o f f : "Se u m a 

v i z i n h a n ç a d o b o r d o d e M é f o l h e a d a p o r c u r v a s 

c o n t í n u a s f e c h a d a s , i n v a r i a n t e s e n ã o z e r o -

h o m ó t o p i c a s e m M , e n t ã o B é u m a e l i p s e . " 

U m n o t á v e l e e s c l a r e c e d o r r e s u l t a d o é d e v i d o a 

B i a l y ([2], T h e o r e m a A , 1993): "Se t o d o o e s p a ç o d e 

fase M d a a p l i c a ç ã o b i l h a r T, c o r r e s p o n d e n t e a u m 

b i l h a r B, é f o l h e a d o p o r c u r v a s c o n t í n u a s , f e c h a d a s 

i n v a r i a n t e s e n ã o z e r o - h o m o t ó p i c a s , e n t ã o B é u m a 

c i r c u n f e r ê n c i a . " S o b r e esta e o u t r a s c o n t r i b u i ç õ e s d e 

B i a l y , b e m c o m o d e R y c h l i k ([6], 1989) é d e g r a n d e 

interesse a l e i t u r a d o a r t i g o d e W o j t k o w s k i ([7], 1994). 

F i n a l m e n t e , p a r a m a i o r e s c o n s i d e r a ç õ e s sobre o 

p r o b l e m a d o b i l h a r h á q u e c o n s u l t a r o cap í tu lo 9 d o 

l i v r o d e K a t o k e H a s s e l b l a t t [5]. 
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