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Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”

Um casino projecta implementar um novo jogo a que chamou “Jogo da Sobreposi¢do”. Consiste no seguinte: 3
moedas sao lancadas 6 vezes consecutivas e contado ontimero k de vezes (k € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}) que as moedas
apresentam a mesma face (nimero de sobreposigoes). Cada apostador recebe k euros.

Por exemplo — supondo as duas faces gravadas com “0” e “1” — se o resultado de um jogo fosse

0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0

cadajogadorreceberia €2.

Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucro?

Consideremos o problema na sua generalidade: sdo langadas m moedas equilibradas  vezes consecutivas.
Seja X, , a varidvel aleatdria que representa o valor k recebido pelo apostador, com k=0, 1, ..., n. A fungdo de

probabilidadede X, ,é dada por.

e )

P(Xm,n =k )= 2(m-1)n

(k=01..,n).

4
No exemplo apresentado ter-se-4 P(X,, =k )= Tk (k=0]1..6).

!Caso geral: se em vez de lancarmos moedas efectuarmos n langamentos consecutivos de m poliedros regulares com f faces,

tem-se (fm'l' 1),,.1(.(:) ) (fm_l_ 1)11:(;:) )
p ()(m,ﬂ,f = k)= .f‘("li-l)l (k = 0,]1-", n) € E(Xm,n,f) = l;k . f‘(mi-l)n =fm
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[Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”]

Distribui¢ao de probabilidade do valor recebido por jogo

Valor
recebido (k)

‘Probabilidade 0,177979 | 0,355957 | 0,296631 | 0,131836 | 0,032959 | 0,004395 | 0,000244

Gréfico de barras da distribuicso:
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" Parao exemplo considerado tem-se E(X; ;) =1,5,

Pode mostrar-se que E(X,, ) = ;k T el

pelo que o casino deve cobrar um valor superior a €1,5 por aposta. Por exemplo, €2 seria um valor aliciante para
um jogador menos prevenido.
E interessante verificar que, para um dado , E(X,,,) € mdxima — vale n/2 — quando apenas se jogam 2

moedas, tendo-se entdo uma distribuicéo de probabilidade simétrica. Vejamos o gréafico debarras de X, 4

PX=k) Densidade de X(2,6)
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ambém éinteressante notar que, considerandoigual nimero de langamentos, cadanova moeda introduzida
Tamb t t t d d 1 del t d d troduzid
reduz ovalor esperado para metade.

Ao leitorinteressado em realizarnum computadorexperiéncias com valores superiores demen, sugere-se
que o calculo do niimero de "sobreposi¢des" nas sequéncias seja feito do seguinte modo: represente por "0" e
"1" osresultados dolangamento dasn moedas; dadas as m sequéncias u, v, w,... com n elementos cada,
n n
determine ontimero de sobreposi¢des k = N« ev.ew, ®. )+ (w/ -V? -w--...") em que u,v-,vf,... designam
i=l i=l
as sequéncias complementares de u, v, w,..., isto é, as que se obtém substituindo "0" por"1"e"1" por "0".

Suponhamos agora que o casino pretende introduzir um segundo jogo a que chama "Jogo da Mudanga".

omo veremos, estejogo ébem menos aliciante — asua apresentacgdo visa apenas motivar desenvolvimentos
C t b 1 t t t d 1 t
posteriores.

Um dado élangado 11 vezes consecutivas e conta-se onumero, k, de vezes (fc s {0,1,2,..,8,9,10}) que uma
face éseguida de uma face diferente. Definamos "taxa de mudanga" como arazdo — .Cada apostador recebe

10 vezes ovalorda "taxa demudanga". Quantodeve o casino cobrar por cada aposta parater lucronojogo?

5
Mostraremos que deve cobrar um valor superiora 10 x — euros; por exemplo, €8,5por aposta, o que

6
proporcionaria ao casino um lucromédio por aposta inferior a 50 céntimos, um resultado pouco estimulante,
quer para ocasino, quer para o apostador, que teria,no maximo, umlucrode €1,5 por aposta. Nao sera possivel
imaginar um "jogo da mudanga" que gere mais entusiasmo? E seusdssemos um dos outros quatro poliedros
regulares? (INNocaso do tetraedro deveriamos analisar a mudanca da face que fica em baixo, claro).

Responderemos a esta questao mais adiante. Antes, porém, vejamos o caso do cubo.

Seja Y. avariavel aleatdria que representa a "taxa de mudanga" numa sequéncia de n langamentos

’

n-1

consecutivosdeumdado (com k=0,1,..., n-1). Afungao de probabilidade de Y. édadapor

ply, U = =— ~ (k= 0X.,W).
No casodelancarmos o dado 11 vezes consecutivas, ter-se-a:

Gréfico debarras correspondente:
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