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A Curvatura de uma Superficie?

A superficie mais simples é o plano, cuja geometriafoi  noroeste, virando depois para oeste e finalmente para
estudada em detalhe por Euclides no seu Elementos sudoeste (verfigural).

(cerca de 300 a.C.). Entre outras coisas, Euclides

escreveu que:

- Duas rectas distintas intersectam-se no maximo
uma vez;

- Existem rectas que ndo se intersectam (paralelas);

-Os angulos internos de um tridangulo somam 180°.

Em muitas situagGes, porém, € necessario estudar
a geometria de outras superficies. Para planear uma
viagem de longo curso, por exemplo, é preciso
compreender a geometria da esfera’. Em geral, uma
superficie curva ndo contém qualquer recta; se
pensarmos, no entanto, que a principal propriedade
da recta é o facto de minimizar a distincia entre
quaisquer dois dos seus pontos, podemos substituir o
conceito de recta pelo conceito de geodésica, definida
como uma curva ao longo da superficie que minimiza
a distdncia (medida sobre a superficie) entre
quaisquer dois dos seus pontos’. No caso da esfera,
por exemplo, ndo é dificil provar que as geodésicas sdo
os circulos maximos, isto é, as intersec¢bes da esfera
com planos que passam pelo seu centro (por exemplo,
o equador ou os meridianos, mas néo os paralelos, no
caso da superficie da Terra). E por isso que um avido
viajando entre o Porto e Nova lorque, que ficam No caso da esfera, as trés afirmagbes de Euclides
aproximadamente & mesma latitude (41° N), ndo voa acima deixam de ser verdade, devendo ser
directamente para oeste, mas sim inicialmente para substituidas por:

Figural

'Por “esfera” deve entender-se “superficie esférica”.
’Desde que suficientemente préximos.
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- Duas geodésicas distintas intersectam-se
exactamente duas vezes;

-N&o existem paralelas;

- Os angulos internos de um tridngulo somam
sempre mais do que 180°.

Na figura 2, por exemplo, encontra-se
representado um tridngulo esférico com trés angulos
rectos. Uma vez que € possivel dividir a esfera em oito
destes tridingulos, a sua 4rea é de 4nR*/8 (em que R
¢ o raio da esfera). Consequentemente, a curvatura
média do tridngulo, definida como a razéo entre o
excesso da soma dos seus angulos internos em relagéo
a180° (medido em radianos) e asua rea, é

(n/2)/(nR%/2)=1/R’.
Nao ¢ dificil mostrar que a curvatura média de
qualquer tridngulo na esfera possui 0 mesmo valor’.

Diz-se entdo que a esfera é uma superficie de
curvatura constanteiguala 1/R’.

Figura 2

Para superficies gerais, a curvatura média varia
de tridngulo para tridngulo. A curvatura da superficie
é entdo uma funcio, definida em cada ponto como o
limite das curvaturas médias de tridangulos cada vez
mais pequenos desenhados em torno desse ponto”.
Intuitivamente, mede o quanto a geometria local da
superficie difere da geometria do plano.

Historicamente, a defini¢do de curvatura de uma
superficie surgiu a partir da definigdo de curvatura de
uma curva. Esta é simplesmente o inverso do raio da
circunferéncia que melhor aproxima’ a curva num
dado ponto. No conjunto de todas as geodésicas
de uma superficie curva que passam num
determinado ponto, existe uma que possui curvatura
minima e outra que possui curvatura maxima’. A
curvatura média da superficie é a soma destas
curvaturas’; a curvatura de Gauss foi por este
definida como o seu produto. Pode mostrar-se que a
curvatura de Gauss coincide exactamente com a
definicdo de curvatura de uma superficie em termos
de tridngulos®’, dependendo portanto apenas da
geometria intrinseca da superficie. Por exemplo, é
possivel enrolar uma folha de papel na superficie de
um cilindro ou de um cone, pelo que estas superficies
possuem a geometria local do plano;
consequentemente, a sua curvatura de Gauss é zero
(apesar de a curvatura média ndo o ser). Gauss ficou
tao satisfeito com este resultado que lhe chamou o
Theorema Egregium (Teorema Notavel).

Uma forma conveniente de medir os angulos
internos de um tridngulo numa superficie é através do
chamado transporte paralelo. Este consiste em mover
um vector tangente a superficie ao longo do tridngulo
sem o deixar rodar. Num tridangulo plano o vector
regressaria a posi¢ao inicial ap6s um circuito, mas
numa superficie curva ndo é esse o caso. Por exemplo,
para o tridqngulo da figura 2 o vector regressa rodado
de 90° (ver figura 3). Estes 90° coincidem exactamente
com o excesso da soma dos angulos internos do
tridangulo em relacdo a 180°. De igual modo, para um
tridngulo geral, o vector regressa rodado de um
angulo igual & curvatura da esfera (1/R*) multiplicada

*Isto é particularmente simples para tridngulos com vértices no equador e num dos pélos.
“Em particular este limite existe, o que ndo é ébvio. Note-se que a soma dos 4ngulos internos de tridngulos cada vez mais
pequenos tende para 180°, como seria de esperar, uma vez que localmente qualquer superficie é bem aproximada pelo seu plano

tangente.
*No sentido que tem contacto de segunda ordem.

*Porque o conjunto das direcgBes possiveis (circunferéncia) é compacto. E possivel mostrar que as geodésicas correspondentes

sao ortogonais.

”A curvatura média ser zero é a condigio para uma superficie possuir drea minima.

°E facil veristono caso da esfera.
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pela area do tridngulo’. Facilmente se mostra que o
mesmo é verdade para uma linha poligonal fechada
qualquer e, portanto, por aproximagao, para qualquer
curva fechada simples na esfera.

Figura 3

Estas ideias encontram uma aplicagdo prética no
Péndulo de Foucault. Trata-se de um péndulo vulgar,
mas suficientemente comprido e pesado para se
manter a oscilar durante alguns dias”. Em virtude do
movimento de rotacdo da Terra, o plano de oscilagdo
deste péndulo roda ao longo do dia, a uma taxa
que depende da latitude. Por exemplo, é facil
compreender que este plano roda 360° por dia nos
polos, e que ndo roda de todo no equador. Auma dada
latitude I, o péndulo tenta manter o seu plano de
oscilagdo constante a medida que a rotagdo da Terra
o arrasta ao longo do paralelo. Por outras palavras,
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a direccdo do plano de oscilacio é transportada
paralelamente. Apds 24 horas, o péndulo regressou
a0 mesmo ponto11 e, portanto, a direcgdo do plano de
oscilagdo rodouumangulode

(1/R*)(2mR(1-sen 1))=27t(1-sen I) radianos
nosentido directo”, ou seja,
2m-27(1-sen 1)=27t sen I radianos
no sentido horério.

Uma aplicagdo mais subtil destas ideias é
fornecida pela Teoria da Relatividade Geral de
Einstein. De acordo com esta teoria, o espaco®
tridimensional em redor de um objecto com massa
ndo ¢ exactamente Euclidiano, mas sim muito
ligeiramente curvo (no sentido em que as suas secgdes
planas nio possuem a geometria do plano, mas sim
de uma superficie muito ligeiramente curva). Por
exemplo, se fosse possivel medir o raio da Terra a
partir do seu centro, obter-se-ia um valor cerca de 1
milimetro e meio superior ao valor do raio inferido a
partir da sua circunferéncia®. Esta ligeira curvatura
do espago ao redor da Terra foi confirmada pelo
satélite Gravity Probe B, lancado em Abril de 2004.
No interior deste satélite encontravam-se as cinco
“esferas mais esféricas jamais construidas” (esféricas
com uma precisio de uma parte num milhio®),
rodando sobre si mesmas e em queda livre. Se o
espago fosse plano, o seu eixo de rotagdo
permaneceria fixo; uma vez que o espago é curvo,
o eixo de rotagdo é transportado paralelamente e,
portanto, regressa rodado ao fim de cada 6rbita ao
redor da Terra. O valor previsto para o angulo de
rotacdo (0,0018° por ano®) foi confirmado pelas
medic¢des”.

°Se a curvatura ndo é constante deve ser integrada no interior do trifingulo.

Existe um péndulo de Foucault no Museu da Ciéncia de Lisboa.

Do ponto de vista do referencial inercial no qual o centro da Terra est4 em repouso.
A drea da regifio limitada pelo paralelo obtém-se facilmente do facto de a projecgio cilindrica preservar 4reas.

“Em rigor o espago-tempo.

*Assumindo que a Terra é uma esfera perfeita de densidade constante. A geometria do espago no interior da Terra é a de uma

3-esfera deraio cerca de 26 800 vezes superior ao raio da Terra.

Se a Terra fosse esférica com este grau de precisdo, ndo existiriam relevos com mais de 2 metros de amplitude.

*Sabendo que cada 6rbita demora cerca de 100 minutos, o leitor atento poderd calcular que o 4ngulo devido a curvatura do
espago deveria ser de 0,0012°; os restantes 0,0006° provém, grosso modo, da curvatura do tempo.

"Este ndo era porém o objectivo principal da experiéncia, que pretendia medir um efeito mais pequeno ainda.
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