por Bernard Hodgson

[Departamento de Matematica e Estatistica - Universidade Laval, Québec]

Uma Breve Historia da Quinta Operacao

Para René Descartes, a extraccdo de raizes — em particular de raizes
quadradas — tem um lugar especial na aritmética, ao lado das quatro

operagdes usuais. Neste texto, sdo apresentados varios algoritmos
desenvolvidos ao longo dos tempos para a extrac¢ao destas raizes. Propde-se
ao leitor um périplo desde a Antiguidade até aos dias de hoje, reencontrando
métodos que foram desenvolvidos em diversos lugares e momentos da
histéria da matematica.

1. Introducao

Por muito que se recue no tempo em matematica, a extracgio da raiz quadrada suscitou sempre muito
interesse. Claramente de alcance geométrico — trata-se, conforme o seu nome alids indica, da aresta de um
quadrado de drea dada —, a raiz quadrada ¢, de um ponto de vista aritmético, uma operagao com uma
complexidade de calculo que nao é banal. Pelo menos para Descartes, a extracgdo de raizes (nomeadamente
quadradas) ocupa um lugar privilegiado em aritmética, na companhia das quatro opera¢des usuais:

“(...) toda a aritmética é apenas composta por quatro ou cinco operagoes, que sio: a adigdo, a subtrac¢do, a multiplicagdo,
adivisdo e a extracgdo das raizes, que pode ser entendida como uma espéciede divisio (...)" (I3, p.1])

Esta observacao de Descartes encontra-se mesmo no principio de La Géometrie, numa sec¢do em que ele
explica «como o cdlculo aritmético se reporta as operagdes da geometria». Seguem-se comentarios em que Descartes
indica como efectuar com régua e compasso nao apenas a adigao e a subtracgdo, mas também a multiplicagdo e a
divisdo — com ajuda de triangulos semelhantes bem escolhidos — e a extraccdo da raiz quadrada. Neste tiltimo
caso, também usa triangulos semelhantes construidos através do tragado de uma perpendicular ao diametro de
um semi-circulo, como se indica na figura 1. Notemos que esta construg¢ao se encontra duas vezes nos Elemnentos
de Euclides, na proposicao 13 do Livro VI, quando se pretende construir o meio proporcional entre dois
segmentos de recta dados e também na proposigao 1I.14, quando se pretende «quadrar» uma figura poligonal
dada, isto é, transforma-lanum quadrado com amesma drea.

Nos nossos dias, uma simples calculadora de bolso torna o calculo de uma raiz quadrada absolutamente
banal — namedida em que a precisdo desejada ndo ultrapasse o niimero de algarismos que comporta o seu ecra.
Mas € evidente que isso nem sempre aconteceu. Através dos tempos, introduziram-se varios métodos para
calcular uma raiz quadrada ou, através de algoritmos aproximados, determinar um valor aproximado com a
precisao desejada.

Esta ideia de calculo por aproximagdes sucessivas ocupa um lugar importante neste texto. Ela foi expressa
por d'Alembert num artigo del'Encyclopédie (segunda metade do século XVIII) como segue:

‘Nota: Uma primeira versdo deste texto foi publicada em francés no Bulletin AMQ. Vol XLV, n°2. Maio 2006. A presente
reproducao foi amavelmente autorizada pela Association Mathématique du Québec. Traduzido por Suzana Napoles —
Faculdade de Ciéncias, Universidade de Lisboa.
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Figura 1

V2 osntimeros

www.math.ubc.ca/%7Ecass/Euclid/vbg,
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Se um numero ndo é um quadrado perfeito, ndo se pode esperar exprimir a sua raiz quadrada exacta através de niimeros
racionais, inteiros ou fracciondrios; neste caso, é preferivel recorrer aos métodos de aproximacdo, e contentar-se cont um
valor que difere muito pouco do valor exacto da raiz quadrada.

(Citadoem [1, pp. 227-228])

Neste texto pretendemos sobrevoar algumas técnicas de
extracgdo de raiz quadrada. Os métodos que apresentamos foram
desenvolvidos em diversos lugares e momentos da histéria da
matemadtica e julgamos que ilustram bem a riqueza e engenho dos
pontos de vista que foram adoptados nas varias épocas. O nosso
périplo leva-nos primeiro a Mesopotamia, onde veremos valores
aproximados que podem ser justificados através de um argumento
geométrico; depois a Grécia, com os calculos por aproximagdes
sucessivas que resultam do célebre método de Herao; este algoritmo
é um caso particular do método de Newton-Raphson, em que

intervém a derivada de uma funcdo determinada; em seguida veremos como um valor de V2 presente na
tradicdo matemadtica indiana se pode explicar mediante uma dissecagdo astuciosa de dois quadrados;
importaremos entao da tradicao chinesa uma aproximagao geométrica levando ao algoritmo do tipo «algarismo
a algarismo» ainda ensinado ha algumas décadas nas nossas escolas primarias, antes do advento das maquinas
de calcular; finalmente terminaremos com uma técnica que se pode ligar a equagédo de Pell-Fermat.

2. Araiz quadrada na Mesopotimia

A nossa primeira paragem leva-nos a Mesopotamia (actual Iraque) alguns séculos antes da nossa era. A
matematica desenvolvida nesta civilizacdo chegou até nds através de pequenas tabuas de argila — foram
inventariadas varias centenas — e algumas contém inscri¢des relativas a raizes quadradas (por exemplo,
procura-se o lado de um triangulo rectangulo, conhecendo os outros dois). Encontram-se assim como valores de

12 )
60
24 1 1
1+—+5—2+—03 ()
60 60" 60

(relembremos que os Mesopotamios usavam um sistema de numeragao sexagesimal, isto &, de base sessenta).
Esta tiltima aproximacgao, que é aproximadamente igual a 1,41421296, em que as primeiras cinco casas decimais
sdo exactas, encontra-se na tdbua YBC 7289 da coleccdo da Universidade de Yale (Yale Babylonian Collection).!

Figura 2

'As duas fotografias da figura 2 sdo retiradas do cybersite de Bill Casselman, University of British Columbia, Vancouver — ver

be.html
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Esta tabua mostra-nos um quadrado com lado 30 no interior do qual se podem ler os dois niimeros
24 51 10 25 35
—t——t+t— e 2+ =
60 60° 60 60
30x[ 24 51 10 ]742 25 35

I+—+—+—|= —t+—
60 60° 60’ 60 60
i 24 51 10 R .
conclui-se que 1+ w0 + e + I éuma aproximagao da diagonal de um quadrado delado 1.

Nao se conhece o raciocinio que tera levado os matemdticos da Mesopotamia aos valores (1) e (2). No caso da
. < 25 . . . .
aproximagao 1+a ,podemos imaginar que se procedeu simplesmente por tentativa e erro elevando ao

quadrado determinados nimeros. O historiador Victor Katz propos como plausivel a explicagao seguinte do
processo que os Mesopotamios poderao ter seguido para chegar a estes valores. Baseando-se em afirmagoes que
figuram em alguma tabuas, Katz afirma (ver [9, p. 28]) que se trata de um método “para o qual existe alguma
evidéncia textual”.

Aproximacao de Jka partir de um valor por defeito

Falando de um ponto de vista geométrico, o calculo de Jk pode ser encarado como a procura de um quadrado
com area k. Podemos procurar incluir nesse quadrado o maior quadrado possivel com lado conhecido —para o
efeito pode-se usar uma das numerosas tabuas de ndmeros elevados ao quadrado que os Mesopotamios

possuiam. Chamemos @ ao lado do quadrado assim introduzido, e ¢ ao pequeno

segment\(/)_que é necessario juntar a a para obter olado do quadrado com area k, isto
—_— _— ; -

VE éa+c=+k

a c

A determinacdo de um valor 4’ mais proximo de Vk ndo é mais do que encontrar
uma boa aproximacdo de ¢, o que pode ser feito examinando a regido em forma de
«L» reflectido que envolve o quadrado de lado @ — por analogia com o estilo de um
relégio de sol ou ainda com um esquadro, esta regido era chamada gndmon pelos
antigos gregos (ver a defini¢do 2 do Livro II dos Elenentos de Euclides, onde esta
expressao € introduzida em associagdo com um paralelogramo).

Este gnémon tem evidentemente dreaigual ak- a’, Mas observemos queele se pode
decompor em dois rectangulos de lados 2 e ¢, mais um "pequeno” quadrado de lado

c. Temos entdo 2ac+c’ =k-a’.

(Este tipo de argumento geométrico, baseado em dissecagdes elementares de
figuras, esta inegavelmente ao alcance dos povos da Mesopotdmia. Mas existe
certamente um anacronismo na notagao algébrica que nés utilizamos para exprimir estes factos geométricos.)

Figura 3

Para simplificar a discussao, pode-se desprezar o quadrado de lado ¢, obtendo assim a aproximagao
2ac ~k —a’istoé )
k—a
C~
2a
Resulta que um melhor valor para Vi (emrelagao ao valor de partida a) é obtido tomando para aproximagao de
a+caquantidade
a'=a+ k-o”
- 2a ®G)
k— 2
Pondo ¢ = 5 observa-se que a aproximagio ¢ ~ ¢ é uma aproximacio por excesso (c*>¢): com efeito, uma
a
vez que 2ac' (z)k - a2, esté-sea supor que os dois rectangulos com lados g e ¢' tém em conjunto a mesma area que
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o gnémon, obrigando assim a um valor de ¢' superior ao de c. Resulta que a aproximagao (3), a'=a + ¢, com base
num valor de partidaa tomado por defeito (isto é,a <Jk ) éela propria uma aproximagao por excesso (1 '>\/B.
Adesigualdadea >Jk pode pois serjustificada elevando ao quadrado cada um dos seus membros.

temos, com efeito, que 4’ 2k

Como a'=
2a 402 4a

a’+k _a4+2a2k+k2—4a2k_(a2—k)2
B B 2

e assim a” - k> 0 uma vez que o numerador e o denominador do membro da direita da tltima igualdade sao
ambos estritamente positivos.

Veremos na sec¢ao 2.4 um argumento geométrico mostrando que o aproximante 4' toma sempre um valor por
excesso.

N ‘ . . . 7 2 /
Chamando b a diferenca entre as dreas dos dois grandes quadrados da figura 3, isto é b=k - a°, 0o método de
aproximagao em questao pode reescrever-se na forma

b
aib~at— 4)
2a
Trata-se de uma férmula de aproximagao que se encontra regularmente ao longo dos tempos.
Aproximacio de Jk a partir de um valor por excesso
O que aconteceria se em vez de um quadrado de lado a situado no interior do quadrado de area k, tomassemos

um quadrado que o contivesse?
Tem-se entdo que - c =Vk . Além disso, o gnémon que contorna o quadrado

[ . . 2 - . A
i com area k, cuja area é agora dada por a” - k, decompde-se em dois rectangulos de
-— e

VE ¢ lados a-c e c mais um "quadradinho” de lado c. Temos assim que 2(a- c)c + = -k

Resulta que 2ac - =0’ -k (esta tltima expressao interpreta-se facilmente sobre
o gnémon). Desprezando de novo o quadrado delado ¢, obtém-se a aproximagao ¢’

tal que 2ac'= a- k,istoé,

cxC=
20

Segue que, neste caso, se obtém um melhor valor de Vk tomando para
aproximagao de - caquantidade
Figura 4 2

a 2a ®)

E interessante constatar que a "férmula de aproximagio” decorrente é exactamente a mesma (comparar as
linhas (3) e (5)) seja o valor de partida a inferior ou superior a Jk. Resulta que a aproximacao da raiz quadrada
quando baseada sobre um valor de partida a tomado por excesso (a > N ) é também ela por excesso (a' >\/E).
(Poderfamos igualmente justificar esta afirmagao notando que no caso em que a >V k a aproximagao de c por ¢' se
faz agora por defeito: ¢' < c. Com efeito, supomos que os dois rectangulos com lados a e ¢’ tém em conjunto a
mesma area que o gnomon, obrigando assim a que ¢ seja mais pequeno do que ¢, uma vez que o gnomon €
formado por dois rectangulos com lados a e ¢ menos o quadrado de lado c. Consequentemente a' € por excesso,
uma vez que naexpressaoa-c', se subtrai de suma quantidade por defeito.)

Assim, o método geométrico introduzido nas secgdes 2.1 e 2.2 conduz sempre a uma aproximacao por
excesso, pelo que a tinica excepgdo possivel decorre da escolha do valor inicial, que quem pretenda aplicar o
método podera eventualmente escolher por defeito. Na discussado seguinte nao perdemos pois generalidade
restringindo-nos ao caso de aproximagdes por excesso.
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Como anteriormente, pode introduzir-se a diferenga b entre as areas dos dois quadrados grandes da
figura 4 que, no caso, é b = -k A equivalente da féormula de aproximagao (4) € entao
3 b
a“-k~a-— 6
2a ©)

25
Se aplicarmos este método no calculo de V2 partindo do Va10r1+% (superior a V2 ), encontramos

24 51 10
directamente limitando-nos auma precisao com trés "casas sexagemais”" aexpressio 1+—=+ ——+— da

2 3
tabua YBC7289. Deixamos os pormenores de calculo ao cuidado do leitor. 60 607 60
Uma novainterpretagdo geométrica

Fazendo fé no anacronismo inerente a tal manipulacao, simplifiquemos alegremente (e algebricamente!) a
2

2a

;obtém-se assim facilmente
l a+ E
2 a @)

No célculo de vk , esta nova forma de escrever coloca a tonica sobre os nimeros a e — , onde a pode ser
a

"férmula mesopotamica" a4 +

tomado como um valor aproximado de Jk (pouco importa a forma como ele foi obtido). E vemos ainda que

2

1 k
estamos na presenca da média aritmética destes dois nimeros, 5 at n

Esta visdo da lugar a uma nova interpretacao geométrica. A determinacao do lado do quadrado com area k

pode ser feita substituindo este quadrado por um rectangulodelados a e —, portanto ele também com area k —
a figuraseguinteilustra o caso tipicoa > Jk.

k
O rectangulo com area k e lados 2 e — constitui assim uma aproximagao do
; a
quadrado com a mesma area.

. (1 G 1 k .
Toma-se em seguida a média aritmética a'= > (a + —) dos dois lados deste
a
ke rectangulo, obtendo-se assim um novo valor a' que, pelo menos no plano intuitivo,
constitui uma "melhor aproximacao" dolado do quadrado.
E é bem o caso! Assim, na situagao ilustradana figura 5 tem-se por um lado a' <a

k k
Vk d (uma vez que amédia a' estd situada entre os valoresa e — com — <a) e, por outro
a a

Figura 5 lado, ja vimos que que a' é sempre maior do que \/% -Resulta entao que \/% <a'<a,
peloque aaproximagioa' é mais proximade vk doquea.

Um método excessivo, como salta a vista!

A interpretacdo geométrica da seccdo 2.3 conduz a uma prova visual’ de que o valor obtido pelo método
mesopotamico é sempre por excesso, quer o nimero a seja inferior ou superior a vk . Consideremos, por

‘Convém insistir sobre o facto de que a visdo em termos de média aritmética dos dois nimeros a e k/z ndo se encontra
explicitamente nos documentos conhecidos provenientes da época mesopotamica.
’Esta demostragao foi-me sugerida pelo meu colega Frédéric Gourdeau, a quem agradego.
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exemplo, o caso tipicoa> Jk. Coloquemos um quadrado delado K dentro do rectangulo de ladosaek
a

- : 1 k e k

e consideremos em seguida o quadradodelado a'= E(ﬂ + —j , Comoa'éamediaaritméticaentreae —, olado
a a

deste ultimo quadrado esta precisamente a meio caminho entre os comprimentos a e — . Constatando a

a

congruéncia das duas regides sombreadas da figura 6, vemos imediatamente que o quadrado delado 2’ tem area

k

sy g A cp g 2 . . .

superior a area do rectangulo com lados a e — , isto é, 4 > k. Deixamos ao cuidado do leitor o tracado de uma
a

figura semelhanteilustrando o casoa< Jk.

a -
T
! [ Até agora foi abundantemente usado o resultado seguinte:
1
1
' I/a Independentemente do facto do valor a constituir uma aproximagao de Jk por
1
: 2
1 . . - ' k-a 1 k ,
' defeito ou por excesso, aaproximagdoa' = g + ==| a +—|é sempre por
i 1 P P 2a 2 a
le——— k/ig—», excesso, istoé, a' > k.
I
1
< a' - Com efeito, além da prova visual que acabamos de usar, lembremos que este
- . resultado foi primeiro estabelecido através de um raciocinio geométrico apoiado
gura . ~ , ]
5 nos gnomons (secgdes 2.1 e 2.2), e que demos também uma prova algébrica na
seccao?2.1.

Gostariamos agora de abordar este mesmo resultado sob um outro ponto de vista.
Demédiaem média

Prolongamos nesta sec¢ao a interpretagdo do método mesopotamico baseado nanocao de média aritmética.
Por interessante que esta visao seja, e convém insistir de novo neste facto, ela nao se encontra explicitada nos
documentos da época. Contudo, faz intervir no¢des completamente no espirito dos matematicos gregos da
Antiguidade: além da média aritmética de dois nimeros dados, trata-se efectivamente aqui da sua média
harmonica. Recordemos a proposito que os Pitagoricos consideravam diversos tipos de "médias” (ver [5, I, pp.

85-89]), de que destacamos em particular a média aritmética 1 (u+0) ,amédia geométrica Juv eamédiaharmonica
2

2uv

e de dois nimeros u e v. Supomos na discussao que segue que g = Spois, caso contrario, o problema da
determinagdo de \/E estaria resolvido!

Uma forma simples de nos convencermos da validade da desigualdade a' > k é apelar para um facto
"classico” em matemadtica elementar, a desigualdade média geométrica —média aritmética. Mas na realidade estamos
afalar de média geométrica porqué? k

O facto de substituir o quadrado de area k por um rectangulo com a mesma area e com lados a e i como

ilustra a figura 5, corresponde certamente aigualdade k = g K .
a

Masentdo olado do quadrado, que é araiz quadrada procurada, pode-se escrever na forma

JE=Ja K
a
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L 1 - . k . <
encontrando-se no membro da direita a média geométrica dos ntimeros a e — . Ora, vimos na secgio 2.3 que a
A . T o a
aproximagao a'é precisamente a média aritmética destes dois niimeros.

Dito de outra forma, podemos reinterpretar o método mesopotamico como consistindo em aproximar a raiz

quadrada de um niimero k, que pode ser encarado como a média geométrica de dois niimeros a e — , através da média
G p a
aritmética destes niimeros.

Mas istondo é tudo: ha uma outra média emjogo. Com efeito, uma vez obtida a aproximagao a', podemos ser
levados a continuar o processo de aproximagao considerando um novo rectangulo com area k, mas desta vez

Lk [T o
comladosa'e = Notemos que, umavezque a > k , setem obrlgatorlamente que
a
k
—<+k<a 8
. ®)
~ . . k . .
Esta observagao decorre directamente da igualdade @' — =k : quando se considera um produto de dois
a

factores, esses factores situam-se forcosamente de um lado e do outro daraiz quadrada do produto.
Oranotemos que

sendo esta tiltima expressdo exactamente a média harmoénica dosniimerosa e —.
a

Somos assim levados a debrucar-nos, de um modo geral, sobre a relagdo entre a média harmonica, a média
geométrica e a média aritmética de dois numeros. E é aqui que intervém uma desigualdade célebre (que
designamos de forma abreviada pela sigla MH-MG-MA): a média harmoénica [resp. geométrica] de dois
numeros nunca ultrapassa a sua média geométrica [resp. aritmética].

Desigualdade MH-MG-MA
Dados dois niimeros reais nao negativos u e v, tem-se que
2uv 1
<Juv<= (u + v)
u+o 2
sendo asigualdades satisfeitas quandou =v.

Existem numerosas demonstragoes deste resultado bem conhecido. Para o leitor interessado neste assunto,

apresentamos algumasno Apéndice 1 deste texto.
Transpondo para o caso que nos interessa, a desigualdade MH-MG-MA toma a forma

2ak

[ a] ’ k 1[ k]

i+ a 2 a
a

istoé,

ES k<a'
7

k
Sendoaigualdade a=— postade parte por trivialidade, decorre directamente a desigualdade (8):
a

£,< k<a
a
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L A R o id a .
Assim, ndo apenas oladoa' donovo rectangulo de aproximagao, que é amédia aritméticadeae T é superior

k k
av' k, mas o seu outro lado — é forcosamente inferior av k, tratando-se, além disso, da média harménicade a e —.
a a

k
Se repetirmos este processo, a nova aproximacao 4" sera enquadrada por — e a1’ — trata-se, com efeito, da
a

I k
sua média aritmélical — e certamente a" é superior avk . Os nimeros a'e — constituem pois um
- a
enquadramento mais finode vk

£‘<4< k<a'<a
a a

O mesmo acontece evidentemente para as etapas seguintes 4", etc. Mas ha mais. Como 4' é a média
aritmética entre — e 4, o ponto a' situa-se precisamente no meio do intervalo separando estes dois pontos. O
a

valor procurado, \/%, encontra-se pois na metade esquerda deste intervalo. O mesmo acontece nas etapas de
aproximacao seguintes.

Este método de aproximar a raiz quadrada é por vezes chamado mélodo da média aritmélica-harménica. E
utilizadoem [12, p.43]".

3. Araiz quadrada por aproximagGes sucessivas: o método de Herdo

Tanto quanto sei, ndo se encontra explicitamente nos mesopotamios a ideia de repetir sistematicamente a
sua iniciativa, isto é, retomar o calculo a partir de cada novo valor obtido para encontrar sucessivamente uma
melhor aproximacao de Vk Mas esta ideia de iteracdes sucessivas é claramente expressa pelo matematico grego
Herao de Alexandria (séculoIdanossaera).

1 k
Aexpressao E(ﬂ + —] foi proposta por Herdo como aproximacao de Jk no Livrol da sua obra Métricas —
a

obra essa perdida e reencontrada em 1896. Herdo apresenta no inicio deste livro diversos problemas aritméticos
sobre tridngulos (calculo da area e da hipotenusa do triangulo rectangulo com catetos dados, drea do triangulo
isdsceles com lados dados etc.) e é levado, no problema 8 ([6, pp. 18-25]), a um método geral para o calculo da
area A do triangulo de que se conhecem os trésladosa, bec. Eentdo queintroduz a célebre férmula que tem o seu
nome — apesar de elaja ser provavelmente conhecida por Arquimedes (cf. [5, II, p. 322]):

A:Jsis—uis—bis—ci )

1
onde s= 5 (a+b+c) é o semi-perimetro do tridngulo. O problema 8 do Livro I termina alids com uma

"demonstragdo geométrica” (segundo as palavras do proprio Herdo) da férmula (9).

Mas anteriormente Herdo aplica, neste mesmo problema, a sua férmulano casoa=7,b=8ec=9, pelo que
tem que calcular\/12x 5x4 x3 = V730 (nos problemas anteriores os comprimentos foram escolhidos de formaa
que aextracgio das raizes quadradas seja imediata: \/E,«/@ , M) Herao escreve entdo o seguinte:

‘Veremos na préxima secgdo que o matematico grego Herdo de Alexandria propds um método para o calculo de raizes
quadradas em que intervem a média aritmética (7). As nogoes de médias aritmética, geométrica e harmonica, como referimos
anteriormente, remontam a escola pitagérica, portanto mais de quinhentos anos antes de Herao. Contudo, trata-se sem
duvida de uma maneira simultaneamente elegante e inspiradora de abordar o método do alexandrino. Alem disso,
mencionamos no Apéndice 1 os textos gregos antigos de onde se podem extrair liga¢des entre estas médias como a expressa 1256
pela desigualdade MH-MG-MA. Mas nao é de forma alguma claro que tal visdo pudesse ter servido de inspiragao a Herao.
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"Uma vez que 720 ndo tem lado racional, vamos extrair o lado con uma diferenca muito pequena da forma seguinte.
Como o primeiro niimero quadrado maior do que 720 ¢ 729, que tem por lado 27, divida-se 720 por 27, fica 26 €2/3, junta27 e

2 11 11 1
fica 53 5 toma a metade, que é 26 73 Com efeito, 26 33 multiplicado por si préprio da 720 T pelo que a diferenga
1
(nos quadrados) é % . Se queremos tornar essa diferenca ainda inferior a 31_6' colocamos 720 % acabado de encontrar no

. P ) 1
lugar de 729 e, procedendo da mesma forma’, encontraremos que a diferenca (nos quadrados) é muito mais pequena do que %

(Citadoem [1, p.231])

Este texto de Herdo menciona explicitamente a ideia de repetir o calculo a partir do valor obtido, de forma a
aproximar tanto quanto se desejar o valor procurado. Vemos assim surgir uma sucessdo (teoricamente
ilimitada) de valores ay, a,, a5, ..., obtidos por iteracio da "férmula de Herao" e aproximando-se de k , cada

aproximagao sendoligada a anterior pela relagdo

1 k
A1 = E[”n + _] (10)

Ay

L . S . 1 k S 1.
Assim, é praticamente no decorrer do processo que Herao introduz a féormula =| 5 + = | , e ndo diz nada
a
quanto a maneira como chegou a esta expressao. Serd que se trata de um raciocinio geométrico como o invocado
na seccao 2.3, onde se aproxima um quadrado por rectangulos com a mesma area? Sera que ele via esta

. ‘3 e s , k . . ~ .
expressdo simplesmente como a média aritmética dosntimeros ae —? Ou ainda serd uma expressdo importada
3a

de textos mais antigos ou pertencendo ao "folclore matematico" do seu tempo? Nao o sabemos.

4. A procura de umaraiz de uma equagio algébrica: o método de Newton-Raphson

Se Jk se interpreta geometricamente como o lado de um quadrado com area k, algebricamente trata-se de
uma solugdo da equagdo x” - k = 0. Esta passagem a um quadro onde o interesse se centra nas raizes de um
polindmio permite colocar em jogo um método geral de procura dos "zeros" de uma funcado f isto é, valores da
variavel x que sao raizes da equacao f(x) =0. O leitor que guardou algumas lembrancas da sua primeira cadeira
de calculo diferencial — a presente visdo decorre simultaneamente da algebra e da analise — reconheceu aqui o
contexto de aplicagdo do método de Newton-Raphson, um tema classico nesse quadro. Este método foi
introduzido por Isaac Newton em cerca de 1670 e em 1690 simplificado pelo seu colega Joseph Raphson nas
férmulas iterativas que se usam hoje em dia. Serd apenas algumas centenas de anos depois que se insistira sobre
0 aspecto geométrico do método — donde a denominagao "método da tangente” frequentemente utilizada —,
analogamente sobre as considerages de convergéncia (ver[1, Chap.6]).

Seja entdo fuma fun¢io «bem comportada» —no nosso caso é suficiente supor que /€ duas vezes derivavel, o

que é evidentemente o caso da fungao f(x) = -ka que vamos aplicar Newton-Raphson. Vamos ainda supor que
encontramos um certo intervalo onde se encontra umaraiz da equacao f(x) =0, por exemplo através do estudo da
variacdo de sinal da fungéo f. O método de Newton-Raphson consiste em tomar um valor arbitrdrio a situado
"proximo” da raiz procurada, e tomar em seguida como aproximacdo desta raiz o ponto 4' resultante da
intersecgdo com o eixo dos x da tangente d curva no ponto f(a).

11 11
“Por outras palavras, trabalhando com o «lado» 2655 em vez de 27. Lembremos de passagem que a notagao 2655 significa
26+1/2+1/3.
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Uma vez que o declive desta tangente se exprime, através da fungao derivadaf,
naforma
/@)

f'(ﬂ)=7

a

obtém-se facilmente a relagdo seguinte paraa':

()

@)
-~ De novo a ideia é de proceder por aproximagdes sucessivas, obtendo-se assim
uma sucessdo de valores ay, a,, a3, ..., que se aproximam cada vez mais do zero da

flay|-

Figura 7 fungaof.

Quando aplicada a fungio f(x) = x’-ka relagdo que exprime a' tomaa forma

, al-k 1[ k]
a=aq- =—| g+ —

2a 2 a

onde se reconhecem simultaneamente a férmula mesopotamica e, bem entendido, a de Herao.

Um dos interesses de ligar tanto a técnica mesopotamica como a de Herdo ao método de Newton-Raphson é
que se podem tirar deste quadro informagdes preciosas sobre a eficdcia destes algoritmos. Com efeito, pode
demonstrar-se com bastante facilidade que o método de Newton-Raphson converge de forma quadrdtica. Isto
significa que que o erro cometido na (i+1)- ésima etapa—isto é, a diferencae;, ; =x;,, - ¥ entre a (i+1) aproximagao
x;,1 € o zero de f, ¥ — exprime-se em func¢ao do quadrado do erro ¢; da etapa anterior. (Este tiltimo resultado €

objecto do Apéndice 2 deste texto.)
Entao se nos situamos numa "boa vizinhanga" da raiz procurada, por exemplo com um erro da ordem de

3 s . A ~ . 6 .
10”, uma nova aplicagdo do método mesopotamico ou de Herdao dara um erro da ordem de 10°, duplicando
assim o numero de casas decimais exactas. Vemos assim que estes métodos de aproximagéo da raiz quadrada,
apesar dasuasimplicidade, sdo de uma eficacianotavel.

5. Araiz quadradaatravés de manipula¢do geométrica

Vamos buscar a tradicdo indiana o nosso proximo exemplo de extraccdo de uma raiz quadrada. Os
Sulbasutras constituem um anexo a um conjunto de textos religiosos (os Védeas) e remontam a 800-600 a.C. A
palavra sulba significa «corda»: encontram-se nos Sulbasutras instru¢des para a construgao de altares para rituais
religiosos, servindo a corda para medir as dimensdes dos altares.

Propdes-se nos Sulbasutras o método seguinte para o calculo de V2 (provavelmente relacionado com o
projecto de construgéo de um altar cuja area duplique a de um altar dado): "Aumenta a medida da sua terca
parte, e essa terca parte da sua propria quartei/aarte menos a trinta e quatro-ésima parte desse quarta parte.” ([10,

p-40]). Utiliza-se pois como aproximagao de+/2 aexpressao
1 1 1

1+=+ -—
3 3x4 3x4x34 1)

Esta aproximagao ronda 1,414215686, sendo as cinco primeiras casas decimais exactas. Tal como acontece no
caso do método mesopotamico ou no de Herao, os autores dos Sulbasutras nao forneceram qualquer indicagao
sobre os raciocinios que os levaram a este valor parav 2.

Uma visdo possivel da expressdo (11) é retomada por Joseph [7, pp. 234-236] (com base nos trabalhos de B.
Datta). O argumento assenta no facto de serem dadas duas copias de um quadrado com area 1 e de ver como
«reunir» estas figuras de maneira a formar um quadrado com drea 2, do qual se procurard em seguida calcular o
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lado. Bem entendido que uma solugao geral de um problema de adicao de areas é fornecida pelo teorema de
Pitagoras: o quadrado construido sobre a hipotenusa de um triangulo rectangulo tem exactamente por drea a
soma das areas dos quadrados construidos sobre os dois lados do angulo recto. Mas uma tal aproximacao, por
mais elegante que seja no que diz respeito a ideia de adicionar areas, ndo € minimamente 1util quando se
pretende obter um valor numérico do lado do quadrado. O argumento que encontramos em [7] assenta sobre o
"bricolage” geométrico seguinte, no qual intervém a figura 8.

Consideremos os quadrados ABCD e PQRS, ambos com area um. Comecamos por decompor um dos
quadrados dados em trés bandas idénticas. Duas destas bandas (regides 1 e 2) podem ser colocadas sobre os
lados do outro quadrado. Dividindo entdo a terceira banda em trés quadrados, tomamos um deles (regido 3)
parao colocarno "canto”, junto as regides 1 e 2. Resta pois colocar a volta do quadrado ABCD (assim aumentado)
os dois tltimos quadrados, vestigios do segundo quadrado de partida. Com esse fim, dividimos cada um dos
dois "quadradinhos” em quatro bandas idénticas (regides 4 a 11) que colocamos como é indicadona figura 8.

G

T 1 5 1T &1 7 M-
1 C3 ]
D S R
9 3
2 M 1
10 I Z
&
L 7
g
g
11 2
P 11
A = ¥ o
Figura 8

Neste momento o primeiro quadrado ABCD foi transformado num grande quadrado AEFG com lado
1 1 5

1+-+

3 3x4 12 (12)

Contudo, a area deste grande quadrado excede o dobro da area de ABCD, uma vez que o quadradinho
sombreado situado junto ao vértice F nao foi coberto por fragmentos provenientes do quadrado PQRS. Ora este

2
quadradinho tem areaiguala [—] E pois necessrio, para equilibrar o todo, "repartir" este quadradinho ao

3x4

longo doslados do quadrado AEFG recortando-o.
Com essa finalidade, imaginemos que tiramos trés bandas estreitas, cada uma de largura x do quadrado
AEFG -por exemplo, tiramos uma primeira banda ao longo de AG e outra em baixo, ao longo de AE. Supomos,

2
bem entendido, que estas duas bandas totalizam uma areaigual a [ﬁj de forma que
X
2
2x |1+ 1 + L - X2 = L
3 3x4 3x4

Desprezando o termo x’, esta tltima equagao, depois de simplificada, conduz a x ﬁ , tal como
pretendiamos.

Observemos que a analise geométrica anterior ¢ apenas valida para o caso de V2 ,isto é, quando se procura
duplicar a drea de um quadrado.
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Katz[9, p. 28] propde outra interpretagao da aproximagcao (11) para \/E . Tomando como ponto de partida o

a’-k

5
valor 15, que figura em (12), ele aplica a aproximagao mesopotamica a'=a - — verem (5) —, obtendo

assim directamente a aproximagdo indiana de v2:

7 1
17 12 17 144 17 1

Alias, Neugebauer escreve a este respeito: "Nao me parece de excluir a possibilidade de que tanto o termo
principal como a correcgdo subtraida sejam, em ultima instancia, baseados nas duas aproximagdes babildnicas.”
(11, p.35])

6. A raiz quadrada "algarismo a algarismo": visdes geométrica e algébrica do algoritmo usual

O proximo exemplo de método de extraccdo da raiz quadrada leva-nos para os lados da antiga China. O
livro Os nove capitulos sobre os processos matemdticos (em chinés, Jiuzhang suanshu — ver [2], [8]) figura entre os
principais textos de matematica da Antiguidade chinesa. Esta obra, que remonta a época da dinastia Han (-206 a
220), foi escrita por volta do principio da era comum (d.C.) e consiste numa recolha de conhecimentos
matematicos desenvolvidos durante o milénio precedente. O contetido matematico dos Nove capitulos é
apresentado de forma sumaria e sem justificagdes, sob a forma de problemas com respostas e de processos para
encontrar essas respostas. Contudo, esta obra, um dos «classicos» da China antiga, foi ao longo dos séculos
objecto de comentarios explicando e justificando esses algoritmos. Para o nosso propdsito sao particularmente
interessantes os comentarios de Liu Hui (263), que dao uma interpretagdo geométrica bastante limpida do
método propostonos Nove capitulos para a extracgdo da raiz quadrada.

Uma visido geométrica

Pretendemos agora ilustrar o funcionamento do algoritmo chinés para a raiz quadrada e fornecer uma sua
motivagdo geométricabaseadanos comentdrios de Liu Hui. Para isso usamos como caso tipo o calculo de \[55225
que é um dos exemplos numéricos tratados nos Nove capitulos (problema 12 do Capitulo 4). O facto de este
numero ser um quadrado perfeito nao retira nada a generalidade do objectivo, o algoritmo que da, um aum, os
algarismos da raiz quadrada, qualquer que seja o seu valor posicional. A discussao que segue podia assim ser
facilmente transposta para o caso de uma raiz quadrada nao inteira. Esta constatacdo encontra-se alids nos
comentarios de Liu Hui, que fala explicitamente da continuagao da extraccdo da raiz para la da unidade, "na
parte decimal” ([2, p.365]): Liu Hui menciona que os algarismos obtidos sucessivamente sao entdo tomados
como numeradores, enquanto que 10, 100, ... intervém como denominadores. E ele exprime claramente que cada
vez que se calculam mais algarismos decimais, mais as fraccdes correspondentes sdo "finas", de forma que
apesar do quadrado de partida ndo ter sido completamente esgotado, a parte ("superficie") desprezada torna-se
tao pequena que "ndo vale a penafalar dela” ([2, p. 365]).

Sem surpresa, Liu Hui vé o calculo de uma raiz quadrada como a procura do lado de uma quadrado dado.
Contudo, em vez de proceder a uma decomposi¢io do quadrado "a maneira da Mesopotamia", faz uma
disseccdo que se aproxima muito da numeragdo em base dez. Sublinhemos simplesmente, a propdsito da
numeragao chinesa, que os Chineses utilizavam entre eles um sistema decimal posicional, bastante préximo do
nosso: o sistema dos pauzinhos para calcular.

A figura 9, retirada dos comentarios de Liu Hui (ver [2, pp. 323 e 801] e [8, p. 207]) serve de suporte aos
argumentos geometricos que subentendem o processo dos Nove capitulos para a extrac¢do da raiz quadrada. A
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figura deve ser lida etapa a etapa, enquanto se procura "esgotar” o quadrado de drea dada por quadrados de area
cada vez maior — Liu Hui utiliza mesmo a cor para ilustrar os seus propdsitos, onde nés usamos o sombreado.

(Estafiguranao estd, evidentemente, a escala.)
E preciso comecar por observar que /35225 ¢ um ntmero que expresso
na forma decimal é constituido por trés algarismos: este facto decorre facilmente

da observagao do niimero de algarismos das primeiras poténcias de 10. Em base 10,

0 nimero /55225 ¢ pois da forma abc (ou, se preferirmos a x 10° +b x 10 + ¢).
Calculemos agora, um a um, cada um dos algarismos 4, b e ¢, por ordem. Para
tornar mais clara a discussao, reproduzimos a figura 9 em cada etapa do calculo,
destacando os elementos pertinentes a essa etapa. No entanto o raciocinio pode ser
efectuado sobre umaso figura9.

Etapal: O algarismo das centenas

Procuramos em primeiro lugar o maior valor que o algarismo das centenas, 4,

pode ter de forma que o quadrado de lado a x 10° caiba no quadrado com drea
55225, isto &,

Figura 9
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(a ><102)2 <55225 (13)

a-102

a-102

Figura 10

Resulta que a = 2. Observemos o gnémon a volta deste quadrado de lado 200; ele tem area igual a

55225 -200" =15225.
Etapall: O algarismo das dezenas.

Seguidamente procura-se o maior valor que o algarismo das dezenas, b, pode ter de forma que dois
rectangulos de lados 200 e b x 10, mais um quadrado de lado b x 10 caibam no gnémon com area 15225, isto

r

€,

2x200xb x10+ (hx 10 <15225 (14)
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200 b.10

200

Figura 11

Como2x200x3x10+(3x10)°=12900 e 2 x 200 x 4 x 10 + (4 x 10)*=17 600 conclui-se que b=3. Obtemos entdo
o quadrado delado 230 rodeado por um gnémon com area 55225 - 230°=2325

Etapalll: O algarismo das unidades

Procuramos agora o maior valor que o algarismo das unidades, ¢, pode ter de forma que dois rectangulos
com lados230e ¢ maisum quadradodelado ¢ caibamnum gnémon com area 2 325, isto e

2%230xc+c2 <2325 (13)

230 ¢

230

Figura 12

Conclui-se facilmente que c=5 — que verifica a igualdade em (15) — e assim /55225 = 235.

E de salientar que, contrariamente aos métodos analisados nas seccdes anteriores, o processo dos Nove
capitulos fornece um a um os algarismos de uma raiz quadrada, cada etapa de calculo fornecendo uma nova
posigdo decimal (por ordem decrescente de grandeza). Foi por este processo que, no calculo de /55225, se
obtiveram sucessivamente os valores 200, 230 e 235. No caso dos algoritmos anteriores, cada etapa permite em
geral obter varios algarismos da raiz — nao esquecamos que estes métodos estao todos englobados no algoritmo
de Newton-Raphson, que converge quadraticamente.

20
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