por José Ricardo Camoes de Oliveira
[Licenciatura em Fisica, Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto']

Recorrencia de Poligonos:
Uma Abordagem Dinamica

"The world is colors and motion, feelings and thought... and what does math
have to do with it?"
Rudy Rucker, Mind Tools

1. Introducao

Neste artigo estudamos alguns processos de construgao por recorréncia de poligonos planos (um poligono
é uma unido fechada de segmentos de recta sem auto-intersec¢des), nomeadamente:

Seccio dos lados: partindo de um poligono inicial, dividem-se os lados escolhendo um ponto em cada um.
Unindo os pontos obtém-se um novo poligono, ao qual se aplica 0 mesmo processo.

DS Gl
Seccdo das diagonais: em vez dos lados, dividem-se as diagonais do poligono, sendo os pontos escolhidos
os vértices danova figura (que podera nao ser um poligono).

Y

Sobre estes métodos de criagdo de sucessdes de poligonos, podemos perguntar: convergem? Em caso
afirmativo, de que forma e qual o seu limite? Existirdo atributos partilhados pelos elementos de uma dada
sucessao? Os processos de construc¢ao sao injectivos (isto €, cada poligono é imagem de, no maximo, um outro)
e/ou sobrejectivos (i.e., qualquer poligono € imagem de um outro por aquele processo)? A seguir veremos uma
estratégia para responder a estas questoes.

2. Abordagem dinamica

Aos vértices de cada poligono podemos atribuir coordenadas no plano complexo, identificando-se deste
modo os poligonos de n lados com vectores em C" (tendo sido arbitrada uma ordenagéo dos vértices — por
exemplo, pelo seu argumento principal, em sentido anti-horario—e escolhida a origem do referencial de forma a
estar no interior do poligono). Os processos de construgdo considerados sao aplicagdes lineares a actuarem
nestes vectores. Sejam Z = (z,,...,z,) 0 poligono inicial e Z' = (z',,...,2,) a sua imagem. A seccdo dos lados pode

descrever-se pelas férmulas z'=pz+(1-p,)z,,(modrn), onde p,€]0,1[sdo os factores de corte (localizam os pontos
onde se seccionam os lados). Estas formulas descrevem uma aplicagio linear, Z'= AZ, cujamatriz é
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Py 1'P1 0 0 0
0 P, 1-p, 0 0
0 0 ) 1-p, 0
2 TP
0 0 0 1-p,., 1-p.
1-p, 0 0 0 P,

A secgdo das diagonais obtém-se de forma semelhante. No caso das primeiras diagonais, as férmulas de
transformacdo sdo =’ =pz+(1-p,)z..(modn), pelo que a matriz correspondente é

1A 0 1-p, 0 0

0 28 0 1-p, 0
R S
1-p,, 0 0 [ 0

0 1-p, 0 0 P

Para n suficientemente grande, podem considerar-se outras diagonais e respectivas matrizes de
transformacdo. Nesta notacdo podemos descrever o sistema dinamico associado a sucessao de poligonos (Z,),
definido pela recorréncia Z,,, = AZ, através da iteracao da aplicagao 4, ja que, se for Z, o poligono inicial, temos
Z=A"Z, paratodook.

Em geral, ¢ impraticavel calcular directamente poténcias de uma matriz. No entanto, sabemos que, sobre o
corpo complexo, todos os polinémios ndo constantes se decompdem em factores do primeiro grau e que, pelo
menos No caso em que as 1 raizes do polindmio caracteristico de A sdo distintas, A é diagonalizavel. Assim, se
forem, ..., A, 0s seus valores proprios (distintos ou nao), poderemos, em muitos casos, encontrar uma base u,,
..., U,, devectores proprios e, escrevendo o poligono inicial Z, e as suas imagens por A nessa base,

— *
Z=coigreuy e, u,, ()

obter
A'Z=c A'ugtc A'ut..+c, A, =c M e N te, A8, i, (#).
O problema fica resolvido se conseguirmos calcular os valores préprios de A, uma base de vectores proprios
associados e as coordenadas ¢;do poligono inicial nessa base. A dinamica, como indica (#), depende da evolugao
das progressdes geométricas de razoes ).

3.Seccdo dos lados com factor de corte tnico

Apliquemos a abordagem delineada anteriormente ao caso mais simples de recorréncia de poligonos,
odasecgao dos lados em que os factores de corte sdo todos iguais. As figuras sugerem relagdes entre os poligonos
dasucessao que verificaremos de seguida.

Conhecendo a forma geral de A, obtém-se as expressdes para os seus valores proprios resolvendo a equagao
em A, det(A- Al)=0.Ora

(p-2)"- (1-p)", se n é par
det[A-AI] = (p-2)+ (1-p)", se n é impar
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eportantodet(A- Al)=0seesdse

p-A 1 dené

1_}9 =1,nocasodene par
p-A .

p1 =1, no caso de n é impar

ou seja,

{XFP - (1-p)B, se n é par
L=p + (1-p)B, se n é impar Q)

2mifn

onde os f; representam as raizes complexas daunidade: g,=1, g,=e™", B;=(B,)j. Notemosque

=-1,senépar
i’ b <=1

IMI<p+(I-p) Il =1, e que I =1 & B,=1, se n é impar ;

ou seja, 1¢ sempre um valor préprio simples, e todos os restantes tém modulo inferior a 1, pelo que a sucessao (#)
converge: de facto, a contribuicdo do valor préprio 1 mantém-se constante, enquanto as restantes tendem para 0
poriteragdes de A.

Os vectores préprios associados a cada A, sdo u=(1, ., ..., B, - ") para n par, e u=(1, B, .., B, ")
para n impar. Com estes dados, podemos estudar em detalhe o comportamento assimptoético do sistema
dinamico.

Resultado 1: O poligono-limite da sucessdo ¢ um ponto localizado no centro geométrico do poligono inicial.

Demonstragdo: Basta calcular o limite pela formula (¥), tendo em conta a posi¢do do valor proprio 1 para
n par ouimpar, isto é, que
C,pl, S€ 11 € par

lim(A'Z,) = im(c, A te, M e+, A ) = p
k*)w( 0) k‘)m( oy oo 1 11 -1 n-1 !L-l) C()Ll(y sené lmpar

Observe-se que tanto u,,, (1 par) como u, (n impar) sdo iguais a (1, ..., 1), concluindo-se dai que o poligono-
limite é um ponto. Calculemos as constantes c, e c,, a partir da equacao (*):

1 1
@ Uy u

n-1
Para n é par: zk=(-l)k'lzocf(ﬁ])k'l
Ia
L a K1
Para n é impar: zk=]§,c7(ﬂi) .

Somando todas as equagdes, obtém-se z,+...+z,=¢,5,+¢,s, +...+C,;S,., , onde S, € a soma

1-CB)"
B _ 0, se p=-1
n-1 y_ 1+, i .
Yo (B = ,sen é par,
n, se f=-1
e
) 1
nl pr_ 41-B; =U,se ﬁJi v
= p=1" ,senéimpar,
n, se B=-1
. , s +ot , oL
concluindo-se que as constantes c,(impar) e, , (par) sioiguais a % , o centro do poligonoinicial.

A seguir, estudaremos os casos simples, de triangulos (1 =3) e quadrilateros (1 =4); esta analise é facilmente
generalizavel para valores de n superiores. Daqui em diante, consideraremos os poligonos centrados na origem
. zZ .tz . ~
do plano (ou seja, == 0,logoc, (nimpar)e c,, (npar)saonulos).
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