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1. A QUESTAO INICIAL
Este artigo surgiu de uma conversa com a biéloga Rute Por-
tugal, membro de uma equipa de investigadores que faz
observagdo de golfinhos no rio Sado a entrada da baia de
Setibal. A monitorizagdo dos roazes é feita, usando ins-
trumentos 6ticos apropriados, por dois observadores em
simultdneo, um em cada uma das margens da embocadura
do Sado. Devido a erros de medicdo, a posi¢do do golfinho
ndo pode ser determinada exatamente. Em vez disso a sua
‘localizagdo’ é registada como a regido de intersecdo dos
‘angulos de observagdo’ dos dois observadores, conforme
se ilustra na figura 1. A amplitude desses dngulos corres-
ponde ao erro de precisdo dos instrumentos 6ticos usados.
O problema que nos foi colocado consiste na determinagdo
da 4rea dessa regido onde o golfinho avistado se ‘localiza’.
A regido de localizagdo do roaz é tipicamente um quadri-
latero convexo, mas pode degenerar num tridngulo ou num

quadrildtero aberto com drea infinita. Por esta razdo a sua

ey

=R

Figura 1: Representacdo da localizacdo de dois observadores
avistando um golfinho.

Oerro na localizacdao de um golfinho
efetuada por dois observadores a
entrada do estuario do Sado é expresso
através duma area. Usando um pouco de
Trignometria e Geometria Euclideana
obtemos férmulas para esse erro e

mostramos como a fungao erro depende

da posicao do golfinho.

drea é dada por diferentes expressdes analiticas, dependen-
do da posigao do golfinho. Coloca-se entdo a questdo de de-
terminar as configuragdes possiveis e calcular as respetivas

dreas desta regido.

2. O PROBLEMA MATEMATICO

Dois observadores posicionados nos pontos A e B, a uma
distancia d um do outro, observam em simultdneo um roaz
no ponto C. Os instrumentos 6ticos usados tém uma esca-
la que indica o angulo da direcdo em que a observacéo é
efetuada. Sejam 6; = m(£ABC)e 0, = m(£LBAC)os angulos
medidos pelos observadores A e B respetivamente, e seja 6
a margem de erro na escala dos instrumentos 6ticos. Cha-
maremos ‘dngulos de observagdo’ dos observadores A e B aos
angulos de amplitude 26 que tém como bissetrizes as semir-
retas AC e BC respeti-
vamente. A intersecdo
dos dois angulos de
observagdo é uma re- i

gido convexa a que nos

vamos referir como o £
‘poligono de localizagio’ o - 1\&
do golfinho.

O poligono de loca-
lizagdo tanto pode ser
um poligono fechado
delimitando uma d4rea
finita, como uma re-
gido aberta e ilimita- i WY
da com 4&rea infinita, "’% . XE
a que, por abuso de
linguagem, nos vamos
referir como um ‘po-
ligono aberto’. Na figura
2 estdo representadas
quatro configuragdes
possiveis do poligono

de localizagdo do gol-

finho, que no quarto

exemplo fica aberto

Figura 2: Representacdo geométrica
dos observadores (pontos A e B) e
de quatro possiveis localizacdes do
golfinho (ponto Q).

com drea infinita.
A area deste poligo-
no depende da dis-
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tancia d entre os dois observadores, da margem de erro 6
do instrumento 6tico de observacdo e das medigoes 6 e 6,
efetuadas pelos dois observadores. Vamos agora recorrer a
alguns resultados bem conhecidos de geometria euclidiana
(c.f. [1]) para obter a drea do poligono de localizag¢do em cada

uma das suas diferentes configuracdes.

3. ALGUNS RESULTADOS CLASSICOS

DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

Consideremos um tridngulo de vértices A, B e C cujas me-
didas dos lados opostos a cada vértice sdo a, b e ¢, respeti-
vamente, e cujas medidas dos dngulos internos sdo a, f e y,
conforme representado na figura 3. Sabemos que sdo vdlidas

as seguintes propriedades:

Area do triangulo: Alapc) = % besina ;

a b ¢
sinf  siny

Lei dos Senos: — =
SIn «

Figura 3: Representa¢do do triangulo [ABC].

Teorema 1 (Arco Capaz). Consideremos uma circunferéncia
com duas retas secantes a circunferéncia e concorrentes en-
tre si num ponto Q.
(i) Se Q pertence a circunferéncia (figura 4 (1)), entdo a
medida do 4ngulo LTQR é dada por

TR
m(«TQR) = "7,
em que m(TAR) é a medida do arco TR que ndo contém

o ponto Q.

(ii) Se Q pertence ao exterior da circunferéncia (ver
figura 4 (2)), entdo

m(£LTQR) = m(TR) —m(PS) .

2

(iii) Se Q pertence ao interior da circunferéncia (ver
figura 4 (3)), entdo

_ m(TR) + m(PS)
m(£TQR) = —————".

Como consequéncia deste teorema temos a seguinte pro-

posigao:

Proposicao 2. Dados dois pontos A e B e um dngulo a com
0° < a < 180°, o lugar geométrico dos pontos E tais que
£EAB + AEBA = a é a unio de dois arcos de circunferéncia

com extremidades A e B.
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(1) ponto Q sobre a circunferéncia
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(3) ponto Q no interior da circunferéncia

Figura 4: Representacdo do ponto de intersecdo, Q, de duas retas
secantes a circunferéncia.

4. GEOMETRIA DO PROBLEMA
As questdes matemdticas motivadas por este problema vao
além do cdlculo da referida drea propriamente dita. Por
exemplo, considerando a figura 5, existe alguma relagdo en-
tre os pontos A, B, C, D e F? Como sdo as curvas, na carta
geografica, que separam as regides correspondentes as di-
ferentes configuragdes do poligono de localiza¢do? E como
é a curva que delimita a regido onde o poligono é fechado?
Considerando a figura 5 temos que
m(£LACB) = m(£LADB) = m(£AFB)
= 180° — (61 +67). @
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onde 01 e 6, representam os angulos LABC e 4BAC medidos

pelos observadores A e B respetivamente.
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Figura 5: Representacdo geométrica dos observadores
(pontos A e B), do golfinho (ponto C) e dos pontos D e F.

Recordando que trés pontos nédo colineares determinam
uma circunferéncia e supondo que o golfinho néo se encon-
tra em linha reta com os observadores, consideremos a cir-

cunferéncia que passaem A, B e C.

Proposicao 3. Os pontos D e F pertencem a circunferén-

cia determinada pelos pontos A, B e C.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que D estd no ex-
terior da circunferéncia e designemos por D; e D; os pontos
de interse¢do dos segmento de reta DB e DA com a circun-

feréncia, respetivamente (figura 6).

Figura 6: Supondo que o ponto D estd no exterior da
circunferéncia.

Usando (i7) do Teorema do Arco Capaz, temos que

m(AB) — m(DyDs)

m(£LADB) 7
e por (i) R
m({ACB) = ’”(‘2‘“3 )
o que é absurdo por (01).

Suponhamos agora, também com vista a um absurdo,
que D estd no interior da circunferéncia e designemos tam-
bém por D; e D, os pontos de intersecdo das retas DB e DA

com a circunferéncia, respetivamente (figura 7).

Figura 7: Supondo que o ponto D estd no interior da
circunferéncia.

Usando (iii) do Teorema do Arco Capaz, temos que

m(D1Dy) + m(AB)

m(LADB) = 5

e por (i)
m(AB)
2

m(£LACB) =

0 que novamente é absurdo por (1).

Provamos assim que o ponto D pertence a circunferéncia
determinada pelos pontos A,B e C. Analogamente se prova
que o ponto F também pertence a mesma circunferéncia.
Concluimos assim que os pontos A, B, D, C e F pertencem a

mesma circunferéncia, conforme a figura 8.
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Figura 8: Representacao da circunferéncia que passa pelos pontos
A B CDeF

Sejam A, B os pontos que representam as posigdes dos
observadores. Pela Proposicdo 2, o conjunto dos pontos C

tais que 61 + 6> < 180° — 26, onde como anteriormente
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0, = m({BAC)e 6, = m(£LABC), é aunido de todos os arcos
de circunferéncia com extremidades A e B correspondentes
a angulos a < 180° — 26. Este conjunto estd representado pela

regido a branco na figura 9.

(1) Poligono fechado

(2) Poligono aberto

Figura 9: Regides onde o poligono € fechado (a branco)
e aberto (a vermelho).

Recordando que a soma dos angulos internos de um
tridangulo é igual a 180°, e considerando a figura 8, vemos
que o poligono de localizagdo, que é a interse¢do dos an-
gulos £EAF e £DBE, ambos de amplitude 26, é fechado se
61 + 6, < 180° — 26,e é aberto quando 6 + 6, > 180° — 26.

Logo, remetendo novamente para a figura 9, podemos
concluir que sempre que o golfinho é avistado na regido
a branco temos um poligono de localizagdo fechado. Caso
contrdrio, o poligono é aberto e a respetiva drea infinita.

No caso em que o poligono de localizagdo é fechado te-

mos trés situagdes distintas, que correspondem aos trés
primeiros casos da figura 2:

1601 <6, 6 <He20+06,+6, <180° que na figura 10
corresponde a regido Ry;

2.1)9; <6, 6, > 0e20+0;+ 06, < 180° que na figura
10 corresponde a regido Ry;

if)6y > 6,0, < 6e26+0; +0, < 180° que na figura 10
corresponde a regido Ry;

3)61 >6,6, >0e 20+ 6+ 6, < 180° que na figura 10
corresponde a regido Ry.

Quando 26 + 61 + 6, > 180° o poligono é aberto, e a sua

drea € infinita, o que na figura 10 corresponde a regido Rs.

Figura 10: Representacdo das regides onde o golfinho
se pode localizar.

5. AREA DO POLIGONO DE LOCALIZACAO

Considerando a figura 10, temos que o poligono de localiza-
¢do do golfinho pode ter diferentes formas dependendo de
ser avistado na regido R;, R,, R3 ou R;. Apresentamos em
seguida a férmula do cdlculo da drea do poligono em cada
uma das regides. No entanto, apenas mostramos como cal-

cular a drea no caso Ry por ser o que envolve mais cdlculos.
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Nos outros casos os cdlculos sdo andlogos.

(Rq) Se o golfinho é avistado na regido R;, temos que o

poligono de localizagdo tem a configuragdo ilustrada na fi-
gura 11.

Figura 11: Representacdo do poligono de localizagdo
do golfinho na regiao R;.

A drea do poligono [AEBG] em funcéo de d, 6, 01 e 65 é
dada por

g (Esin(e —0;) + AGsin(0 + 92))

em que

F_ dsin(6 — 61)

sin(260 — 01 — 6,)

G = dsin(9+91)

sin(20 + 61 + 6,)

(R) Se o golfinho é avistado na regido R,, temos que o
poligono de localizacdo tem a configuragdo ilustrada na fi-
gura 12.

Figura 12: Representacdo do poligono de localizacdo
do golfinho na regido Ro.

A drea do poligono [AEF] em funcéo de d, 6, 6; e 6 é dada
por
1
= (AE AF sm(29))

em que
dsin(6; + 0)

_dsin(6; +6)
sin(01 + 6, + 26)

AE = AF= —— 2.
sin(6; + 62)

(R3) Se o golfinho é avistado na regido Rs, temos que o

poligono de localizacdo tem a configuragdo ilustrada na fi-
gura 13.

Figura 13: Representacdo do poligono de localizagdo
do golfinho na regido Rs.

A drea do poligono [BDE] em funcédo de d, 0, 61 e 62 é dada
por 1/—— .
> (BDBE sin(20) )
em que

BD:dsm(92+9) e BE

dsin(6, +0)
- E=
sin(6; + 6;)

sin(6y + 6, +20)

(Ry) Finalmente, se o golfinho é avistado na regido Ry,

temos que o poligono de localizagdo tem a configuracédo
ilustrada na figura 14.

Figura 14:
Representagao do
poligono de localiza¢ao
do golfinho na regiao Ry.

A drea do poligono [DEFG] em funcéo de d, 0, 01 e 6, é
dada por

% (ﬁﬁsin(@l + 60, +20) + DG FGsin(6; + 6, — 29))

em que
DE — dsin(fh +60)  dsin(f; —0)
~ sin(fy +6,+20)  sin(6; +6,)
F— dsin(6, +0)  dsin(6, —0)
"~ sin(6y + 6, + 20)  sin(6; +6,)
DC = dsin(6, +0)  dsin(6, — 0)
~ sin(f; +6,)  sin(6; + 6, —20)
e
G dsin(6; + 0) dsin(0; — 0)

sin(0; + 6) B sin(6y + 6, —20)
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Mostremos apenas como se obtém DE pois os outros sdo Recorrendo ao programa Mathematica obtivemos uma re-
analogos. presentacdo das curvas de nivel da fungéo drea do poligono

Considerando os tridngulos [ABE] e [ABD] e aplicando a  de localizagdo do golfinho. Na figura 15 podemos ver um

Lei do Senos, temos que density plot com a variagdo da drea do poligono nas dife-
AE AB rentes regides.

sin(61 +0)  sin(6; + 0, +20) Observemos, por exemplo, que na regido atrds referida
e como Ry, & medida que o golfinho se afasta dos observado-
AD - AB res, a drea do poligono aumenta até ao infinito, quando o
sin(0; —0)  sin(6; +62) golfinho alcanga o arco limite que separa as regides Ry e Rs

e como AE = AD + DE, fazendo AB = d, temos que a partir do qual o poligono deixa de ser fechado.

DE — dsin(f; +0)  dsin(6; —0)
sin(61 + 62 +260)  sin(61 +6;) | Agradecimentos

Assim, observando que a drea do poligono [DEFG] é a  Agradecemos a Rute Portugal enquanto membro investiga-

soma das dreas dos tridngulos [DEF] e [DFG], aplicando a  dora num projeto do Professor Francisco Andrade do IMAR

férmula “Area do triangulo”, temos o resultado. - Instituto do Mar, por ter colocado a questdo de como cal-
cular a drea do poligono onde se localiza o golfinho, o que

6. OBSERVACOES SOBRE A VARIACAO motivou a elaboragdo deste texto.

DA AREA DO POLIGONO Agradecemos ainda a Patricia Mota, também do projeto

Em cada uma das regides onde o poligono é fechado, depen-  IMAR, pelas fotos dos golfinhos que tirou a bordo da em-
dendo do local onde o golfinho é avistado, o cdlculo da drea  barcacdo “Costa Azul”.
do respetivo poligono deve ser efetuado usando a férmula
especificada na segcdo anterior. REFERENCIAS
[1] Aradgjo, P. V., Curso de Geometria, Gradiva, 1998.
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