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Oincluem vários critérios de 

divisibilidade de números naturais. 

de divisibilidade para números inteiros 

tem uma demonstração muito simples. 

qualquer número primo com 10.

 

a que possa ser lido mesmo por quem  

está a iniciar-se no estudo da matemática. 

Demonstração. Comecemos por demonstrar o resultado 

para d q de tal modo que a dife-

rença 

encontrar o elemento mínimo do conjunto

 é um número inteiro e 

Como os elementos do conjunto X pertencem a , se este 

X. Como 

, então , ou seja, 

 é um elemento do conjunto X e, portanto, o conjunto 

X é não vazio. Seja r o elemento mínimo do conjunto X e seja 

q um número inteiro tal que 

, ou seja, 

Demonstremos que . Se , então 

Como  pertence a X e , 

q e r

referidas demonstrando que se q , q’, r e r’

 com    e   com  ,

então 

  e 

Suponhamos que . Como  

, tem-se .

Como

 e 

concluímos que  

, ou seja, .

 isto é, . 

Como d pertence a , terá de ser , ou seja, 

. Então  e,   portanto, . 

Se , então q e r, únicos, 

tais que , com   

com .

.

Dividendo Divisor Quociente Resto

-15  3 -5 0

 15 -3  5 0

-21  6 -4 3

-21 -6  4 3

PRELIMINARES 

-

-

teira no conjunto  dos números inteiros. Começamos por 

ver que realmente é possível efetuar a divisão inteira em . 

-

d 

 num número a -

d a

“quando é que a diferença 

Dizer que há “q vezes d em a  

e que q  é mínima, ou seja, 

Proposição 1. Se a e d são números inteiros e d é não nulo, 

q e r, únicos, de tal modo que

  e 
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Dados a e d números inteiros e supondo que d é diferente 

de zero, dizemos que d é um divisor de a, ou que d divide a, ou 

ainda que a é divisível por d, ou até mesmo que a é um múltiplo 

de d, se o resto da divisão inteira de a por d é zero, isto é, se 

q de tal modo que .

a é divi-

sível por um produto   de números inteiros não nulos, en-

tão é divisível por cada um dos fatores  e . Com efeito, se 

, então  e .

No entanto, um número inteiro a ser divisível por  e 

por a seja divisível pelo produto . 

que um número ao ser divisível por dois números é também 

que será apresentada mais à frente, envolve os conceitos de 

-

resultados preliminares. 

Se n é um número inteiro, representamos por  o conjun-

to de todos os múltiplos de n.

O conjunto  dos múltiplos de n -

priedades:

1. O conjunto  é não vazio, pois ;

2. Se a pertence a  e b pertence a , então  per-

tence a . 

3. Se a pertence a  e m pertence a , então ma pertence 

a . 

 tem as propriedades (1) a (3), dize-

mos que  é um ideal de . 

 com estas propriedades cha-

mamos um ideal de , isto é, um ideal de  é um subconjunto 

I de  com as propriedades:

1. O conjunto I é não vazio;

2. Se a e b são elementos de I, então  é um elemento de I;

3. Se a é um elemento de I e  é um número inteiro qual-

quer, então  é um elemento de I.

Observamos que o conjunto  e o conjunto  são 

ideais de , já que  e .

Um número inteiro d não nulo é divisor de um inteiro a se, 

e só se, a é um elemento de . Este facto evidencia o papel 

dos ideais na teoria da divisibilidade.

Observamos que se I é um ideal de , então zero é um ele-

mento de I. De facto, por I

a em I. Da propriedade 2 resulta que  é um elemento 

de I a é um elemento de I, o mesmo acontece 

com , pois se a é um elemento de I, então, pela propriedade 

2,  é um elemento de I.

Proposição 2. Um subconjunto I de  é um ideal de  se,  

n de tal modo 

que . 

Demonstração. Do que observámos antes decorre que os con-

juntos da forma  são ideais de I é 

um ideal de 

n de tal modo que .

Seja I um ideal de . Se , então . Supo-

nhamos que  e seja a um elemento não nulo de I. 

Ou  ou , pelo que o conjunto P

 é não vazio e os seus elementos são nú-

meros naturais. Seja n o elemento mínimo de P e vejamos 

que  

de ideal, qualquer múltiplo de n é um elemento de I, já que 

sendo n um elemento de P, n é também um elemento de I. 

a um elemento de I e vejamos que a é 

um múltiplo de n. Como n é diferente de zero, pela proposi-

q e 

r de tal modo que 

 e .

. Se , então seria 

. Como a e n são elementos de I, o mesmo 

acontece com -

 é um elemento positivo de I e, portanto,  

um elemento de P. Dado que n é o elemento mínimo de P,  

tem-se que , contrariando o facto de se ter  . 

 e, portanto,  é um elemento de . 

Esta proposição permite mostrar que dados dois números 

-

Dados números inteiros a e b, não ambos nulos, um núme-

ro inteiro positivo d diz-se máximo divisor comum de a e b se
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1. d é divisor de a e de b, ou seja, d é divisor comum de a e b;

2. Se c é divisor de a e de b, então c é um divisor de d.

Proposição 3. Se a e b são números inteiros não ambos nulos, 

a e b.

Demonstração. Consideremos o conjunto I

 e y são números inteiros arbitrários}.

I é um ideal de . I -

plo,  e  são elementos de I.

Se  e  são elementos de I, então, 

 

o que prova que  é um elemento de I, e se 

 é um elemento de I e z é um número inteiro, então 

 é um elemento de I I é um 

ideal de . 

Como a e b são elementos de I e a e b não são ambos nulos, 

d 

de tal modo que d

comum de a e b.

Como a e b são elementos de , concluímos que d é um 

divisor comum a a e a b. Suponhamos que c é um divisor de a 

e de b. Então, a e b são elementos de  e, como este conjunto é 

um ideal, todos os elementos de  são elementos de , 

em particular o número  é um elemento de , o que 

prova que c é um divisor de d. 

Quanto à unicidade, observe-se que se d e d’ são ambos má-

a e de b

d divide d’ e 

que d’ divide d. Em , tem-se  ou , mas como um 

concluímos que . 

Se a e b são números inteiros não ambos nulos, escrevemos 

d

de a e b.

Corolário. Identidade de Bézout. Se a e b são números inteiros 

não ambos nulos e d = mdc(a,b) -

ros x e y tais que .

Demonstração. Da demonstração da proposição anterior decor-

re que d é um elemento do conjunto

 e y são números inteiros arbitrários}.

x e y tais que .

Observamos que os números inteiros x e y referidos na identi-

-

plo, mdc (4, 6) = 2  e  .

Étiènne Bézout, autor  de várias obras, das quais destaca-

mos Théorie générale des équations algebriques

 

http://www.bnf.fr/fr/acc/x.accueil.html

p se diz primo se p 

dois divisores positivos distintos, a saber: o número 1 e o nú-

mero .

, 0 e 1 não são 

números primos, pois 

enquanto qualquer número inteiro positivo é divisor de 0.

-

visor comum que se p é um número primo e a é um número 

inteiro não divisível por p, então mdc .

Dois números inteiros a e b dizem-se primos entre si se 

mdc .

Proposição 4. Sejam a, b e p números inteiros e suponhamos 

que p é distinto de , de 0 e de 1.

O número p é um número primo se, e só se, p dividir a ou 

dividir b, sempre que p divida o produto ab. 

Demonstração. Suponhamos que p é um número primo e ad-

mitamos que p divide o produto ab e não divide a. Queremos 

mostrar que p divide b. Como p é primo e não divide a, então 

mdc

inteiros � � �  tais que . Então,

Étiènne Bézout (1730–1783)
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Como p divide o produto ab

q de tal modo que . Substituindo ab

, obtemos que ,  

p divide b.

p divide um produ-

to, então p divide um dos fatores e provemos que p é um nú-

mero primo. Demonstremos que se d é um divisor positivo 

de p, então  ou . 

Seja d um divisor positivo de p -

ro inteiro k de tal modo que . Todo o número inteiro 

p divide dk pelo que, 

usando a hipótese, se tem

p divide d ou p divide k.

Se p divide d q1 de tal 

modo que . Substituindo d k,  

obtemos , ou seja, k  ou k .  

Se k , então . Se k = 1, então .

Se p divide k q2 de tal modo 

que . Substituindo k k, obtemos  

, donde   e, consequentemente, d = 1. 

ALGUNS CRITÉRIOS DE DIVISIBILIDADE

Proposição 5. Sejam a,  e  números inteiros e suponha-

mos que  e  são números primos entre si. Tem-se que o 

produto  é um divisor de a se, e só se, os números  e   

são divisores de a.

Demonstração. Conforme foi observado anteriormente, se a é 

divisível por , então �  é divisível por  e por . Supo-

nhamos que um número inteiro a é divisível por  e por  

com  e  primos entre si e demonstremos que a é divisível 

por . Sejam  e  números inteiros tais que 

Como 

números inteiros x e y tais que . Tem-se

,

o que prova que o produto  divide a.

Esta proposição permite deduzir vários critérios de divi-

desses critérios.

Critério de divisibilidade por 6. Um número inteiro é di-

visível por 6 se, e só se, é divisível por 2 e por 3.  

 Critério de divisibilidade por 12. Um número inteiro é 

divisível por 12 se, e só se, é divisível por 3 e por 4.   

Critério de divisibilidade por 14. Um número inteiro é 

Critério de divisibilidade por 15. Um número inteiro é 

divisível por 15 se, e só se, é divisível por 3 e por 5.   

Critério de divisibilidade por 18. Um número inteiro é 

Critério de divisibilidade por 21. Um número inteiro é 

CONGRUÊNCIAS

Se a, b e n são números inteiros e , dizemos que a é con-

gruente com b módulo n se a e b

inteira por n. Neste caso escrevemos 

a, b e c são números inteiros, 

então

1. ;

2. Simetria: se , então ;

3. Transitividade: se  e , então 

.

 tem as propriedades 

(1) a (3), dizemos que a relação é uma relação de equivalência. 

Uma relação de congruência

compatível com a operação de adição e com a operação de 

multiplicação.

Proposição 6. Se a, b e n são números inteiros e n é positivo, 

então  se, e só se, n é um divisor de . 

Demonstração. Suponhamos que . Então, a e b 

n -

tem números inteiros q1, q2 e r tais que 

 e , com . 

Como  concluímos que n divide .

n é um divisor de  

e seja q um número inteiro tal que 

Sejam q1, q2,  e  números inteiros tais que  

e , com , .
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Suponhamos que . Então 

. 

Como , então, pela unicidade do resto, obte-

mos que , ou seja . 

Proposição 7. Sejam a, b, c, d e n números inteiros com n positivo. 

Se  e , então  

e .

Demonstração. Suponhamos que  e . 

Então,  e  são múltiplos de n

  

é um múltiplo de n e, portanto, .

 é múltiplo  

de n, e, portanto, . 

Se a e n são números inteiros e n é positivo, representamos 

por  o conjunto de todos os números inteiros con-

a módulo n classe 

de congruência módulo n do número inteiro a, isto é, o conjunto 

a na 

divisão inteira por n.

Tem-se 

 se, e só se, 

É de notar que se a é um número inteiro, então

  

onde r é o resto da divisão inteira de a por n. Como os restos 

possíveis na divisão inteira por n são os números inteiros de 

0 a n classes de 

n distintas.

, , ,  e . 

 n uma operação de adição e 

e

 

e 

.

CRITÉRIO GERAL DE DIVISIBILIDADE

Observamos que, dados números inteiros a e d, com d não nulo, 

provar que a é divisível por d é mostrar que a divisão inteira 

de a por d

.

-

ro pode ser representado na forma
4 3 2 1 0.

Na verdade, qualquer número inteiro pode ser escrito na-

quela forma. Se  é a representação no sistema 

decimal de um número inteiro a, então

i e d, com d diferen-

te de zero, representamos por  o resto da divisão inteira de 

  por d. Do que dissemos antes, resulta que

.

Proposição 8. Critério geral de divisibilidade.

Sejam  e  

d números inteiros e suponhamos que d é não nulo. 

Tem-se que o número a é divisível por d se, e só se, o núme-

ro inteiro  é divisível por d.

Demonstração. O número a é divisível por d se, e só se,

 

Mas

         

                    

                  

                   

        

 se, e só se, 

e, portanto,

a é divisível por d se, e só se, o número inteiro    

é divisível por d. 
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Corolário 1. Critério de divisibilidade por 2. Um número in-

teiro 

das unidades, a0 , é um número par.

Demonstração. Como  sempre que i > 0 e ,  

então  e, portanto, de acordo com a proposição 

anterior, a é divisível por 2 se, e só se, a0  é divisível por 2 ou, 

equivalentemente, a0 é um número par. 

Corolário 2. Critério de divisibilidade por 3. Um número 

inteiro  é divisível por 3 se, e só se, o número  

 é divisível por 3. 

Demonstração. Como , qualquer que seja o i, então a 

é divisível por 3 se, e só se, , é divisível  

Corolário 3. Critério de divisibilidade por 4. Um número 

inteiro   é divisível por 4 se, e só se, o número 

a1 a0  é divisível por 4. 

Demonstração. Como ,  e , sempre que 

i seja maior do que 1, então a é divisível por 4 se, e só se, 

a proposição 8,   é divisível por 4 se, e só se,   

é divisível por 4, ou seja, um número inteiro é divisível por 

4 se, e só se, o número constituído pelos seus dois últimos 

Corolário 4. Critério de divisibilidade por 5. Um número in-

teiro 

das unidades,  , é zero ou cinco.

Demonstração. Como , sempre que  e  , en-

tão .

a é divisível por 5 se, e só se,  ou 

das unidades é 0 ou 5.  

Corolário 5. Critério de divisibilidade por 6. Um número 

inteiro -

mo das unidades é um número par e a soma  é divisí-

vel por 3.

Demonstração. De acordo com a proposição 5, o número a é 

divisível por 6 se, e só se, é divisível por 2 e por 3. O resultado 

decorre dos corolários 1 e 2. 

Corolário 6. Critério de divisibilidade por 8. Um número 

inteiro   é divisível por 8 se, e só se, o número 

 é divisível por 8.

Demonstração. Como , ,  e  sem-

pre que , então 

 é divisível por 8 se, e só se, o mesmo acontece 

com , ou seja, um número inteiro 

é divisível por 8 se, e só se, o número constituído pelos seus 

Corolário 7. Critério de divisibilidade por 9. Um número 

inteiro 

Demonstração. O resultado decorre imediatamente da propo-

sição 8 e do facto de  qualquer que seja o . 

Corolário 8. Critério de divisibilidade por 10. Um número 

inteiro  é divisível por 10 se, e só se, . 

Demonstração. 

de se ter  e  sempre que . 

CRITÉRIO DE DIVISIBILIDADE POR UM NÚMERO 

PRIMO SUPERIOR A 5

Seja a um inteiro e suponhamos que

  

Notemos que o número  inteiro 

Proposição 9. Critério de divisibilidade por 7. Um número 

inteiro -

teiro 

Demonstração. Suponhamos que . Então,

Vejamos que 
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o que prova que o número 

. 

Então, multiplicando ambos os membros por 10, obtemos, 

    

 

o que prova que

Observamos que este critério pode ser aplicado suces-

a -

, 

inteiro -

tece com o número inteiro 

Qual é o papel do número 2 na demonstração deste critério?  

o facto de 

primo p

número inteiro kp  de tal modo que

 seja um múltiplo de p. 

Se p é um número primo superior a 5, então p não divide 

10, e, portanto, p

x e y de tal modo que 

. Então . Consideremos  

e vejamos que  é um múltiplo de p. Ora, 

. Colo-

-

de de Bézout não são determinados de modo único. Como 

-

mar para valor de  o resto da divisão inteira de  por p.  

O resto é determinado de forma única. No entanto, se 

 e , será que  e 

o mesmo resto na divisão inteira por p? Vejamos que sim.  

O que queremos provar é que . De acor-

do com a proposição 6, tudo o que teremos de mostrar é que 

 é um múltiplo de p. 

 decorre que  e da 

 resulta que 

p divide o 

produto p não divide 10, pela pro-

posição 4, p divide  e 

p

está resolvida: dado um número primo p superior a 5 e nú-

meros inteiros x e y de tal modo que 10x+py =1, tomamos 

para valor de kp  o resto da divisão inteira de  por p. 

kp .

p

(nº 
primo)

10x+py=1 

(Id de Bézout)

p-x

(divisão de  
p x por p) 

kp=r

11 12 1

13 22

22 5

36

23 16

55 26

31 33 3
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Proposição 10. Critério de divisibilidade por um número 

primo superior a 5. Seja p um número primo superior a 5 e 

py=1. Seja  o resto da divi-

são de p p. Tem-se que um número inteiro   

é divisível por p se, e só se, o número inteiro  é 

divisível por p.

Demonstração. Suponhamos que . Então,

 

Vejamos que  é divisível por p. Ora,

Como  é um múltiplo de p, então  é de 

forma mp m

o que prova que 

. 

Então, multiplicando ambos os membros por 10, obtemos 

Como  é um múltiplo de p, então , 

m.

 

 
é divisível por p. 

Observamos que da análise à demonstração que acaba-

mos de apresentar se conclui que o critério de divisibilidade 

pode ser estendido a qualquer número inteiro que seja primo 

com 10.

O número 155023 é divisível por 11. De facto, o valor de  

k11 é 1

155023  1 = 1540  1 =11 

Concluímos, uma vez que 11 é divisível por 11, que 155023 é 

divisível por 11.

O número 96993 é divisível por 13. Neste caso, o valor de 

k13 é 1

Concluímos, uma vez que 13 é divisível por 13, que o mesmo 

O número 1381675 é divisível por 17. Basta atender a que 

o valor de k17 é 1

números:

5 =138142 5 = 13804  5 = 1360  5 

O número 136078 é divisível por 19. De facto, o valor de k19 

é 17

 
 

O número 209921 é divisível por 23. Notemos que o valor 

de k23 é 16

números:

 16 = 2001 16 =184

Dado que 184 = 8 -

sível por 23.

155023  1 = 1540  1 =11 

5 =138142 5 = 13804  5 = 1360  5 

16 = 2001 16 =184
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O número 236205 é divisível por 29. Notemos que o valor 

de k29 é 26

números,

236205 26= 0

O número 218922 é divisível por 31. Neste caso, o valor de 

k31 é 3

3 = 21886 31
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