
U N I V E R S I D A D E D O A L G A R V E 
Á L G E B R A L I N E A R E G E O M E T R I A A N A L Í T I C A I 

l c A n o M a t e m á t i c a - 1 9 9 9 / 2 0 0 0 - E x a m e final 
9 F e v e r e i r o 2 0 0 0 - 1 4 h 3 0 / 1 7 h 0 0 

1. Seja. K uni corpo, n 6 N e G = { j f G M„ (K) : X — X T } . Mostre que, para a 
soma de matrizes, G é um grupo. 

2. Considere, em Af2 (R) : 

a b 
r d e Ml (tt) : 2 a - d = 0 Ah 

([: 1 
2 1 

1 
0 

' - 1 1 
1 0 

(a) Prove que F é subespaço vectorial de M i (K) . 

(b) Determine uma base e a dimensão de F, 

(c ) Se possível, encontre X,Y, Z £ F, tais que (A", Y, Z) seja linearmente inde-
pendente, 

(d) Determine uma base de F + G c uma base para F fl G. 

(e) Fe G estão em soma directa? Justifique, 

3. Sejam .4 = 

1 2 
1 

- 3 
- 2 

e M4xt(R) e B = 6 J l / ^ x i 

Se possível, complete A e B de m o d o a que o sistema AX — B seja; 

(a) Possível e determinado. 

(b) Possível e indeterminado c o m grau de indeterminação 2. 

4. Se possível, dê exemplos de: 

(a) Uma matriz equivalente a 
2 - 1 3 
1 - 1 2 

- 1 0 - 1 

(b) Dois conjuntos de vectores, X e Y num espaço vectorial de dimensão finita 
V tais que X ^ Y e {X) - (Y) . 

(c ) Unia aplicação linear / de R:J [.r] para K 3 [J ] tal que Imf = ( x 2 + 2x, —X2 — l ) 

2.r3 - j -2 + 1 e Nnrf. 
c 



fí , com parâmetros 
0 

1 

(a) Discuta, em função dos parâmetros o e li, o sistema AX = D. 

(b) Resolva, u t i l i z a n d o o m é t o d o d e e l i m i n a ç ã o , o sistema A X = D. para 
ct — —1 e ff = 1, indicando a solução geral e duas soluções distintas do 

6. Seja / : [*] —> definida por / (p ( » ) ) = (p (0) , 2p (1) , -p ( 0 ) } . 

(a) Mostre que / é uma aplicação linear. 

(b) Determine unia base do núcleo de / e classifique / . 

(c) Determine / — ( { (1 , 1, 1 ) } ) . 

7. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmações: 

(a) Se vi, t>2 e Dy são vectores de um espaço vectorial real V tais que 2vy 4-1>2 — 
«3 = 0 r , então { f i , «2, t*s) é linearmente independente. 

(b) O sub espaço vectorial de R 4 , F = <{1.0, 1. 0 ) , (0, - 1 , 1 , 1)) é o conjunto de 
soluções de um sistema de equações. 

(c ) Qualquer aplicação linear de A/a (R) para R3 [ar] é um isomorfismo. 

8. Sejam V um espaço vectorial sobre um corpo K e F, G e H subespaços vectoriais 
de V. Mostre que se V = í + C e C « ff®(FnC), então V = F + H e 

1. Fixe-se n e íN. Repare-se que G é o conjunto das matrizes simétricas de ordem 
ri. Sabe-se já que a soma de matrizes (quando defiuida) é associativa e tem por 
elemento neutro a matriz nula do tipo apropriado. Para verificar que G é grupo 
basta, portanto verificar os seguintes pontos: 

i) G é f e c h a d o p a r a a s o m a . 

Sejam A e D dois elementos de G. Como se sabe que (>1 + iJ)T = / l T + D ' , e 
. 4 t + D 1 =A 4- D, porque A,D € G, a matriz A 4- D também pertence a G. 

ii) G t e m e l e m e n t o n e u t r o . 

A matriz nula de ordem n. O,,, está em G, pois é uma matriz simétrica. 

iii) Q u a l q u e r e l e m e n t o d e G t e m s i m é t r i c o e m G. 

Seja A um elemento de G. Como se sabe (—yt)T = — AT; mas — Ar = —.4, 
porque A £ G, portanto a matriz —A também pertence a G. 

sistema. 

F r\H = {0v} -

R e s o l u ç ã o 



2. (a) É preciso verificar as condições da definição de subespaço vectorial 
0 0 
0 0 pertence trivialmente a F. 

dois elementos de Fi a sua soma é a b ' a' b' ' 
c d e d d' 

i) A matriz 

ii) Sendo 

a + a' b + b' 
c + c' d + d' 

Por liipótese b = 0, b' = 0, 2a - d = 0 e 2a' - d' = 0. Então b + b' = 0 e 
2 (a + a') - (d + d') = (2a - d) + (2a' - d.') = 0 + 0 = 0. Daqui se conclui 

" a + a' b + b' 
que c + c' d + d' € F. 

iii) Sendo a b 
c d € F e X € R, A 

a b Xa A ii " 
c d Ac A d 

Por hipótese b = 0 e 2a-rf = 0. Então A£> = 0 e 2 (Xa)~Xd = X (2a - d) = 0. 
Aa Aí> Daqui se conclui que € F. AÍ: Arf 

(b) Um vector genérico de F é unia matriz da forma 

0 0 

o, 0 ] 
c 2a J ' corn O,CÉ R. 

Como : o 
2a 

1 0 
0 2 + c 

( 1 ° 1 ' 0 0 ' \ \ 0 2 J . 1 0 ) 
r o o " 
L1 ° . 

o sistema de vectores 

forma um sistema de geradores de F. Sendo um 

sistema linearmente independente é uma base de F . Como o número de 
vectores de uma base de F é 2, diui F — 2. 

(c) Corno foi visto na alínea anterior, dim F = 2 e, por isso é impossível 
encontrar em F um sistema linearmente independente com três vectores. 

1 0 1 0 0 
0 2 ' 1 0 

0 1 
+ 1 2 ' 6 0 8 r e s ' , a l l ' ' e 8 vectores for-

um sistema linearmente independente, concluímos que 

é unia base de F + G. 

(d) Sabemos que F + G = -{ 
Como 

mam 

- 1 1 ' ' 1 0 ' 
1 0 0 2 

* 0 1 - 1 1 
1 2 1 0 

/ ' 1 0 0 0 ' 0 1 " 
1 0 2 1 0 1 2 
Sabendo que dim F -f G = dim F + dim G — dim ( F H G ) , concluímos 
dim ( F n G) = 1. 

Como 1 0 
0 2 pertence a F e a G, uma base de FC\G pode ser 

a s : D -
(e) F e G não estão em soma directa porque dim ( F D G) = 1. 

3. (a) O sistema AX — Bê possível e determinado se e só se car [A\B] — 
car (A) = 3 (pois o número de incógnitas é 3), Uma possível forma 

de completar as matrizes é então A — 

1 2 0 
0 0 1 
1 0 - 3 
0 0 - 2 

e B = . Uti-

= a 



lizaudo o método de condensação verificasse facilmente que estas matrizes 
satisfazem a condição pretendida. 

(b) O sistema AX = B é possível e determinado se e só se c<u\A\B) -
car (.4) = 2 (pois iio caso do sistema ser possível o grau de indeterminação 
é igual a diferença entre o número de incógnitas e a característica de .4). 

1 2 - 3 

Uma possível forma de Completar as matrizes é então A = 
1 

- 3 

5 ~ —2 

èB = 

d as. 

, que se verifica facilmente estarem nas condições pretendi-

4. (a) Sabe-se que efectuando qualquer operação elementar nas linha ou colu-
nas de uma matriz se obtém uma matriz com a mesma característica da 

" 4 - 2 6 
primeira. Um possível exemplo pode ser a matriz 1 —1 2 obti-

Ü - 1 
da da matriz inicial por multiplicação dos elementos tia primeira linha por 
dois. 
Outra possível resolução seria calcular a característica da matriz iniciai 
e dar como exemplo qualquer matriz com a característica obtida, pois 
tinas matrizes do mesmo tipo são equivalentes se e só se têm a mesma 
característica. 

(b) No espaço vectorial R~. podem-se considerar os conjuntos A' = { ( 1 , 0 . 0 ) } 
e V = { ( 2 . 0 . 0 ) } . X j i y e (A') = (Y) , pois (1 ,0 ,0 ) e (V) ( 1 ,0 ,0 ) = 

^ ( 2 . 0 , 0 ) e (2 ,0 ,0 ) £ (A') (2 ,0 ,0 ) = 2 ( 1 , 0 , 0 ) . 

(c) Considere-se o sistema de vectores (2.ra — x 2 + l , x a , . r , l ) , que se verifica 
facilmente ser uma base Ry [a:] pois é um sistema linearmente independente 
com quatro vectores. Delina-se, por exemplo, a seguinte aplicação / através 
das imagens dos vectores dessa base: 
f (2 ,r3 - x 2 + 1) = 0 
/ (*2) = J + 2x 
f ( x ) = -x2~\ 
/ ( l ) = - ; , 2 - l . 
Por construção, 2:r3 — x + i £ Nucf e como se sabe que Imf é gerado 
pelas imagens dos vectores de qualquer base tem-se que 

ímf = ( 0 , x 2 + 2:c.-x2 - 1 , - x 2 - 1.) = <;r2 + 2 x , - r r 2 - l ) . 

5. (a) Vamos condensar a matriz ampliada do sistema, de modo a poder proceder 
à discussão: 



I 1 1 1 
1 <1 a 0 r 
1 1 rv 0 

1 1 1 1 
O fV - 1 Q — 1 0 - 1 
O O n2 - 1 ff- 1 

Se (i 1 c n ^ —1, rur[A\B] = ciir(A) — 3 - o sistema é possível e 
determinado. 
Se o = 1, os casos são 

0 = 1, ff/f [A|/í] != ctLT (A) = 1 e - o sistema é possível e indeterminado, 
c om g . i .= 2. 

0^1, rar [-4]/J] = 2, ctir (.4) = 1 e o sistema é impossível. 
Se n = — 1 os casos são 

0—1, far [-4|W] = cor (>)) — 2 e O sistema é possível e indeterminado, 
com g . Í . = l . 

0^1, cur [A | B\ = 3, ca.r (vl) — 2 e o sistema é impossível, 

(b) Utilizando os cálculos ila alínea anterior, começamos a resolução do sistema 
com a condensação seguinte: 

1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 0 0 1 -
0 - 2 - 2 0 0 1 1 0 

-L±-rL, 0 1 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 

Assim, o sistema inicial é equivalente a 

r « = 1 
\ V? + .r3 = 0 

e o conjunto de soluções do sistema é S : = { ( : iq , .r%, :iy} : xi -- 1 e ,r2 - — . r j } . 
Duas soluções do sistema podem ser, por exemplo, ( 1 . 0 . 0 ) e (1. 1. - 1 ) . 

6. (a) Uma condição para que / seja linear é 

V/i, q 6 H Vfi, 0 € R / ((ap + 0q) (., )) = o f (p (t)) + 0f (ff (*)> 

Esta condição é satisfeita, pois se /i e q são elementos arbitrários de K j [.i ] 
e o . 0 e K. tem-se: 

/ ((.CLP + 0q) (m)) = ((«;. + 0q) (0) , 2 ( « p + $$ (1) (ap + 0q) (0)) 
= (<*P (0) + 0q (0) .2 (op (1) + 0q( 1 » . - ( op (0 ) + 0q( 0))) 
= (ap (0) , 2ap (1) . - a p (0)) + (0q (0) , 2fíq (1), -0q (0)) 
= (ap (0) . 2p (1}, -p (0)) + 0 (q (0) , 2q (1), -q (0)) 
= af{p(x)) + ftí(q{x)). 

(b ) Nucf = { ; i ( :r ) e K 2 [ir] : f (p (.)•)) = ( 0 , 0 , 0 ) } , que também se pode es-
crever {p ( : r ) E E a H : (/; (0) , 2j> ( 1 ) , - / > (0)) = ( 0 , 0 , 0 ) } Sendo , I ( . T ) = 

IÍ:I -)- íj.r2 -f c;r 4- d, as três condições seguintes são equivalentes, 

( p ( 0 ) , 2 p ( l ) , - p ( 0 } ) = ( 0 . 0 . 0 ) 



7. 

(d = 0 

2 (a +6+j& + d) = O 

-á = o 
r <f=Q \ « + i + c = O 

Um vector genérico de Nucf é, portanto, qualquer polinómio da forma 

p (x) = (—6 — c ) x 3 + bx2 + cx, (b,c e R) . 
Como (—6 — c ) x 3 + bx2 + cx = b (—x3 + x2) + c f—x 3 + x ) , os vectores 
—x3 + X2 e —x3 + x formam um sistema de geradores de Nucf e como for-
mam um sistema linearmente independente de vectores, 
(—x3 + x 2 , —x3 + x ) é uma base de Nucf. 
A função / não é injectiva porque Nucf { 0 } e não é sobrejectiva porque 
Imf ^ R a , pois dim Irnf = 4 - dim Nucf = 4 - 2 = 2. 

(c ) / - ( { ( 1 , 1 , 1 ) } ) = fcí.Jet.H : • / & » ( « ) ) - a u f t í que é o 
{ p ( x ) € R í \x] : (p ( 0 ) , 2p (1) , - p ( 0 ) ) = ( 1 , 1 , 1 ) } e este é 0, pois p (0) não 
pode ser simultaneamente 1 e —1. 

(a) A afirmação é falsa pois 2v\ + v2 — «3 = 0y é uma combinação linear nula 
não trivial dos vectores , v2 e v3. 

(b) Verdadeira, qualquer sub espaço vectorial de R'5 é o conjunto de soluções 
de algum sistema de equações. 
A justificação pode também ser dada determinando o sistema: (x, y, z, w) e 
F é equivalente a (x,y,z,w) e {(1, 0, 1,0) , (0, — 1, 1, 1)} que também é 
equivalente a (x,y, z,u>) é combinação linear de ( (1,0, 1 , 0 ) , ( 0 , - 1 . 1 , 1 ) ) , 
ou seja ((x, y, z, w) , (1, 0, 1, 0) , (0, — 1, 1,1)) é linearmente dependente, ou 

1 0 1 0 
ainda, a matriz tem característica dois. 0 - 1 1 1 

x y z w 
!3asta então determinar condições sobre x,y, z e u: <le forma a que a matriz 
tenha característica dois. Considere-se a condensação 

1 0 1 0 1 0 1 0 
0 - 1 1 1 —xL i-f La 0 - 1 1 1 
X y z ui 0 V z — X 

11L1+L3 

Concluímos que 

0 
- 1 
0 

1 
1 

z — x + y 

0 
1 

v> + y 

(x, y, z, ui) —x + íf"t-2 = 0 

e y + w = 0, 011 seja F ( ( 1 , 0 , 1 , 0 ) , ( 0 , —1,1, 1)) é o conjunto de soluções 
do sistema de equações 

f —x 4- y +• z = 0 
1 ;/ + «.' = 0 



(c) A afirmação é falsa, basta considerar a aplicação linear nula de Jl/zfffi) 
para R a jx], que é trivialmente não injectiva nem sobrejectiva. 

8. Sendo v um elemento arbitrário de V, corno V = F + G, existem / £ F e g € G 
tais que v = / + g (1) 
Usando a hipótese de G = H ffl (F n G), existem h e H e f t € F C\ G tais que 
{) — h + fi- Substituindo em (1), obtém-se u = { / + / j ) + h. Conclui-se que 
V = F + H. 

Tem-se ainda 
dim V = dim F + dim G - dim [F f l G) (2) 
d i m G = d i ro í f + dim (F n G) (3) 

Por (2) e (3), dim V = d i m F + d i m H o que implica F n G = { 0 ^ } . 


