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Introducdo & manipulagdo de [érmulas

por F. Teixeira de Queiroz
(Instituto Gulbepkian de Cidneia)

Introdugde. Aparecidos com o objectivo
de tratar problemas numéricos, os ordena-
dores, tém pouco a pouco evoluido no sentido
de efectuarem o tratamento de informacio
ndo numérica. Tal aspecto ndo pode ser
ignorado pelo matematico, tanto mais que
algumas das aplicagbes que daf resultam sio
de primordial importincia para ele. Apon-
tarei apenas, entre elas, os métodos auto-
maticos de demonstragio, o tratamento de
problemas ligados a teoria dos grupos, a
teoria dos graficos e, finalmente, a manipu-
lagio de férmulas. Procurarei nesta nota
referir-me a esta iultima aplicacdo.

Por manipulagio de férmulas entender-se-a
o tratamento analitico de expressdes mate-
maticas, envolvendo nimeros ou variaveis,
sem que seja tomado em consideragiio qual-
quer conjunto de valores particulares que
estas dltimas possam tomar. Assim, faz parte
do objecto da manipulagdo de f6rmulas, as
operagdes sobre polindémios, sobre expressdes
trigonométricas, a derivacio de fungdes, a
integracdo formal, o desenvolvimento em sé-
rie de funcdes, a obtenciio de equacdes dife-
renciais, ete.

Um matematico habituado a tratar pro-
blemas numéricos por meio de ordenador,
encontrara ao abordar este assunto, ama pa-
nordmica completamente diferente. Enquanto
no tratamento de problemas numéricos, existe
o domfnio quase exclusivo de trés linguagens:
ALGOL, FORTRAN, BASIC, existe uma
grande diversidade de linguagens destinadas
a manipulagio de férmulas: ALTRAN,
FORMULA ALGOL, FORMAC, MATH

LAB, SIMBAL, REDUCE, ete. Nenhuma
delas se impde verdadeiramente as demais,

Ha varias razdes para uma tdo grande
multiplicidade de linguagens. Primeiramente,
a estrutura dos elementos sobre que opera
um programa destinado a manipular formu-
las é muito mais complexa do que qualquer
das estruturas que aparecem em problemas
numéricos. Em segundo lugar, como os pro-
gramas manipuladores siio normalmente re-
digidos em linguagens evoluidas (ALGOL,
FORTRAN, LISP, etc.), eles serio forte-
mente marcados pelas possibilidades latentes
destas. Finalmente, importa salientar que a
construgido de programas destinados 4 mani-
pulacio de formulas esti longe de estar esta-
bilizada. Os objectivos dos primeiros pro-
gramas sio muito menos ambiciosos que os
de programacio mais recente. Além disso,
como alguns desses programas tiveram ori-
gem na necessidade de tratar uma familia de
problemas concretos, resulta dai que a natu-
reza desses problemas marcou grandemente
a forma e as possibilidades dessas linguagens.
Assim, enquanto programas tais como PM e
Alpak se limitavam quase exclusivamente a
operar com polinémios com qualquer niimero
de variaveis, as linguagens de construcio
mais recente admitem a possibilidade de tra-
balhar com fung¢des racionais e, mesmo, com
algumas transcendentes.

Havera ainda a salientar um outro ele-
mento que contribui para a diversidade das
lingnagens: uma caracteristica comum a todos
08 programas manipuladores de férmulas é
o grande dispéndio de memoéria provocado
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pelos calculos intermédios. E esse um dos
elementos a ter sempre presente na elabora-
¢do dum programa. Como consequéncia disso
resulta que as possibilidades a introduzir
numa linguagem dependem muito da capaci-
dade de memoéria do ordenador a que se
destinam. Ordenadores mais rapidos e com
maior capacidade de memoria teriio certa-
mente linguagens com maior versatilidade.

Elementos dum manipulador de f[or-
mulas. De entre as possibilidades que 6
usual encontrar-se num modernn manipu-
lador de férmulas destacamos a existéncia
duma aritmética exacta, duma aritmética com-
plexa, e dum conjunto de rotinas destinadas
a operar sobre uma grande variedade de fun-
cdes algébricas e transcendentes, entre as
quais se inclue uma destinada a calcular de-
rivadas. Quanto & integracio, que nds sai-
bamos, 86 o sistema MATH LAB dispde
duma rotina que a permite efectuar com sufi-
ciente generalidade.

Examinemos algumas das caracteristicas
que referimos acima mais em pormenor :

A existéncia de aritmética exacta vem pro-
longar as possibilidades numéricas usual-
mente disponiveis em ordenadores. O leitor,
habituado a utilizar ordenadores na resolucio
de problemas numéricos, lida usnalmente com
dois tipos de constantes: inteiras e reais.
Estas ultimas sfio representadas com notagiio
de virgula fluctuante. Isto é: os nlimeros sio
representados com a forma m>X<0® em que
m, a mantissa, ¢ formada pelos algarismos
mais significativos e onde e representa um
expoente inteiro. Quanto as constantes intei-
ras, elas ndo podem exceder um determinado
valor que depende do ordenador utilizado.
Tais tipos de notagiio nido se tornam conve-
nientes para a manipulacio de formulas, pois,
nio 86 aparecem com frequéncia nimeros
inteiros que excedem o valor limite, como
também, em certos processos, torna-se ne-
cessario conhecer com exactidio os valores

racionais. Em tais casos nio sera suficiente
representar, por exemplo, 1/3 com a forma
0.33333333333. A fim de evitar isso, os pro-
gramas manipuladores tém dispositivos que
permitem tratar os numeros fraccionarios
como se estes fossem férmulas (quocientes de
inteiros) e os nuimeros inteiros libertos de
qualquer limite. Evidentemente, para que um
tal programa seja eficiente torna-se necessa-
rio dota-lo dum dispositivo que torne gual-
quer fracgio irreductivel.

A possibilidade de operar quer com poli-
noémios quer com fungdes racionais constitue
um dos elementos centrais dum programa
destinado a manipular formulas. E relativa-
mente a um tal elemento que os programas
diferem mais uns dos outros. Se o programa
actuar duma forma demasiado rigida, repre-
gentard um polinémio com uma forma padrio
0 que acarretara, por vezes, sérios inconve-
nientes. Assim, se um programa representar
um polinémio ordenando-o segundo as potén-
cias crescentes duma das suas variaveis,
tomando como coeficientes polindémios das
restantes variaveis (ordenados da mesma
maneira), tratard duma forma altamente in-
conveniente o polinémio (z + y + 2z 4 £)100,
Da mesma forma, fungdes trigonométricas
poderiio ser substituidas por outras, equiva-
lentes, mas menos simples. Assim, possivel-
mente a fungio (cosx)* sera substituida por
1/8><cosdax-41/2><cos 224 3/8.

Na realidade o conceito de férmula sim-
plificada dificilmente é reductivel a um con-
ceito unico. A fim de evitar os inconvenientes
referidos, os modernos programas introduzem
mecanismos que facultam quer operar sobre
férmulas segundo as conveniéncias do utili-
zador, quer criar estados diferentes no pro-
grama manipulador que o obriguem a actuar
segundo essas conveniéncias. O utilizador
podera usar. férmulas expandidas ou ndo
conforme a natureza das mesmas.

E certamente como consequéncia da nio
existéncia dum conceito tnico de férmula
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simplificada que se deve nio 86 o apareci-
mento, (por volta de 1968), dum certo ni-
mero de linguagens conversacionais, como
também a modificagio de algumas das ja
existentes, por forma a dota-las das mesmas
possibilidades. O utilizador podera, por meio
duma consola e dum visor de raios cat6dicos,
comandar o desenvolvimento das suas for-
mulas, particularizar as solugdes das suas
equacdes, ete. De entre as linguagens deste
tipo apontamos apenas a nova versio de
MATH LAB 68, REDUCE, MAGIC PAPER
e Simbolic Mathematical Laboratory.

Consideremos agora a utilizagio de fun-
ctes algébricas e transcendentes. O matema-
tico usa um certo nimero de fungdes que
representa por meio de siglas ou cadeias
alfanuméricas (sin, cos, sqrt, ...). A ne-
cessidade de utilizar tais siglas em férmulas,
implica a necessidade de dotar os programas
manipuladores de rotinas que actuem sobre
08 seus argumentos e os simplifiquem.

Duma maneira geral, podemos considerar
uma férmula, como sendo constituida por
uma fungdo racional, podendo ter, em vez
de algumas das suas variaveis, siglas repre-
sentativas de funcdes, as quais, por sua vez,
terdo por argumento fungdes racionais (com
ou sem novas siglas).

O conjunto de siglas seleccionadas, junta-
mente com a familia de fun¢gdes racionais,
delimita o campo de actuagio dum manipu-
lador de férmulas. A possibilidade de af
utilizar um operador de derivagio ndo ofe-
rece dificuldade de maior. Foi certamente
esse o primeiro elemento dum manipulador
pois ja em 1933 existiam algoritmos para
efectuar a derivagio.

Ja a existéncia de siglas cria problemas
delicados na simplificacdo de férmulas. Para
vermos isso mais detidamente, consideremos
as duas instrugdes

PI: = 3 14159265359 ;
F: = SIN (P1/2 — X) — COS (X);

que tanto podem pertencer a um programa
destinado & manipula¢io de férmulas, como
a um programa destinado ao tratamento dum
problema numérico. I evidente que, perten-
cendo a um programa destinado ao trata-
mento dum problema numérico, para todo o
valor real que for atribufido a X, o valor
de F sera 0. Isso implica que a dltima ins-
trucio seja procedida, pelo menos, duma
instrugdo que atribva um valor a X. 86
assim ela poderi ser executavel. No pro-
grama compilado havera o calculo dos dois
argumentos e a chamada a duas subrotinas
que calculardo o seno e o cosseno. Obter-
-se-Ao assim dois valores senslvelmente igvais
que, por diferenga, conduzirio a um resul-
tado nulo.

O tratamento das duas instrug¢des por um
manipulador de férmulas tera de ser comple-
tamente diferente, pois, o resultado zero
devera ser obtido independentemente de qual-
quer valor, real ou complexo, atribuido a X,
Em particular, podera mesmo nio lhe ter sido
atribuido nenhum valor. Isso eria o pro-
blema da representagio interna da funcio
que corresponde a uma determinada sigla
por forma a permitir ndo sé o calculo da
fungiio para qualquer valor, real ou complexo
do argumento, como também a simplificagiio
de expressdes contendo a sigla, como ainda
a sua transformaciio no caso da funcio admitir
alguma expressio algébrica de adigdo (como
é o caso do exemplo acima).

Para concluir este paragrafo, vamos abor-
dar o problema da integragdo formal. Ao
contrario do que acontece com a derivagio,
a integragio formal de férmulas por meio
dum manipulador eria problemas muito deli-
cados. Isso néo serd de surpreender por
quanto o caleculo duma primitiva depende
muito da experiéncia pessoal do matematico.
Realmente, 0 matematico recorre a métodos
heuristicos, os quais sido de dificil mecani-
zacio, Além disso, no seio duma familia de
formulas definidas com suficiente generali-




40

GAZETA DE MATEMATICA

dade (Fungdes racionais - siglas), existem
gsempre elementos (ue nio admitem primitiva
nessa familia. E o caso da funcio racional
1/2 cuja primitiva nio é racional, é o caso
de EXP(—at2), cuja primitiva ndo é uma
exponencial, ete, Finalmente, relacionado com
este problema, existe ainda o problema da
factorizagiio de polinémios e o da decompo-
sicio das fungbes racionais em elementos
simples. Porém, apesar das dificuldades assi-
naladasg, a primitivagio mecénica encontra-se
numa fase muito avancada de resolugio, per-
mitindo o célculo da primitiva duma férmula,
caso ela exista na familia admissivel, oa o iso-
lamento das partes nfo primitivaveis sempre
que estas sejam detectadas [4].

Definigdo de férmula. Demos, no para-
grafo anterior, uma caracterizagio ndo formal
de férmula. Vamos seguidamente procurar
representar o mesmo conceito duma maneira
formal. Porém, a fim de aligeirarmos essa
representacio, suprimimos algumas defini¢des
menos relevantes. Algumas, o leitor completa-
-las-a facilmente reportando-se, por exemplo,
ao relatério revisto da linguagem ALGOL 60,
outras, que variam de manipulador para ma-
nipulador, encontra-las-a nas descrigdes de
qualquer linguagem particular que tencione
utilizar.

Tomaremos para sintaxe do conceito de
féormula :

< formula > :: = <termo> | + <termo>> |

— <termo > |
< fé6rmula > + < termo > |
< férmula > — < termo >

< termo > :: = < factor > |
< termo > * < factor > |
< termo > / < factor > |
< termo > : < férmula >

< factor > :: = <primario> |

< factor > t < primario >
primario : : = < nlimero> | < variavel > |
(< férmula >) |
< identificador > |
SIGLA (< férmula >) |
< substituigio> |
< derivada >
SIGLA ::=EXP|LN |SIN | COS|
ARCTAN | SQRT | SINH |
COSH | CC | SIMPL
< substituigio> : : = SUBST (< férmula >,
< lista de pares >)
:: = DER (< férmula >,
< variavel >)
< lista de pares>: := < variavel >,
< férmula > | < lista de
pares>, <variavel >,
< férmula >

< Derivada >

Nesta descrigio CC corresponde 4 passa-
gem & conjugada, SIMPL & simplificaciio de
formulas. Quanto & operagio :, que intro-
duzimos na descri¢io de termo, nio aparece
usualmente em nenhuma formalizagio de ma-
nipuladores que conhecemos. Introduzimo-la
porque nos tem permitido manipular duma
maneira muito comoda fracgdes continuas e
calcular os seus aproximantes. O seu.signi-
ficado sera equivalente a / (...) em que o
paréntesis 6 estendido, quer até ao fim da
formula, quer até ao primeiro sinal ) que nio
tenha correspondente a direita do sinal :.

Quanto & sigla SUBST destina-se a atri-

~ buir valores as diferentes variaveis que figu-

ram na lista. Cada variavel sera substituida
pela férmula que a segue. Esta pode ser um
valor numérico.

A descrigio dada acima permitir-nos-a
fazer atribuigdes numa familia de férmulag
muito vasta. No decurso desta nota, sempre






