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Uma aplicacdo de célculo simbélico com interesse
para o estudo da teoria dos circuitos eléclricos

por Fernando M. Sequeira
Lisboa

Introdugdo

O calculo simboélico definido por J. SEBAS-
TIAO E SiLVA no trabalho «Sur le calcul
symbolique d’opérateurs permutables & spectre
vide ou non borné» [2], permite resolver
muitos problemas de fisica e de electricidade;
convém no entanto realizar certos trabalhos
de adaptagio dos resultados nele expressos,
no sentido de os tornar mais manejaveis,

Com esse objectivo deduzimos pois algumas
férmulas de aplica¢iio imediata, cujo dominio
de validade é todavia mais lato do que o
definido pelas condi¢des em que elas foram
deduzidas. Ja usadas em circunsténcias menos
gerais, e por vezes de forma heuristica, elas
permitem uma aplicagio facil do calculo sim-
bélico & teoria dos circuitos, ao estudo dos
sistemas dindmicos lineares, & teoria do con-
trole linear automatico, a resolugiio de siste-
mas de equagdes diferenciais, etc. Na parte
final apresentamos alguns exemplos dessas
aplicagdes.

1. Asredes lineares interpretadas como
funcdes

Um quadrupolo eléctrico, na medida em
que a cada «sinal de entrada» faz corres-
ponder um «sinal de saida», define uma fungio.
Tanto o sinal de entrada, como o de safda,
sio em geral constituidos por duas distri-
buigdes u;(f) e wuy(f) na variavel tempo:
duas correntes, duas tensdes ou uma corrente

e uma tensio; no que se segue, designa-las-
-emos por componentes do sinal, ou simples-
mente por sinais.

Um quadrupolo diz-se linear, quando &
soma de dois sinais de entrada faz corres-
ponder a soma das respectivas saidas, e &
multiplicagio de nm sinal por uma constante,
faz corresponder a multiplica¢do pela mesma
constante da respectiva saida.

Se G designa a funcgio definida pelo qua-
drupole, X a entrada e Y a saida, estas
propriedades podem-se representar pelas ex-
pressdes :

a) Y=G(X);
b) G(X; + Xo) = G(X;) + G(Xo);
¢) GOX)=1G(X)

onde X; e X, designam dois sinais de en-
trada e A é uma constante.

A adigio de sinais e a multiplicagiio por
constantes sio as usuais, e correspondem 2
adigdo e a multiplicagiio por essas constantes
das respectivas componentes :

(g5 ug) + (v1,v9) = (u; + vy, up+ 7y)
A(uy,ug) = (Auy, Aug)

onde (uy,ug) e (vy,vy), sdo dois sinais de
duas componentes cada, e A é uma constante.

Cada componente da saida é também uma
funcio linear da entrada, podendo-se escrever

vy = G (uy, ug)

vg = G (uy,up)
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onde u;,uy sio as componentes da entrada
e v;,vy as da safda.

Definindo-se entdo as aplicagdes Gy,
l,k=1,2 pelasrelagdes Gy (u;)=G(u;,0),
Gra(ug) = G1(0,ug), Ga1(wg) = Ga(11,0) e
G (ug) = G5(0,uy), pode escrever-se

2
v="Y Gulw) I=1,2

k=1

ficando pois cada quadrupole linear determi-
nado por estas quatro aplicagdes Gy.

Um esquema anilogo pode também aplicar-
-5 a uma rede linear. Sabe-se que entio
existe um conjunto de grandezas, correntes
ou tensdes, uy(t),ug(t),--+,u,(t) linear-
mente independentes, tais que a corrente
através de qualquer ramo ! ‘da rede, ou a
tensdo entre os seus terminais, v;, se pode
exprimir como fungio linear daquelas gran-
dezas :

v=Gi(ug,tg, e %).

E em virtude de a rede ser linear, para
cada ! e cada k& pode-se definir uma aplica-
¢io linear (;; que a cada componente u
da entrada faz corresponder a componente de
saida @ (ux) dada pela relacio

Gur (ux) = G (0,0, 44,0, %,0,...,0)

tendo-se entio

P
G;(ul 3 Mg e tfp) = 2 sz(”-k)-
k=1

O estudo do funcionamento das redes pode
pois fazer-se através das aplicagdes lineares
Gir, que a cada componente da entrada (dis-
tribuiciio na variavel tempo) faz correspon-
der uma distribui¢io na mesma variavel.

2. Os sinais como elementos de um
espago de distribuicdes

No que se segue vamos supor que os sinais
sdo distribui¢des na variavel tempo, de tipo
exponencial [1], isto é, da forma

g= D'l 7 (1)

onde n=0,1,2,..., f é uma fang¢io com-
plexa, continua, limitada, e D designa a de-
rivacio em ordem ao tempo. Designaremos
por A o espaco vectorial constituido por
estas distribui¢des, que suporemos munido de
estructura topologica usual (1).

Esta situagiio é suficientemente geral para
englobar os casos que se apresentam na pra-
tica, e além disso A verifica algumas pro-
priedades que sdo importantes para o estudo
dos circuitos.

Uma dessas propriedades resulta do se-
guinte. Tendo em atencdo que toda a distri-
bui¢gdo geA é decomponivel numa dife-
renga [1] gt — ¢~ de duas distribuigdes g+
e g~ pertencentes a A, nulas respectiva-
mente 4 esquerda e & direita da origem, de-
terminadas a menos de uma combinagio linear
de ¢(t) e de suas derivadas, pode definir-se
a transformagiio bilateral de Fourier do
seguinte modo [1]: dado g =g+ —g—eA,
diz-se transformada de Fourier #(g) de g,
a fungiio complexa ¢(z), holomorfa no com-
plementar V, de uma faixa |Imz| L« (« real
nao negativo dependente de g) do plano
complexo, e determinada a menos de um
polinémio inteiro em z pelas relagdes

fg"’(t)e‘“‘dt se Imz>0
o(z)={""
fg—(t)e“‘dt ge Imz<O0.
R

Demonstra-se ainda que cada uma destas
imagens ¥(g), ge A, é uma funcgio de cres.
cimento lento (2) sobre o fecho de V.. Estas
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classes de funcdes, determinadas a menos de
um polinémio inteiro em z, chamam-se ul-
tradistribui¢des temperadas [1], e o seu con-
junto munido da adigio e da multiplicag@o
por complexos usuais, constitui um espago
vectorial complexo, que designaremos por U.

Reciprocamente, dada uma ultradistribui¢io
temperada, a relagéo

& 1 s
@) =g [ e ds
Ag

.

onde ¢ é uma representante qualquer da
ultradistribui¢io, determina univocamente
uma distribuicio g(f)e A. Neste integral,
A, é a fronteira de uma banda |I,z| <L«
(« real positivo) do plano complexo, tal que
@(2) 6 holomorfa no complementar ¥, dessa
banda, e de crescimento lento sobre o fecho
de V.; a fronteira é orientada por forma a
deixar a direita os pontos da banda.

As aplicagdes & e &'
sendo ¥5! e #1& as identidades de res-
pectivamente |J e A.

Se identificarmos pois cada sinal a uma
distribuicio de A, e as decomposi¢les es-
pectrais aos elementos de |J, a transforma-
cio de FOURIER e a sua inversa fazem
corresponder a cada sinal uma decomposigéo
espectral e reciprocamente.

Estas aplicacdes sio lineares, e sobre |J é
possivel definir uma topologia(3) por forma
que elas sdo também isomorfismos conti-
nuos [1].

Entre os elementos de |J, tém particular
interesse os que sdo representados por fun-
¢des ¢(z), prolongaveis como fungdes holo-
morfags ao complementar do eixo real e de
crescimento lenfo (para o e para o eixo
real) nos smi-planos Imz>0 e Imz<0;
nessas condicdes existem os limites no sen-
tido das distribuigdes temperadas (%),

gio injectivas,

lim ¢(w+7y)=g*(®).
y<0~

As distribuicdes gt (0) e g~ (w) sdo tem-
peradas, e sendo injectiva a aplicagdo linear
0(2)—»gt (w)—g (»), identificam-se por vezes
estas fungdes holomorfas ¢(z) com as suas
imagens ¢(®»)=g¢*(») — ¢~ (») no espago &'
das distribuigdes temperadas.

Recorrendo a estas identificagdes, a trans-
formacéo bilateral de F'ouRIER, coincide com
a transformacio de Fourier usual, definindo
um automorfismo de S', que é continuo para
a topologia usual de S'(%).

3. Uma algebra de operadores

A continuidade de um operador relativa-
mente a uma dada topologia permite muitas
vezes tirar conclusdes importantes a respeito
das suas propriedades. E no caso das redes
tem-se um exemplo.

Com efeito, se se identificam os sinais com
elementos de A, e se a continuidade dos
operadores & relativa &4 topologia deste
espaco, resultam de forma quase imediata
muitas das propriedades com interesse para
estudo dos circuitos.

Uma dessas propriedades resulta de se
supor ainda que as caracteristicas dos eir-
cuitos ndo se alteram ao longo do tempo, o
que significa que os operadores G definidos
pelas redes sio comutaveis com a translacgio
no tempo. Como consequéncia, vem que:

I. A todo o operador G definido por uma
rede, continuo para a topologia de A, corres-
ponde uma distribuigio g (t) de decrescimento
sub-exponencial (5), tal que

G()=g+7= [oG~0 7O
para todo o feA.

g(t) é obviamente a imagem G (d) de fun-
¢io de Dirac, ou a resposta do circuito a
um impulso de Dirac.
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Uma outra propriedade é a seguinte:

II. A decomposicio espectral do sinal de
saida obtém-se multiplicando por &(g) [1] a
decomposigdo espectral do sinal de entrada.

Resultado importante advém ainda de se
admitir um prineipio de causalidade entre a
entrada e a saida: o valor do sinal de saida
num dado instante ¢ (quando existir) nio
pode depender do valor do sinal de entrada
em instantes posteriores a ¢, o que implica:

III. As respostas g (t) dos circuitos a tm-
pulsos de DIRAC sdo nulas & esquerda de origem.

Supondo portanto que os sinais sio de
crescimento exponencial, impondo a continui-
dade dos operadores relativamente a topo-
logia de A, bem como a comutabilidade
com a translaccio no tempo e o referido
principio de causalidade entre a entrada e a
saida, selecciona-se um tipo de operadores
para os quais se deduzem as propriedades I,
IHGCHAR

Sucede porém, que estes operadores nio
sio suficientes para estudar muitos dos cir-
circuitos com interesse; os circuitos ligados
a este tipo de operadores respondem com
um sinal de decrescimento sub-exponencial
ao impulso 9(2).

Uma generalizagio destas propriedades
a outros circuitos, e portanto a outros ope-
radores, é entio de considerar; e um exem-
plo é o constituido pelos operadores G da
forma

G(f)=9*f=j;9(f—i)f(i)dﬁ

onde geA e é nula & esquerda da origem.
Sio estes os operadores que nos interessam,
isto é, operadores lineares G' que ao impulso
0 ({) fazem corresponder imagens G (3) =
= ge A, nulas & esquerda da origem.

Cada um destes operadores G« g tera
entio o seu dominio constituido pelas distri-
buigdes feA para as quais existe o pro-
duto de convolugiio ¢+ f, satisfaz o referido
principio de causalidade e comuta com a
translaccio.

O conjunto destas distribuigdes geA
nulas & esquerda da origem, munido da
estrutura vectorial induzida por A e do pro-
duto de convolugio, constitui uma algebra
comutativa complexa, com elemento unidade.
Se a munirmos da topologia induzida por A,
relativamente & qual o produto de convo-
lugio 6 continuo, ela passa a constituir
também uma algebra localmente convexa,
completa e separada. No que se segue de-
signé-la.emos por A™.

A transformacio de Fourier & define um
isomorfismo vectorial entre AT e o subes-
paco UT de U constituido pelas ultradis-
tribui¢des que admitem uma representante
¢(z) nula no semi-plano Imz<< 0. Se em

UT introduzimos o produto usual, ut
adquire a estructura de uma algebra, e &
passa a definir um isomorfismo algébrico

entre AT e UT.
Se rodarmos de 90° os elementos de U™
pela transformagio z -~ — 7z, obtemos por

sua vez uma algebra VT, isomorfade U™,
e que é constituido pelas imagens de

LapLACE [1] £(g) dos elementos geA™.
A transformacio de LAPLACE define um iso-

morfismo entre AT e VT, e a seu respeito
sio validas as relagdes

a) _L’.-_-R_lg
b) F=R.L

¢) £'=¢"'R
d) 7 'l=c1R!

onde R representa a rotagio de 90° definida
em V7T pela transformagio z —iz.

A respeito das transformag¢des de FOURIER
e de LAPLACE sio ainda validas as seguintes
propriedades :
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I. §(Dg)=—iz&(g)
. (g»h)=¥(g) 5(h)

. #7'(e-¢) =" ()% (¢)
IV. #(t:-g9)=—1D.%(yg)

I'. £(Dg)==z-£(9)

1. £(g=h) = L(g)£L(h)
. £'(@.0)=L71(@)x£71(0)
IV. £(t-g)=—D.2(g)

quaisquer que sejam g,keA"', 72,06 U
e D,0e V™.

As transformadas de Fourier dos elemen-
tos de AT chamaremos respostas de fre-
quéncia dos circuitos correspondentes, e as
transformadas de LAPUACE, funcdes de trans-
feréncia,

As respostas de frequéncia serio pois, as
func¢des complexas ¢(z), holomorfas num
semi-plano Imz>a (« real, dependente de o)
e de crescimento lento sobre o seu fecho, e
as funcdes de transferéncia serio as fungdes
6(z), holomorfas num semi-plano Rez >«
(« real dependente de 0) e de crescimento
lento sobre o seu fecho.

4. Fungoes de operadores

No paragrafo anterior definiu-se uma alge-
bra de operadores lineares, com elemento

unidade, isomorfa de A", constituida pelos
operadores G da forma

G(f)=fﬁ9(t—— §)F(E)dE

com geA". No que se segue, identificare-
mos pois cada um destes operadores com a
distribuigdo correspondente, isto 6, a algebra

dos operadores com AT .

A estructura vectorial desta algebra veri-
fica-se a respeito das operac¢des usuais de
adicio e de multiplicagiio por complexos, e
do produto de convolugio. Munido de estruc-
tura topolégica induzida por A, ela é ainda
completa.

A transformac¢iio de Fourier define por

sua vez um isomorfismo entre AT o UT,

que ao produto de convolugio em AT faz
corresponder o produto usual em UT.
A transformacio de LapLACE define por sua

vez um isomorfismo entre AT e V+, que
ao produto de convolugio em AT faz corres-

~ ponder o produto usual em VT,

Posto isto, seja ¢ um filtro de sub.con-
juntos do plano complexo, que admite nma
base regular |[G:{(6), e A(8) a ilgebra das
fung¢des holomorfas de crescimento lento so-
bre ¢ [2]: Nestas condigdes, prova-se
que [2]: ewiste uma correspondéncia biunivoca
g entre os elementos de AT cujo filtro
especiral é mais fino do que G, e os homo-
morfismos continuos 5 de A(G) em AV, tais
que H(1)=20(t). Esta correspondéncia é de-
Jfinida pelas férmulas

[6()=g

S@)=——(g— o

*f D) (g—Adyt .,
e (=)

(1)
¥ @e A(9)

onde o ¢ qualquer ponto do plano complexo
———L @ é suposta
(A — a)-t
limitada sobre G, e holomorfa no seu interior,
e I'y é a fronteira de G, orientada por forma
a deixar & direita os pontos de G.

Isto é, quando todo o elemento de § 6 um

pertencente a C— Gy,

conjunto espectral de um dado geA™t, 6
possivel definir as func¢des P (y), com
®eA(G), e o homomorfismo $—+P(g) é con-
tinuo. : : :






