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Uma aplicação de cálculo simbólico com interesse 
par a o esh/c/o da teoria dos circuitos eléctricos 

por Fernando Al. Sequeira 
Lisboa 

Introdução 

0 cálculo simbólico definido por J . SEBAS-
TIÃO E SILVA n o t r a b a l h o « S u r le c a l c u l 
symbolique d'opérateurs permutables à spectre 
vide ou non bornés [2], permite resolver 
muitos problemas de física e de electricidade; 
convém no entanto realizar certos trabalhos 
de adaptação dos resultados nele expressos, 
no sentido de os tornar mais manejáveis. 

Com esse objectivo deduzimos pois algumas 
fórmulas de aplicação imediata, cujo domínio 
de validade é todavia mais lato do que o 
definido pelas condições em que elas foram 
deduzidas. Já usadas em circunstâncias menos 
gerais, e por vezes de forma heurística, elas 
permitem uma aplicação fácil do cálculo sim-
bólico à teoria dos circuitos, ao estudo dos 
sistemas dinâmicos lineares, à teoria do con-
trole linear automático, à resolução de siste-
mas de equações diferenciais, etc. Na parte 
final apresentamos alguns exemplos dessas 
aplicações. 

1. Ás redes l ineares interpretadas como 
funções 

Um quadrupolo eléctrico, na medida em 
que a cada «sinal de entradas faz corres-
ponder um «sinal de saida», define uma função. 
Tanto o sinal de entrada, como o de saída, 
são em geral constituídos por duas distri-
buições Ui (í) 9 w2(í) n a variável tempo: 
duas correntes, duas tensões ou uma corrente 

e uma tensão; no que se segue, designá-las-
-emos por componentes do sinal, ou simples-
mente por sinais. 

Um quadrupolo diz-se linear, quando à 
soma de dois sinais de entrada faz corres-
ponder a soma das respectivas saídas, e à 
multiplicação de um sinal por uma constante, 
faz corresponder a multiplicação pela mesma 
constante da respectiva saída. 

Se G designa a função definida pelo qua-
drupole, X a entrada e Y a saída, estas 
propriedades podem-se representar pelas ex-
pressões : 

a) Y - G ( X ) ; 

c) G(kX) = lG(X) 

onde A'j e X3 designam dois sinais de en-
trada o 1 é uma constante. 

A adição de sinais e a multiplicação por 
constantes são as usuais, e correspondem à 
adição e à multiplicação por essas constantes 
das respectivas componentes: 

( « i , | 3 ) + (v j , t f j ) = (ti, -I- v , , u2 + v2) 

onde (ííj , M2) e (Vj, tJj), são dois sinais de 
duas componentes cada, e 1 é uma constante. 

Cada componente da saída é também uma 
função linear da entrada, podendo-se escrever 

= («i ,«a) 

v3 = Gb(K, , v 2 ) 
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onde W), w2 são as componentes da entrada 
e , v2

 a s da saída. 
Definindo-se então as aplicações Gj.jt , 

l ,k —1,2 pelas relações Gu (wj) = f?t ( « i , 0 ) , 
Gl2(u2) = G^Q,^), í?21 («O = (?2(«!,()) e 
G22 ("2) = Cg (0., «2), pode es crever-se 

ficando pois cada quadrupole linear determi-
nado por estas quatro aplicações Gu,. 

Um esquema análogo pode também aplicar-
-se a uma rede linear. Sabe-se que então 
existe um conjunto de grandezas, correntes 
ou tensões, IÍ! ( í ) , u2 (t), • • • , up (í) linear-
mente i n d e p e n d e n t e s , tais que a corrente 
através de qualquer ramo l da rede, ou a 
tensão entre os seus terminais, Vi, se pode 
exprimir como função linear daquelas gran-
dezas : 

Vl = Gi ( « ! , tta, j u p) • 

E em virtude de a rede ser linear, para 
cada l e cada k pode-se definir uma aplica-
ção linear Gm que a cada componente m, 
da entrada faz corresponder a componente de 
saída Gu- (iik) dada pela relação 

tendo-se então 

p 
GL(UI ,v2, ••• ,Vp)=^Gik ( " 0 -

O estudo do funcionamento das redes pode 
pois fazer-se através das aplicações lineares 
Giu, que a cada componente da entrada (dis-
tribuição na variável tempo) faz correspon-
der uma distribuição na mesma variável. 

2. O s sinais como elementos de um 
espaço de distribuições 

l io que se segue vamos supor que os sinais 
são distribuições na variável tempo, de tipo 
exponencial [1], isto é, da forma 

^ D V 1 " / « ] 

onde « = 0 , 1 , 2 , - . . , f ê uma função com-
plexa, contínua, limitada, e D designa a de-
rivação em ordem ao tempo. Designaremos 
por A o espaço vectorial constituído por 
estas distribuições, que suporemos munido de 
estructura topológica usual ('). 

Esta situação é suficientemente geral para 
englobar os casos que se apresentam na prá-
tica, e além disso A verifica algumas pro-
priedades que são importantes para o estudo 
dos circuitos, 

Uma dessas propriedades resulta do se-
guinte. Tendo em atenção que toda a distri-
buição g s A é decomponível numa dife-
rença [1] 17+ — g~ de duas distribuições g+ 
e g~ pertencentes a A , nulas respectiva-
mente à esquerda e à direita da origem, de-
terminadas a menos de uma combinação linear 
de (3(f) e de suas derivadas, pode definir-se 
a t r a n s f o r m a ç ã o b i l a te ra l de FOUIÍIER do 
seguinte modo [1]: dado g = g+— g~ e A , 
diz-se t r a n s f o r m a d a de FOUIÍIER ff(g) de g, 
a função complexa çp(z), holomorfa no com-
plementar Va de uma faixa | Im s | (a real 
não negativo dependente de g) do plano 
complexo, e determinada a menos de um 
polinómio inteiro em 2 pelas relações 

Jg+ (t)eilldt se I m s > 0 

J^g~(t)et:ldt se Im z < 0 . 

Demonstra-se ainda que cada uma destas 
imagens , geA, é uma função de crês. 
cimento lento (2) sobre o fecho de Va . Estas 
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classes de funções, determittídas a menos de 
um polinómio inteiro em z, chamam-se ul-
tradístribuições temperadas [1], e o seu con-
junto munido da adição e da multiplicação 
por complexos usuais, constitui um espaço 
vectorial complexo, que designaremos por U-

Reclprocamente, dada uma ultradistribuição 
temperada, a relação 

C e-ilty{z)dz 
2 TC 

onde <p é uma representante qualquer da 
ultradistribuição, d e t e r m i n a univocamente 
uma distribuição g(t)e A . Neste integral, 
Att é a fronteira de uma banda 
(a real positivo) do plano complexo, tal que 
<p(z) é holomorfa no complementar Va dessa 
banda, e de crescimento lerno sobre o fecho 
de Va \ a fronteira ó orientada por forma a 
deixar à direita os pontos da banda. 

As aplicações 9 e í*"-1 são injectivas, 
sendo ff ff"1 e ff as identidades de res-
pectivamente U 6 A . 

Se identificarmos pois cada sinal a uma 
distribuição de A , e as decomposições es-
pectrais aos elementos de ( J j a transforma-
ção de FOURIEK e a sua inversa fazem 
corresponder a cada sinal uma decomposição 
espectral e reciprocamente. 

Estas aplicações são lineares, e sobre j j ó 
possível definir uma topologia (3) por forma 
que elas são também isomorfismos contí-
nuos [1]. 

En t re os elementos de U > têm particular 
interesse os que são representados por fun-
ções ç ( z ) , prolongáveis como funções bolo-
morfas ao complementar do eixo real e de 
crescimento lento (para cc e para o eixo 
real) nos smi-planos l m z > 0 e I m 2 < 0 ; 
nessas condições existem os limites no sen-
tido das distribuições temperadas (4), 

Iim + = 

As distribuições <?+(&>) e <?-(«) são tem-
peradas, e sendo injectiva a aplicação linear 
o (z)-*g+ (w) — , identificam-se por vezes 
estas funções holomorfas ç (z) com as suas 
imagens g(w) = g+ (w) — g~(w) no espaço jS" 
das distribuições temperadas. 

Recorrendo a estas identificações, a trans-
formação bilateral de FOURIER, coincide cora 
a transformação de FOURIER usual, definindo 
um automorfismo de S', que é contínuo para 
a topologia usual de • 

3- Uma álgebra de operadores 

A continuidade de um operador relativa-
mente a uma dada topologia permite muitas 
vezes tirar conclusões importantes a respeito 
das suas propriedades. E no caso das redes 
tem-se um exemplo. 

Com efeito, se se identificam os sinais com 
elementos de A , e se a continuidade dos 
operadores é relativa à t o p o l o g i a deste 
espaço, resultam de forma quase imediata 
muitas das propriedades com interesse para 
estudo dos circuitos. 

Uma dessas propriedades resulta de se 
supor ainda que as características dos cir-
cuitos não se alterara ao longo do tempo, o 
que significa que os operadores G definidos 
pelas redes são comutáveis com a translacção 
no tempo. Como consequência, vem q u e : 

I . A todo o operador G definido por uma 
rede, continuo para a topologia de A, corres-
ponde uma distribuição g(t) de decrescimento 
sub-exponencial (5)j tal que 

G { f ) = g * f ~ j ^ g { t - l ) f { l ) d l 

para todo o / E A . 

g( t ) ó obviamente a imagem <?(3) de fun-
ção de DIRAC, OU a resposta do circuito a 
um impulso de DIRAC. 
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Uma outra propriedade é a seguinte: 

I I . A decomposição espectral do sinal de 
saída obtém-se multiplicando por $ (g) [1] a 
decomposição espectral do sinal de entrada. 

Resultado importante advém ainda de se 
admitir um princípio de causalidade entre a 
entrada e a saída: o valor do sinal de saída 
num dado instante t (quando existir) não 
pode depender do valor do sinal de entrada 
em instantes posteriores a t , o que implica: 

III. As respostas g (í) dos circuitos o im-
pulsos de DIRAC são nulas à esquerda de origem. 

Supondo portanto que os sinais são de 
crescimento exponencial, impondo a continui-
dade dos operadores relativamento à topo-
logia de A , bem como a comutabilidade 
com a translacção no tempo e o referido 
principio de causalidade entre a entrada e a 
saída, selecciona-se um tipo de operadores 
para os quais se deduzem as propriedades I, 
I I e I I I . 

Sucede porém, que estes operadores não 
são suficientes para estudar muitos dos eir-
circuitos com ioteresse; os circuitos ligados 
a este tipo de operadores respondem com 
um sinal de decrescimento sub-exponencial 
ao impulso 5 ( f ) . 

Uma generalização d e s t a s propriedades 
a outros circuitos, e portanto a outros ope-
radores, ó então de considerar ; e um exem-
plo é o constituído pelos operadores G da 
forma 

G ( f ) = 9*f=£9(t-l)fÇ,)dl 

Cada um destes operadores G *-> g terá 
então o seu domínio constituído pelas distri-
buições f é A para as quais existe o pro-
duto de convolução g * f , satisfaz o referido 
princípio de causalidade e comuta com a 
translacção. 

O conjunto destas d i s t r i b u i ç õ e s g 6 t\. 
nulas à esquerda da origem, munido da 
estrutura vectorial induzida por A e do pro-
duto de convolução, constitui uma álgebra 
comutativa complexa, com elemento unidade. 
Se a munirmos da topologia induzida por A , 
relativamente à qual o produto de convo-
lução é contínuo, ela passa a constituir 
também u m a álgebra localmente convexa, 
completa e separada. No que se segue de-
signá-la-emos por A + . 

A t r a n s f o r m a ç ã o d e FOURIER 8 d e f i n e u m 

isomorfismo vectorial entre A+ e o subes-
paço U + de U constituído pelas ultradis-
tribuições que admitem uma representante 
<p(z) nula no semi-plano I m 3 < 0 . Se em 
U + introduzimos o produto usual, U + 

adquire a estructura de uma álgebra, e 8 
passa a definir um isomorfismo algébrico 
entre A_t" e ( J * -

Se rodarmos de 90° os elementos de U + 

pela transformação z -*•—iz , obtemos por 
sua vez uma álgebra F"1", isomorfa de U~ r, 
o que é c o n s t i t u í d o pelas imagens de 
LAPLACE [1] <£(g) d o s e l e m e n t o s g e A + . 

A t r a n s f o r m a ç ã o d e LAPLACE d e f i n e UM i s o -

morfismo entre e V , e a seu respeito 
são válidas as relações 

a) £ = R 

b) 

c) = 

d) ^ " ' ^ " ' i T 1 

onde g e A e ó nula à esquerda da origem. 
São estes os operadores que nos interessam, 
isto é, operadores lineares G que ao impulso 
3 (í) fazem corresponder imagens G (3) = 
= g e A , nulas à esquerda da origem. 

onde R representa a rotação de 90° definida 
em V~ pela transformação z — iz. 

A r e s p e i t o d a s t r a n s f o r m a ç õ e s d e FOURIER 

e de LAPLACE são ainda válidas as seguintes 
propriedades : 
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I . -

I I . Hg«h) _ Ho) • m 

i n i = 4M;(<p) * M 

I V . 

I ' . £{Dg) = ; ! • A L ' 

I I ' . £{g*h) = £(g)-X(h) 

I I P . • 0) = £ 
I V ' . £{t >.g) = . 

quaisquer que sejam g,heA+, ^ t j i e I7 + 

e $>,06 V+ . 
Ás transformadas de FooKiEB dos elemen-

tos de A-1" chamaremos respostas de fre-
quência dos circuitos correspondentes, e às 
transformadas de LAPLACE, funções de trans-
ferência. 

As respostas de frequência serão pois, as 
funções complexas <p(s), holomorfas num 
semi-plano l m z > « (« real, dependente de tp) 
e de crescimento lento sobre o seu fecho, e 
as funções de transferência serão as funções 
B(z), holomorfas num semi-plano liez><x 
(a real dependente de @) e de crescimento 
lento sobre o seu fecho. 

4 . Funções de operadores 

No parágrafo anterior definiu-se uma álge-
bra de operadores lineares, com elemento 
unidade, isomorfa de constituída pelos 
operadores G da forma 

G { f ) = j^g{t~l)f(l)dl 

eom g e 
A+. No que se segue, identificare-

mos pois cada um destes operadores com a 
distribuição correspondente, isto é, a álgebra 
dos operadores com 

A estructura vectorial desta álgebra veri-
fica-se a respeito das operações usuais de 
adição e de multiplicação por complexos, e 
do produto de convolução. Munido de estruc-
tura topológica induzida por A , ela ó ainda 
completa. 

A t r a n s f o r m a ç ã o d e FOUKIER d e f i n e p o r 

sua vez um isomorfismo entre A+ e U + , 
que ao produto de convolução em A + faz 
corresponder o produto usual em U + . 
A t r a n s f o r m a ç ã o d e LAPLACE def ine p o r sua 

vez um isomorfismo entre A+ e V + , que 
ao produto de convolução em A+ faz corres-
ponder o produto usual em V + . 

Posto isto, seja § um filtro de sub-con-
juntos do plano complexo, que admite uma 
base regular | t ? i | ( e ) , e A (§) a álgebra das 
funções holomorfas de crescimento lento so-
bre § [2] Í N e s t a s c o n d i ç õ e s , prova-se 
que [2]: existe uma correspondência biunívoca 
g entre os elementos de A+ cujo jiltro 
espectral é mais jino do que §, e os homo-
morjismos contínuos t'3 de A ( g ) em A + , tais 
que c6(l) = ò ( i ) . Esta correspondência é de-

jinida pelas fórmulas 

m 

=6 (a) = g 

<*(<!>)--^-7 (9 ~")n* 2 77 i 

<s>a)(g-\dyi n 

JTn 
V 9 e A (0) 

onde a é qualquer ponto do plano complexo li pertencente a C — t?i, é suposta 
(X - «)»-l 

limitada sobre Gn e holomorfa no seu interior, 
e r„ é a fronteira de Gn orientada por forma 
a deixar à direita os pontos de Gn • 

Isto ó, quando todo o elemento de § é um 
conjunto espectral de um dado y e A + , ó 
p o s s í v e l definir a s f u n ç õ e s $ (g), com 
$eA(§), e o homomorfismo O - ^ Q f ) écon-
tínuo. 
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Para determinar os conjuntos espectrais 
de um dado J(ÊA.+ pode então fazer-se uso 
do seguinte resultado, que se demonstra re-
correndo à t ransformação de FOURIER; um 
conjunto S C C é um conjunto espectral de 
g e A-1-, se e só se existe um n e N , um real 
(3 > 0 e um Ik s= \s e C : Im z ^ , / c e N , 
tais que para todo o zel\t e todo o i e C — S 
se tem \ zn?(s))|>|3 , em que y(z)=&(g), 

Este resultado implica por sua vez que o 
filtro espectral de g é mais Jlno do que §, 
se e só se para todo o Gi de uma base regular 
{£?;) existe um Ik, tal que ®{Ik)C.Gi. 

Nestas condições, aplicando a t ransforma-
ção de FOURIER à fórmula (1), e fazendo 

= f > v e m 

* ( » A m 

2 w t J V n 

-dl= 

isto ó 

(2) 

\ 

Quando o filtro espectral de g é mais fino 
do que § , a função composta $(<p(z)) defi-
nida sobre um Ik é um elemento de U+, 
tendo pois sentido a fórmula (2). 

Uma generalização possível destes resulta-
dos pode ser obtida com a álgebra A (§, 
das funções com valores em holomorfas 
e de crescimento lento sobre § . A este res-
peito, identificando cada elemento 
com 0 x o (0 e A (§ , A + ) prova-se que [2] : 
para todo o elemento ge A+ 

cujo filtro espec-
tral é mais jino do que §, o homomorfismo & 
de A (§) em A"1", que a cada $ e A (§) faz 
corresponder $ (g), admite um e um só pro-
longamento contínuo c'3* a A (§, A + ) tal que 

& *($.h) = & (<*>) * h 

quaisquer que sejam $ e A (§) e he A + . 

Este prolongamento é obtido através da 
fórmula 

(3) 
á TU l 

r (ff * * ) 1 A 

JTn ( * - « ) " ) 
onde <x é qualquer ponto do plano complexo 

'Â-' -A í Ç& pertencente a C — Gt , — - é suposta 

limitada sobre fí„ (n 6 N) e holomorfa no seu 
interior, e P„ è a fronteira de Gn orientada 
por forma a deixar à direita os pontos de Gn. 

Aplicando a t ransformação de FOURIER à 
igualdade (3) obtêm-se por sua vez 

W 1 JT» (A - a)« (<p (s)—A) 

onde = Is to é, 

(4 ) 

que é óbviamente um prolongamento da fór-
mula 2. 

Po r um processo análogo, e usando a trans-
formação de LAFLACE, poder-se-ia também 
demonstrar que nas condições descritas na 
proposição anterior, se tem 

(5) 

onde 0 (z) => X (g). 
As fórmulas (4) e (5) sugerem então definir 

<í> (g) sempre que s > ou o 
que é equivalente, Bernpre que 

f • 

Esta extensão permite, dado A { § , K J r ) , 
fazer corresponder a cada elemento g e A + 
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um homomorfismo algébrico (não necessaria-
mente contínuo) entre uma sub-álgebra de 
. 4 ( § , A + ) . dependente de g e que diremos 
relativa a g, e Este homomorfismo, 

sempre que o filtro espectral de g é mais fino 
do que § , coincide com o homomorfismo «6* 
definido na igualdade (3), e ó contínuo. Em 
qualquer das hipóteses, se e *F são fun-
ções pertencentes à sub-álgebra relativa a g , 
tem-se: 

v A flCÏ 

Um caso com interesse ó aquele em que 
§ é o filtro gerado pelos semi-planos J z e C : 
Re s > a , K real ) e o elemento de A + é 5' 
(que corresponde ao o p e r a d o r derivação). 
Então, para todo o <ï> e J (é?, A + ) temos 

sendo a aplicação í>-+<íi(o') de A(§, A + ) em 
um homomorfismo contínuo. Se î> e A (§), 

tem-se 

<P ( 3 ' ) = X ' 1 O (Z) 

5 . Algumas aplicações 

1. Comecemos por considerar alguns di-
polos eléctricos simples, e para cada um 
desses dipolos determinemos a distribuição 
g(t)e A + associada, que permite através da 
igualdade 

c{t)~g{t)*i(t) 

relacionar a corrente que atravessa o dipolo 
com a tensão nos seus terminais (supomos 
que o dipolo ó linear). 

Nos casos em que o dipolo é constituído 
por uma resistência R, uma capacidade C 
ou uma inductância L , resulta imediatamente 
que a distribuição g(t) associada ó respecti-
vamente 

Resistência li 5 (í) 

Capacidade — A(f) (A função de HEAVÍ-
C SIDÊ). 

Inductância L ò' (í) 

Da associação em série ou em paralelo de 
dois dipolos, a que correspondem por exem-
plo as distribuições g\ e g2, resultam por 
sua vez dipolos cuja distribuição g está rela-
cionada com as anteriores pelas equações 

9 — 9\ + 92 (associação em série) 

9=ffl*Sla*(9í -fí/a) -1 (associação em paralelo). 

Este segundo resultado só tem sentido se 
9\ + 92 t 6 m inverso, isto é, se 

- % i ) + X(92) 

Associando em série e em paralelo os 
dipolos assinalados atrás, obtêm-se então as 
seguintes distribuições: 

RÒ + Li' 

C 

LS'+~h 
C 

(R e L em série) 

(R e C em série) 

(L e C em série) 

L\fTC 
e^L0 h(t)*0 Vlo h(t) + 

1 5-^=1 
+ — e *La 

C 
h(t) (L e C em paralelo) 
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R$(t) — e L A ( 0 
Lá 

(R e L em paralelo) 

l ; e ~ i n r h ( t ) , (tf e C em paralelo) G 

2. De acordo com os resultados do pará-
grafo 4, tem sentido escrever e9 para todo o 
g e Á T , tal que e*^" e , Por sua vez, se 
e - ^ e e - ^ , com f , g e A + , são elementos 
de V+, tem-se 

(1) e
f+9 = ef*e9. 

Consideremos então a igualdade 

(2) = 3 . 

As distribuições g e 
A+ que a verificam 

satisfazem a relação e ^ ^ = 1 , e portanto 
4?$) =• 2 m c i , com Ji inteiro, ou 

j t = 2 í i i r í 3 (ti inteiro). 

De (1) infere-se então que 
/-fÍBWi 8 __ 

para todo o / e A + tal quo e - ^ e F + . 
Seja agora a equação 

(3) ef=g 

onde g e A+ é um dado e se pretende deter-
minar / . 

Se e F + , a função • •-•—, onde 
X{g) 9{z) 

= é um e l e m e n t o de F ' 1 , e 
admite primitivas em V+ que diferem entre 
si em uma constante. Sendo pois y(z) uma 
dessas primitivas, tem-se 

dz 

qualquer que seja a constante w, e portanto 

0 0 ) = const. eT(=>+« 

• 
podendo-se determinar a por forma que a 
constante seja igual a 1. Para esse valor 
de a , tem-se pois 

fl(8) = e TW-M 

e portanto 

V , G 

isto ê, /o = (y (z) + a) é uma solução de 
equação 3. 

Por sua vez, sendo g invertivel, se existir 
uma outra solução f \ de equação 3, tem-se 

is:A * = g * g~] = S 

isto é, f i — / 0 = 2n T : , onde n é um in-
teiro. 

Por analogia com o que se passa com as 
funções, pode então dizer-se que toda a so-
lução de equação 3 é um logaritmo de g e 
escrever 

/ = In 9 • 

A titulo de exemplo, consideremse a dis-
tribuição 5 ' , Como e~a~eV+ para todo o 
« real positivo, e como ^(á ' ) = z , pode 
escrever-se <r t t S ' , e vem 

(r*$> = j | j f i ( g - a — «)• 

Por sua voz, o facto de 

3 ( í ~ « ) * / < 0 = / ( « - « ) 

para todo o f e A , permite dizer que o ope-
rador associado à distribuição e"aS' é uma 
translacção. 

Na prática este operador pode representar 
uma linha de atraso que não deforma os 
sinais. 
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3. As equações diferenciais de um sistema 
linear dinâmico com m graus de liberdade 
tõm a forma [3] 

(I 
Gu («l)+<?12 Vi CO 
G 21 B é h f j a («2)+. • + G2m(um) = (0 

• + Gmm (wm) = fm (0 

onde os Qii são operadores lineares do tipo 
considerado, e os Vj(()e A+ são dados. Os 
tti(í) pí== 1 , 2 , • jfliT são também elemen-
tos de A+ e definem o estado do sistema. 

Sendo então gik(t) a distribuição de A+ 
associada ao operador linear G n , l , k — 
= 1 , 2 , , m , o sistema 4 pode escrever-se 
com a forma 

m | 5 ) 1 = 1 , 2 , 

e u t i l i zando as t r a n s f o r m a d a s de LAPLACE 

(6) = 
fr=1 

o n d e 0 u . (3) = J7(JÍ,a) , o k ( z ) = X e (JJ;(S) = 
= ^ ( v i ) > 1 , 2 , - . - , m . 

Se o determinante 

A ($)]== I n f f ) 01- (3) 

021 («)' 022 (*) O?« (z) 

A.» (*)' 2 ( 2 ) ' * 

e sao é tal que — e V + , existem em V+ 

A(z) 
únicas as funções cp* (z), k = 1 , 2 , - • •, vi que 
verificam o sistema 6. Elas são as dadas pelas 
relações 

1 
?* (z) T T r • y A*j(z)<M3) / c = 1 j 2 , • • •, 

A ( 3 ) B 

m 

onde cada um dos Akl (2) ó o menor comple-
mentar do elemento Ou (?) afectado do sinal 

Passando então ás i m a g e n s inversas de 
LAPLACE, v e m 

u k ( í ) = A (o^1 * 2 A k i ( o * ( o k = 1 > : 2 > • • • >m 

t=i 

onde 

A-* ( o = m é 
U W J 

e 

O estado do sistema fica pois univocamente 

determinado sempre que 
1 

Wã 
i F t . 

Se no sistema 5 substituirmos agora um 
dos ^ i t ( í ) por uma variável complexa X, o 
determinante A(s ,>) fica a depender do X, 
o pode-se então discutir para que valores de 

1 
um elemento de J"1". Para esses l ê 

A M 
valores obtêm-se soluções da forma 

m 
Vi 0', t) = A"1 (à , í) * 2 é* < ( í i ' 0 * V i (0 

onde os A"1 {J, ® Akl (l, i), = l , 2 , • , 
são funções vectoriais de I , com valores 
em A + . 

A possibilidade de substituir à por um 
certo g(t)eA+ está então sujeita às condi-
ções descriptas no parágrafo 4. 

4, Consideremos um servomecanismo que 
consiste em dois aparelhos, ura de entrada e 
outro de saída, devendo o segundo reproduzir 
os movimentos do primeiro com a maior pre-
cisão possível; ele contém também um ampli-
ficador que gera uma corrente i ( 0 = £ ' i ( 0 * e (0 
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onde e (í) é a tensão aplicada na sua entrada, 
e um motor accionado por i ( t ) , por forma 
que a posição v(t) do aparelho de saída é 
uma função linear de i ( i ) : v (í) = * í(t), 

Posto isto, pretende construir-se um apa-
relho X q u e mediante as posições do aparelho 
de entrada íí(í) e do aparelho de saída t>(í) 
forneça uma tensão a aplicar à entrada do 
amplificador por forma q u e : 

a) e (í) seja uma função linear da dife-
rença u (í) — u ( í ) ; 

b) O aparelho de salda reproduza os mo-
vimentos do aparelho de entrada. 

Substituindo por X (variável complexa) a 
distribuição correspondente a X , podemos 
escrever as equações: 

1. e (í) = X (« — u) 

2. i (0-ffi*(l(a-t>)) 

3. t ' ( 0 - f f a « ( * ( " - « ) ) 

e portanto 

(3 + X g2 * g-i) * v = X g2 * g\ * u 

Pôe-se então o problema de saber para 
que valores de X e C ó invertível a distri-
buição <5 + A * , isto é, em que valores 
de X e C está definida a função vectorial 

Ô (X) = X g2 * * (5 + X g2 * . 

Ora de acordo com os resultados do pará-
grafo 4, esta função está definida para todo 
o X tal que 

M i l 
i + x l T í ^ l 

e P" 

onde 0, (« ) • . . j g g e 08(z) = £ (g 2 ) . 
De acordo também com (o) do parágrafo 4, 

a saída será uma função linear da entrada, 
se ao aparelho X corresponder uma distri-
buição g tal que 

I + E(Z)0,(Z) 

onde Q(z) = £(g). 
Nessas condições, vem 

- e V + 

= J fl(g)flif2)Sa(z) -
* u (í) . 

Suponhamos agora que existe um filtro 
regularizável § de conjuntos do plano com-
plexo, tal que <5 e A (g, A"1"), e que o filtro 
espectral de g é mais fino do que § . Nessa 
conformidade, e na medida em que 

i + e(*)flj(«)0aOO ' 

será também 

(t) * u (t). 

5. Dada uma função qualquer 0 (2) e V + , 
holomorfa num semi-plano direito 

Va = \ze C : R e z > « j , a. real, 

e do crescimento lento sobre o fecho de Va, 
existe sempre uma sucessão de funções racio-
nais (p„ (z)) com poios no complementar do 
fecho de 1 « , que converge em para 
6(2). Este resultado demonstra-se tendo em 
atenção que existe um natural n e um com-
plexo y tais que 

O f y)" 
2 

tt-j-f 00 

- - M i f 4 
1ti J (X - y)" (X - z) 

Posto isto, sendo g = £ 1 (9 (z)}, a suces-
são (gn) constituída pelos elementos gn = 
= £~1(çn(z)), converge em A"1- para g. 
Por outras palavras, o conjunto dos elemen-
tos de que são produtos de convolução 
finitos entre elementos de forma 3'- |-f3Ô, 

X ao 
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E u i A ( Í ) e M J com (3 e w e C , é d e n s o 
em A"1-. 

Este resultado, aplicado aos circuitos, po-
derá eventualmente justificar o traçado de 
circuitos equivalentes. 

0. Uma extensão possível do conceito de 
«estabilidade de uma rede ou de um circuito», 
à situação presente, ó a que resulta da se-
guinte defiuição : dada uma rede linear, diz-se 
que ela é estável quando as distribuições 
gti (i) 6 A + associadas a essa rede, isto é, as 
respostas a impulsos de DIRAC, são distri-
buições de decrescimento rápido, 

As imagens de FOURIER destas distribui-
ções são funções f ( z ) , boJomorfas no semi-
-plano Im z > 0 , e tais que o limite 

(7) lim <p(w-|-is) = g(a) 

è uma função g(ut) indefinidamente diferen-
eiável e de crescimento lento sobre R . O li-
mite entende-se no sentido da topologia que 
se utiliza geralmente sobre o espaço vectorial 
S destas funções [4], e de acordo com a qual 

+ e as suas derivadas ^ ( w - f - t ^ ) , 
k = 1 , 2 , • • • , convergem uniformemente so-
bre os intervalos compactos de R para g{ui) 
e jW (w), k = 1 , 2 , . . ' , respectivamente. 

Usando pois a identificação y(z)~g(ui) 
assinalado no fim do parágrafo 2, podemos 
dizer que as respostas de frequência destes 
circuitos são funções de S . 

Relativamente às funções de transferência, 
pode-se por sua vez dizer que elas são 
funções 9 (z), h o l o m o r f a s no semi-plano 
direito i í e z > 0 , e tais que existe o limite 
lim $(x + iy) em S. 

Do resto sabe-se que toda a aplicação li-
near contínua G do espaço vectorial 5" das 
distribuições temperadas em si mesmo, comu-
tável com a translacção é da forma 

onde g é uma distribuição de decrescimento 
rápido [1]; e reciprocamente. 

Aplicando então a transformação de FOU-
RIER a esta igualdade, obtém-se 

onde cF(g)eS, & ( f ) e S ' , e a multiplicação 
assinalada no 2." membro desta igualdade é 
a que se costuma definir entre elementos de 
5 e de S'. Nesta igualdade, foi também 
utilizada a identificação, referida no pará-
grafo 2, entre funções hslomorfas e distri-
buições. 

7. Num meio material a polarização eléc-— 
trica P em cada ponto é uma função linear 
- > V - , 

P = G{E) do respectivo campo eléctrico E 
nesse ponto; se as características do meio não 
se alteram com o tempo, G é comutável com 
a translação no tempo. 

Por forma semelhante à usada no parágrafo 
1, p o d e m o s então definir nove aplicações 
lineares Gtk (J , k = 1 , 2 , 3) q u e permitem 
relacionar as componentes Pt da polarização 
eléctrica com as componentes Ek do campo : 

1 = 1 , 2 , 3 . 

Para cada par l,/c, Gik (E/c) dá a compo-
nente l da polarização criada por um campo 
eléctrico Eh com a direcção k . 

U m a interpretação suficientemente geral 
será então supor que estas componentes (va-
riáveis com o tempo) são elementos de A , 
e que os operadores Gtk são do tipo consi 
derado no parágrafo 3. 

Nessas condições pode escrever-se 

s 

onde para cada par l , k , (í) designa o 
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elemento de A+ correspondente ao operador 
Oik, isto ó, a polarização criada na direcção 
l por um campo eléctrico 3(f) de direcção 
k , e EQ a constante dieléctrica do vácuo; as 
transformadas de FOÜRJEK destes elementos 
y.it(f) constituem o tensor da susceptibilidade 
eléctrica do meio. 

De forma semelhante, podem também rela-
cionar-se a indução e o campo magnético, e 
determinar os elementos (í) erÀ:+ corres-
pondentes ao tensor da permeabilidade mag-
nética, 

Sendo o meio ísotrópico, estas distribuições 
são de forma 7.,^ (/) = òik (') e (»ia (t) •= 
— à ikpO) , onde X(t) e p (í) são elementos 
de A + , e designa o símbolo de KUOSE-
CKER. Se existir uma distribuição n( í ) tal 
que 

$ ( $ • £ ( 0 = ( i + x H * fi ( 0 

ela corresponderá naturalmente ao índice de 
refracção, e será da forma ccò(t) (a. = cons-
tante) quando o meio não for dispersivo. A 
transformada de FOURIER de n(t) permite 
determinar a velocidade de propagação das 
ondas no meio, em função das respectivas 
frequências. 

N O T A S 

(1) Considerando o espaço vectorial (las funções 
complexas, l imitadas / ( < ) , munido da norma ] | / | | = 
= s u p ] / ( f ) I , a topologia A é a do limite induc-

ísR 

tivo dos espaços imagens daquele pelas aplicações 
/-* ü" ( e " 1 " / ( ( ) . 

(2) Uma função ^ (JS) diz-se de crescimento lento 
s o b r e ura c o n j u t o ft do plano complexo, quando 

existe um inteiro p positivo e uni 7 c C t a i s que 

———— é l imi tada sobre í l . 
( 3 - 1 ) " 

(3) !J é o quociente, pelo subespaço dos polinó-
mios inteiros em a , do espaço das funções holomorfas 
do crescimento lento sobre o filtro gerado pelo con-
jun to dos complementares das bandas | Im z j < a 
(a > 0 ) , A topologia de U é a do espaço quociente, 

(4) Considerando o espaço vectorial das funções 
complexas l imitadas / ( í ) , munido da norma | | / | | = 
= sup \ f { t ) \, a topologia do espaço S' das distr i-

tc R 
buiçÕes temperadas é a do limite itiductivo dos espaços 
imagens daquele pelas aplicações f ^ - D " (1 + x 3 )" / (a ; ) . 

(5) Uma distr ibuição g (í) diz-se de decresci-
mento sub-expotiencial, quando para todo o 7c e N , 

1'1 (g) í é l imitada : As imagens de FOUKIEK destas 
distribuições são funções holomorfas <? (z) que veri-
ficam a seguinte propr iedade: tf (a) definida em semi-
-planos Im z > a e I m s c p reais) admite 
prolongamentos analí t icos a todo o plano complexo 
tf>+ (z) e f ~ (z) , que são de crescimento lento sobre 
todo o semi-platio lm e Im ( t : real) 
respecticamente. 

(6) Diz-se que uma base | f f* J £ e N ! de um filtro 
é regular , se ela é normal e distanciada, e se qualquer 
seja í e N , a f ronteira de G t é rectifieável após 
inversão. 
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