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Général/safi'on d'un f/iéorème de A4orgado 
par Sfepfiane FoJdes 

Pads 

Dana soil étude «On the closure operators 
of the cardinal sum of partially ordered sets» 
( P r o c . A m s . S e r . A , 6 4 / 1 9 8 1 ) , MORGADO a 

démontré le théorème suivant : si jl/j et il/2 

sont des ensembles partiellement ordonnés, 
chacun ayant un minimum et un maximum, 
il/j © il/3 leur somme ordinale et si pour un 
ensemble partiellement ordonné P on désigne 
par $ (P) l 'ensemble partiellement ordonné 
des opérateurs de fermeture sur P, alors 
on a : 

$ ( i l / , © M2) = 2 X <Î> ( i l i , ) X î» (ifcTa) > 

où X désigne le produit cardinal. 
Puis il généralise ce résultat par récurrence 

à une somme ordinale à n composants. 

T e r m i n o l o g i e , no ta t ions s 

S o i e n t P un ensemble p a r t i e l l e m e n t 
ordonné et Qp un ens. p. ord. pour chaque 
peP. Considérons l'euBemble des couples 
(x,p) avec peP, xeQp et ordonnons— le 
comme suit : 

(IL -pfUI^H JPB) <=> (Pié*P2
 6t 

dans QPl = QPl) ou p} < p2 . 

L'ens. p. ord. ainsi obtenu est appellé somme 

( P , . ^ -o rdonnée de la famille (QP)pep et il 

est désigné par ^ Qp. L a somme ordi-

nale, la somme cardinale et le produit ordinal 

sont des cas particuliers de cette définition. 

Un ens. p. ord. P est une demi-racine (resp. 
demi-racine relativement bien ordonnée) si la 
section finale de chaque élément de P est 
une chaîne (resp. une chaîne bien ordonnée). 
Si de plus chaque élément de P est majoré 
par un élément maximal, on dira que P est 
relativement majoré. 

S o i e n t P une demi-racine relativement 
bien ordonnée et Qp un ens. p. ord. avec 
éléments minimum Op et maximum u p , pour 
V p e P . 

Définissons une application : 

2 <2A; 
V P ^ . S ) ) peP 

pour n e ^ i ^ x X J O f Q j O (produit cardinal), 

peP 

« = (<P , • • • , <RI> , • • 0 > 

l 'opérateur 2 est défini 

comme suit : soit ( # , p ) e 2 Qp > a î o r s , 

si <p(p)=p, F(â)(x,p)=(?p(x),p); 
6Î ?(P)>P 6 t <?P(x)<uP> 

F (a) (x , p) (ic) , p) ; 
si <?(p)>p et yp(x) = up, 

où p' est le premier élément de (p ,->•) véri-
fiant ty(p')= tf ou tfp> (Op) < up. 

On a : 

F(a) ^ F{b). 
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Nous avons obtenu le 

T H . 1 . Si (Q,;.)P«P EST famille d'en-

sembles partiellement ordonnés chaque Qp 

ayant un élément minimum et un élément ma-
ximum et si P est un demi-racine relativement 
bien ordonnée, alors 0 (P) X XT ® (QP) ESI 

peP 
isomorphe à une partie de § f 2 Qp\ * 

\P6(P, s ) / 

Ajoutons aux hypothèses du th. 1 , la sui-
vante ; P est relativement majoré. Montrons 
que F est surjective: 

Soit 8 e 0 / 2 " Qp\ 
\pt(iJ, s ) J 

Définissons ç 6 1» (P) en déterminant l'en-
semble fy de ses invariants : 

» { # « p 16 ( « ? ' $ ) « («j> y iOÎ • 

Pour chaque p e P définissons «f^e $(<3;,)-
-par l 'ensemble &a des invariants: 

= ja? e Q | ( x , p ) e s t 0 - ferméj ( J I M -

Posons : 

pep 

On peut vérifier facilement que F (a) = G . 
Nous pouvons énoncer le 

TH. 2. Soit P une demi-racine relative-
ment bien ordonnée et relativement majorée et 
soit Qp un ens. p. ord. avec minimum et ma-
ximum V p e P . On a l'isomorphisme suivant; 

# 2 QP\^(p)xll(î'(QP) 
\ p e ( P , S ) / p o P 

ou encore, M désignant l'ens. des éléments 
maximaux de P , 

«Y 2 QpV?(P\H)xII$(Qp)-/ çeP 

= 2 ^ X I I Î 1 ( Q P ) -
peP 

(Pour voir M O X Î G A D O : Some 
results on closure operators of partially orde-
red sets, Port . Math. 19/1960). 

On voit comment obtenir différents corol-
laires. Examinons un cas particulier à titre 
d 'example: Soit « un nombre ordinal de 
première espèce : a = fï -+-1 et soit S <= 

M^ ® © une somme ordinale 
de type a . Supposons que chaque j j j j f £<a ) 
possède un minimum et un maximum. On a ; 

$ {S) = 2PxXI 
%<«• 

Si a est fini, c'est précisément le résultat 
d e MORGADO. 


