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M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

L S. C. E. F — MATEMÁT ICAS I - Ano lectivo 1970-71 

- Ponto n.° 1 - 30-6-1971. 

5785 — 1) Investigue se é possivefencontrar três 

subconjuntos A, B e C de U tais que satisfaçam 

simultaneamente às relações seguintes: 

C=£0, Af\B4=&, ^ n 0 - 0 , ( i í l B ) - C - g f . 

R: A relação (A HB)—C = 0 implica que A f| B c: C 

et como A n B 0 j é claro que a •primeira condição 

é supérflua. É evidente que a condição A (~| F S ® 

implica A fl C =jt 0 e portanto a validade da segunda 

e quarta condições contradiz a terceira. 

2) Considere a relação" binária definida no con-

junto B \a , b tc,d\ por ' R = J (o , 6) , (a, f ) , 

(&, ii) j (d, d) | . Indique o número mínimo de pares 

ordenados que é necessário acrescentar a R para 

que esta relação seja (o) reflexiva, (i) simótrica, 

(Í) relação de equivalência. 

R . : 

a) 

c) 

( a , a ) , ( b , b ) , (c , c ) . 

(b , a ) , ( c , a ) , (d , b ) . 

Haverá que acrescentar os pares indicados nas 

alíneas a) e b) mais os seguintes : (a , d), (d, a), 

(b , c) , (c , b ) . 

3) Sendo 4 ( 1 , 1 ) a imagem do complexo 

ache o lugar geométrico da imagem B do cmplexo z 

tal que a imagem de s está sobre A Vi. 

R , : Sendo z = (x, y) , vem zj z = (x— y , x 4- y) 

e a equação da recta A B i 

X — x Y - y 

1 — x 1 — y 

Como a imagem de z1 z está sobre ÀB, terá de ser 

— y x 

1 —x 1 — y 

ou + — x—y = 0 , que è a circunferência de centro 

em ( 1 / 2 , 1 / 2 ) e raio ^ 2 / 2 . 

4) Supondo que ( ( ? , x ) é grupo comutativo, 

considere a lei de composição interna * tal que 

V o , 6 e f i i l i i a a x i x i (k constante perten-

cente a G) . Demonstre que {(?,*) também 6 grupo 

comutativo. 

R . : Associatividade: 

( a * b ) # c = { a x b x k ) # c =• ( a x b x k ) x c x k 

a # (b # c) -- a x ( b i c ) x t = a x ( b x c x l i ) x t . 

Como a lei x é associativa e comutativa, então 

(a * b) * c = a * (b * c ) , 

Comutatividade: 

a * b = a X b x k 

b # a = b x a x k . 

A comutatividade da lei X implica a * b = b * a . 

Existência de elemento neutro: se existe elemento 

neutro e, terá de ser 

a * e = a OK a x e X k = a 

e daqui resulta 

a- 1 (a X e X k) = a-1 a 

donde vem e — k-1 . 

Existência de elemento oposto: o elemento oposto a' 

de a terá de satisfazer à condição a * a' = k _ 1 ou 

a X a' x k = k-1 . Daqui vem a- ' (a x a' x k) = 

— a-1 k _ 1 e portanto a1 — a ( k ~ ' ) 2 , 

5) Seja B (mXn) {mcn) uma matriz de carac-

terística r^m e A matriz quadrada regular de 

ordem m . Mostre que c (A B) = r . 
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Ache a condição a que da vem satisfazer yx , y ; , 

Vi e Vi para que as equao3es 

x i . — + 3 x4 -f- j-r, => ;/, 

2 3C1 + ai; — 2 3?| — i j = y> 

IL + S I I + S A ; ) -R 4 — JFJ 

X2 •+• I J + 5 x4 H 6 Xj = yi 

sejam compatíveis. 

R . : Como c (A ) => oi e c (B) » r g oi , vem 

c (A B) r . Se fosse c (A B) C r então, como 

c {A- ' ) = i n , viria c [ A M ( A B ) ] - c { l B ) = c ( B J < r , 

O que e absurdo. 

Para que as equações sejam compatíveis é necessário 

e suficiente que 

yi - }'3 + yt — Tí = 0 . 

6} Sera calcular os determinantes, prove que 

a b e 

i 1 1 

i 1 0 

i 0 1 

i 0 0 

0 t 1 

0 1 0 

0 0 1 

0 0 0 

[(«V» A< >v C ;=> 0/\t(=> 0) 

1 0 0 0 1 1 1 1 1 Ü Ü 

1 1 I 1 1 1 1 1 0 1 0 

0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 

0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 

0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 

0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 

0 I 1 1 0 1 0 1 0 1 0 

"i 

í l 

ei 

rfi 

a2 «3 

òz b3 

d2 rf3 

Cl 6., Oj 

C j í>3 «3 c h 

Ci b2 a2 d2 

K.: 

A colima assinalada com UJÍI # justifica a veracidade 

da proposição. 

2) Sejam f\A-+B e g:B — C. Mostre que 

a) ff o f injectiva = > / i n j e c t i v a 

b) 9 o / s o b r e j e e t i v a = > # sobrejeetiva. 

R . i a) r » = ) ( g o J ) ( i ' ) o f ) { ! " ) 

ou 

X' # *'» = > g (f g (f ( * " » = > f (*') f ( x " ) -

b) P o r Aipáteíe, (gof ) (A) e portanto g ( f (A)) = C 

a, ai a, — 31 w Cl d i = o que mostra que g é sobrejeetiva. 

b i b i b 3 b * a3 bz C ; d . 
3 ) í i e o d o a — & + Í y t q u a l é a c o n d i ç ã o q ue 

«1 C3 33 b 3 «3 d j a — 1 

d l At d j â* bi Ci at 
devem cumprir x e y para que o compleso -——j-

«eja imaginário puro? Que curva descrevo a imagem _ 
Cl b i a i d» 

153 
Cl bi 3] d l de z? 

c.z b . d. Ci b i d ) 

C-3 b 3 a3 d 3 C3 b 3 
a 3 R. : 

Ci b* d 4 c 2 b i a i d 2 z — 1 ( s — 1) + í y 

I. S. C. E. F. — MiTEHATtcAS 1 — Ano lect ivo 1970-71 

— Ponto n.° 2 - 30-6-1971. 

5 7 8 6 — 1) Prove que, se A , B e C são subcon-

juntos da V taÍ6 que A[\B^U ® então 

Af\C-0 

R . : Teremos de provar a proposição 

A n B ç c A A u c s R = > A n c = 0 . 

Fazendo x e A = a , S E B = 1 ) , X B C = C e X e 0 = 0 , 

bastará mostrar que [(a A b = ) — c) A (a V c MJ => 

A Construindo tona tabela de verdade 

vem: 

z + \ (x+l)-}-Íy 

[ ( * „ ] ) + } ?][ ( * + O - i y ] + y ; ) -+- i (-.-> 

(T + I ) 3 + y í (s - 1}' + y* 

e portanto terá de ser x2 + y! — 1 = 0 que è a circun-

ferência de centro na origem e raio 1 . 

4) Provo que, em relação a qualquer lei de com-

posição interna associativa, todo o elemento que 

admite oposto é regular à direita e à esquerda. 

No conjunto li dos niimeros reais considere a 

lei m definida por n * 6 = o + 6 + a b . Mostre que 

existe elemento neutro e que qualquer real distinto 

de — 1 tem oposto. 

R : Sendo a * a' — a' * a — e , de a * b =. a * c 

tem a' * (a * b ) = a ' « (a * c) ou (a' * a) * b = ( a ' * a ) * c 
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o que permite concluir que e * b = e * c , isto è, b = e. 

A»àlogatnente, de b * a = c * a resulta b = c . 

Quanto à lei a # b = a +• b + a b definida em R i 

como a * b = b * a , bai la procurar o elemento e para 

o qual a * c = a . Vem então 

a « e a + e + e b = a 

a + e (1 + b) = a 

e = O . 

A condição para a existência de oposto a + a1 + a a1 — G 

a 
dá a1 — ( a = t — 1) . 

1 + a ^ ' 

5) Doas matrizes A a B do mesmo t ipo m X n 

dizem-se equivalentes se existem duas matrizes regu-

lares P e Q, respectivamente de ordens m e n i 

tais que 13 = P A Q. Mostre que esta relação b inar ia 

é uma relação de equivalência entre as matrizes. 

Estude o sistema 

H + xz — x3 = 2 

+ + XI = 3 

»1 + Sfc + (a1 — 5) x3 = a . 

R : reflexividade t A = Im A I„ 

simetria: B = P A Q = > P"1 B Q"1 - A 

transitividade : B - 1 ' A Q A C = P 1 E Q , = ) 

= > C = (Pi P ) A < Q Q , } . 

O sistema é possível determinado com a =f= — 2 , 2 ; 

é possível indeterminado de grau 1 com a 2 ; i im-

possível com a = — 2 . 

6) Resolva a seguinte equação : 

1 1 

1 l — X 

1 1 

1 

1 

3 — s , 

1 1 1 ... (n-l)-x 

R ; As raizee são x 0 , x = n — 2 . 

L S . C. E. F. — M A T E M Á T I C A S I — Ano lect ivo 1970-71 

— Fonto n." 3 - 10-7-1971. 

5787 — 1) Demonstre que 

(Ar\BfíCiU(Ãç\Br\C)UBU Ü - D . 

R : ( A n R n C j U ( Ã n B n C ) U B U í « 

= [ ( B n C ) n ( A u Ã ) ] u 5 u c 

- [ ( B n c ) n u j u s u ü 

- Í B n C ) U r ( B n C ) 

-u. 
2) Na construção da ura prédio estabeleee-se ura 

[Saneamento das operações a efectuar. Des i gnando o 

conjunto das operações por | a, b ,•••, í j ' , . . . , « j 

considere a relação b inár ia definida pela função pro-

posicional na operação i antecede a operação j». 

Trata-se de uma relação de ordem pa rc i a l ? E u m a 

ordem t o t a l ? Just i f ique as respostas. 

R . : E ordem parcial mas não é ordem total. 

3) Prove que 

( cosy f í s e n y j ( 1 (1 4 0 -

/ 5 ir 5 * \ 
= 1/ 2 COE -—— -(• I sen 1. 

\ 84 81 / 

R . : 

^cos y +• i sen y ^ i ^ ) (1 + í> = 

" (coa
 T

 + i 3eB T ) [C09 ( - í ) + i Ben í ) ] x 

X ^eos y + i sen y ^ 

^ ^ - ( y - y + ^ + ^ Í T - T + T ) ] -
rs ( 5 ir , 5it \ 

= 1/2 cos --•- + i sen . 
\ 84 81 ) 

4) Seja ( J , + , x ) um anel não comuta t ivo e 

considere em A a lei de composição interna * defi-

nida por = xy — y x. Prove que 

a) x * y = — (y * x) 

b) A lei # é d is tr ibut iva à esquerda e à d ire i ta 

"em relação à adição. 

R.: o) x * y = i y — y j 

y * I ™ y x — * y = — ( x * y ) 

b) x * (y + z) i (y + z) — (y -f 2) x =< 

— x y + i ! - y i - u = 

= (x y - y i ) f ( . u - z i } = 

— (* *y) +- (x *2)-

(y + z) * x = (y + z) x — x (y + z) 

" y x + z x — x y — n =. 

— ( y i - i y ) + (z x — x z) = 

= (y # x) + {z # Ü ) . 
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5) Seja A uma matriz m X " e B uma matriz 

7i X m Supondo que n < m , prove que .4 B não é 

iovertíve!. 

Ache a matriz inversa de C p 1 -H" 
L 3 1 2 J 

Uti l izando C~', ache a solução do sistema Cx d 

com a matr iz eoluna d = )3 —1 2 j . 

R . : Como c ( A B ) g mín{ o (A ) , c (B)| , c ( A ) < m 

e c (B) - C m , e" claro que e (A B) < m . Logo, A B , 

matriz de ordem- m com característica inferior a m , 

não ê invertivel. 

c-' 1/2 3/10 -1 /10 

1/2 1/iO 3/10 

1/2 - 1 / 2 1/2 j 
e a solução do sistema é x = d = j l —2 01. 

6) Calcule 1 x1 xz-

R. ; 

1 X XÎ • 

1 ICI Œ * 

1 I J ICJ • 

1 XL XT 

1 XL 

1 X ' * *N-1 

1 IL X ' * IN-1 

1 •• X 

1 *T XÍ 

1 TL S Í 

0 X — 0 

0 0 X — XJ 

0 0 0 

0 0 0 

( X — x z ) - ( 

• 

1 —l 

• X — 

0 

*„ 
0 

0 

I, S. C. E. F. — MATEMÁTICAS I - Ano lectivo 1970-71 

- Ponto n.D 4 — 20-7-1971. 

5788 — 1) Prove que, Ba A, B, C e D são 

Conjuntos, eotSo ( j l f l B)x{C(~\D) = (AxC) f l (BXD)-

R . : ( a , b ) e ( A n B ) x ( C n D ) = > 

=> a t A f iBAh E C f|ü=> 

=>aeAAaeBAb6C/\t )6D 

= > { a , b ) E A x C A ( a , b ) e B x U = > 

= > ( a , b ) e ( A x C ) n ( B x D ) 

(a , b) 6 (A X C) H (B X D) = > 

= > ( a , b ) e A x C A ( a , b) e B x D => 

= > a G A A b e C A a e R A b e D = > 

= > a e A n B A b e C n D ^ = > 

= > ( a , b) e (A n B) X ( C n ü ) • 

2) Se / , g , e h são aplicações de A em A , 

mostre que f o g — f o h =) g •= A ase / é injectiva 

e j o / = J o / = ) j 3 Í sse f é sobrejectiva. 

R , : Mos irem os em primeiro lugar que a condição 

f o g = f o b = > g = h implica que f é injectiva. De 

facto, se f i uma aplicação tal que g , h f o g = 

= t' o ii = > g = h , tomemos duas aplicações particula-

res g, e h t de A em A que sejam definidas do modo 

seguinte: 

e* 

Y x e A — > g , ( i ) = a e A 

hu y í e A —»• b t (i) li e A , 

A hipótese, aplicada a estas duas funções, dà então 

l o S. - f o b t => g . = h„, 

isto e\ 

Como 

f o g , = f o h b = ) a = b . 

Y x e A 
< f o g . ) (x) f (a) 

L ( f o h b ) (x) = f ( b ) , 

vem então ((a) = f (b) = > a — l i , o que traduz a in~ 

jectividade de f . 

Supondo agora que F é injectiva, ê claro que 

y x a A r ( g ( x ) ) - f (h (x)) = > e ( I ) - h (x) . 

Admitindo que 

y g , h g o f = b o f = > g = . h 

então f é sobrcjectiva. Com efeito,se f não fosse sobre-

jectiva, designando por y0 «in elemento de A não per-

tencente a f (A.) c tomando duas aplicações g e li tais 

que 

y y e f ( A ) g(y) = b{y) e g <y0) b <yo), 

ier-se-ia g o f = h o f sem ser g «= h , o que é con-

trário à hipótese. 



w 
:A G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 8 5 

Reciprocamente, supondo { sobrejectiva {f (A) = A) 

a condição 

y x s A g ( f { x ) ) - M f ( x ) ) 

arrasta 

V y = f ( x ) 6 A g{y ) = h ( y ) 

em consequência de f se r sobrejectiva. 

3) Se | 3 -f- 4 i | = | s + 2 i | e arg (3 + 2 i} = 

™ — n / 4 , ache a . 

R. : Fazendo z = x- )- iy , vem | x 4- (4 4- y) i | = 

= I 3 + (2 4 y) i | donde resulta +- (4 + y)2 — 

= + (2 + y)z , equação que é satisfeita com qual-

2 + y 
quer x e y * = _ 3 , Como — => tg ( —jr/4) = ~ 1 , 

vem x = 1 e portanto a — X — 3 i . 

4) Seja ( A , -f-, x ) ura anel em que x e A 

x2 = x . Demonstre que 

a) tyxeA x^—x, partindo de (x + x^^x + x. 

b) A é comutativo] calculando ( i + y 

c) V x>Ve A xy (x + y) 0 . 

R.: a) De ( i + i ) i = x + s vem 

xJ + i H + i ! i + x 

X + X +X + X = X )- X 

X + X = . 0 

X —- X . 

b) ( x+y ) i = x! + . i r - y i + 7 ' 

x2-f-xy + y x + yi = i + y 
x + i y + y x 4 - y = x + y 

x y 4-y x = 0 

e, atendendo à alínea a), 

x y = y x . 

c) X y (x + y) — x y x + x y* 

= y x! + x y ' 

= y x + x y 

- 0. 

5) Se S e T são matrizes quadradas da mesma 

ordem e £ é ínvertivel, mostre que 

(S + T) S-' (S — T) — (S — T) S-' (.S + T) . 

Prove que a característica da matriz 

r 1 2 - 1 3 | 

3 4 0 - 1 

L —1 0 —2 7 _| 
é 2 e exprima a terceira e quarta colunas como com-

posição linear das duas primeiras, 

K . : (S + T) S-' (S - T) = (I + T S" ' ) (S - T) = 

=> S - T S-1 T 

(S — T) S-1 (S + T) = ( I - T S~<) (S + T) = 

- S - T S-' T 

Como 

[1 2 — 1 è~i p i 2 - 1 3 

3 4 0 — 1 0 - 2 3 — 1 0 

— 1 0 — 2 7 j Lo 2 - 3 10J 

r i 2 - 1 3 ~I 

0 — 2 3 — 1 0 Lo 0 0 0 J 
a característica da matriz é 2 . Pondo 

"ün;n:iT 
sistema cuja solução i X i — 2 , x 3 => — 3 / 2 . Analo-

gamente, de 

yi un;n-n 
resulta 0 sistema 

f yi + 2yj= 3 
I 3 y t + 4 y2 = — 1 

[ - n = 7 

cuja solução é yi = — 7 , y j = 5 . 

6) Calcule o determinante da matriz de ordem n 

[ 
x a o ... a -1 

a ÜC a a 

a a x ... a 

a a a ... x -
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Sugestão; comece por adicionar à primeira coluna 

a soma das restantes. 

R . : 

X a a . , . a x -l- (n - 1 ) 4 a a . . . a 

a X a . . . a = s + (n - 1 ) 3 X ã ... a 

a a x . . . a x 4- (a - l ) a a x . . . a 

a a a . . . X x 4- (n - l ) a a a . . . X 

x + ( n - l ) a a a a 

O x — a 0 . 0 — 

0 0 x — a . 
* 

0 

ô 0 Ó . . X — a 

[* + (n — 1) a] 
x - a U 

0 i - a 

0 0 

[x + (n — I) a] (x - a)""1 . 

L S. C. E. F. — MATÍKÍTIOÍS 1 — Ano lectivo 1970-71 

— Ponto n.° 5 - 1-10-1971. 

5789 — 1} Estude a validade da seguinte propo-

sição : 

R . : Adoptando a convenção x e A «=• a , i e B = b , 

x E G =* o 6 5C 6 0 O , o problema consiste em estudar 

d validade da proposição; 

\ [a => - (b V c)] A[b => - (a V c)l | => (b <=> 0) . 

A tabela de verdade 

b c = > (1.V01A [h = > h *=> 0) 

1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 

0 1 1 0 0 1 0 0 I 0 1 1 0 1 CJ 

Ü 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 

1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 

0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 t 1 0 1 0 

0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 

mostra çue a proposição ê falsa. 

2) Considere ao plano us pontos 3f(:c,Jf) e toine 

a relação binária II definida do rnodo seguinte: 

M 
l i ã j r 

a) B é uma relação de ordem parcial la ta? 

4) R ê uma relação de ordem lata í 

Justifique as respostas. 

R . : a) R é reflexiva, antisimétrica lata e transitiva 

e, portanto, é relação de ordem parcial lata. 

b) R não ê ordem lata porque não goza da proprie-

dade dicotômica. 

3) Ache os inteiros n para oa quais 

é imaginário puro. 

R . ; 

(l + i\/3> 23 eis i 

t/3" - I)» 

(1 + i j/a 

( /3 - 0" 

2" eis ( - t t ) 
: 23"° cia 

(II+ 6) IR 

Para que este complexo seja imaginário puro é preciso 

(n + 6) {n + 6) * 
gite cos - -—Z u OK 3 k * ± T ' C 6 

donde resulta n -t-6=-,12k + 3 , isto é, n = ] 2 k—3 

e n = 12 k — 9 . 

4) Seja .<1 — | 0 , H e considcre o sistema algé-

brico (A, 4- , X ) com as leis definidas pelas seguin-

tes tabelas: 

4- 0 1 

0 0 1 

1 1 0 

X 0 1 

0 0 1 

1 0 1 

Investigue se (/1, 4- , x ) possui estrutura de corpo. 

R . : O sistema (A , r X) não e* u?n corpo porque 

não é anel comutativo unitário. 

5) Determine k por forma que a caracter]atiça da 

matriz seja igual a 3. r í - 3 n 

1 1 — 1 0 

k 2 2 2 

L O 9 k 3 j 

Se vl é matriz wi X n de característica n prove 

que o sistema i i = ò tem quando inuito uma solu-

ção. 

• 

x — a 

: 



G A Z E T A D E M A T E M A T I C A 87 

R. ; 

[ 9 9 

4 - 3 1 - — - 4 4 —3 1 

1 - 1 0 1 I - 1 0 

2 2 2 k - 8 —6 8 0 

9 k 3 _ - - 3 —3 k+9 0 

4 4 - 3 1 - i- 1 4 —3 

1 1 - 1 0 0 1 —1 

- 2 0 2 0 0 0 2 k-

O 0 k + 6 0 _ 0 0 k+6 

] 
O 

SÊ k = — 6 , a última linha é nula e a característica 

de matriz è 3. Se k -={= — 6 , prosseguindo a conden-

sação, vem : 

4 

1 

k—2 

4 —3 

0 \ 

0 0 2 

0 0 0 
k + 6\ 

•1 ( k-S ) 
2 / 

Para que a característica seja 3 è necessário que 

^— ( k - 2 ) = 0 ou k = 2. 

Portanto os valores de k que satisfazem ao problema 

são k = — 6 e k = 2 , 

Como A é matriz raxn de característica n , è 

m > ii. Se m d , o sistema é possívei determinado; 

se rn > n , o sistema pode ser possível ou impossível 

mas, no primeiro caso, terá sempre determinado. 

6) Mostre que 

0 

—1 

- 1 

x 

0 

b 

0 

o 

X -1 

c d + x 

aß —1 

0 x 

a + A x c 

0 

—1 

ri+ 3S 

L S. C. E. F, — MATEMÁTICAS I — Ano lectivo 1970-71 

— Ponto n." 6 — 11-10-1971. 

5790 — 1) Demonstre que 

{ . 4 n i í n c n õ ) u ( Ã n c ) u ( 2 n c ) u ( c n o ) = c . 

B . i ( A n B o c n D ) u ( Ã n c ) u ( 5 n c ) y ( p n i > ) -

= c n [ C A n B n ü ) U A U K u D ] - c n f ( A n B n ü ) u -

- ( A n B n D ) ] = c n u = c . 

2) Consiíere as seguintes relações entre os con-

juntos A e B: 

a) A—\a\l1m\, B«*\i,r,s\ e i i = j (a;, y) e 

6 A x B: nxy» é uma palavra da l íngua portuguesa j , 

b) A = ( 1 , 2 , 31 , B - 1 3 , 4 , 5 1 C J£ = > (.= , y) e 

e Ax B \ 5 x + 2 y c número primo (. 

Indique os gráficos das relações e investigue se 

alguma delas c uma função. 

R . : a) R - } (a , i) , (a , r) , (a , s) , (1 , i ) , { in , i )| . 

bj R - l ( l , 3 ) , ( l , 4 ) | . 

Nenhuma das relações ê uma função. 

1 -(-sen 44-í cos 6 
3) Prove que seu (i + í eos B . 

1 + sen t cos 6 
Utilizando a fórmula anterior, mostre que (1 + sen n/5 

+ i cos tt/5)5 + 1(1 + sen ré/5 — í cos ir/ — 0 . 
•i 
R.: A fórmula justifica-se facilmente, verificando 

que (1 + sen B — icos fl) X ! (sen 6 + i cos 0) dã o complexo 

1 + se» fl + ieoí 0. 

'1 + jen ir/5+ i cos tf/5 

i 5 — i ta» yej. í 

* (cos Sn! 10+ i sen 3 ir/10)5 = cos 3 * / 2 + i sen S ÍT/2= 

• — i . 

f1 -I-sen ir/5 + j cos ic/5 
= (sen it/5 -f-i cíiâit/5)5 « 

\ l +sen ir/5 — 1 i-os nj 5 / 

R. : 

t 

— 1 

* 

0 

d 

0 

0 

a 

- 1 

x 

c 

X 

c 

0 0 

—1 O 

c d+x 

0 

—1 

d + x 

0 

- 1 

d + x 

0 

b x 

O 

O 

d + x 

—1 0 

x —1 

o d+x 

- 1 0 

x - 1 

a + b x c d + x ! 

4) No conjunto N dos números naturais consi-

dere a lei de composição interna menor múltiplo comum 

(m. m. c.), isto è, a # b = m. m. c. (a , È) . 

Em relação a esta lei, estude a assoei atividade, a 

corontatividade, a existência de elemento neutro e a 

existência de oposto. Constitui (iV, *) um grupo? 

Porquê ? 

R , : A lei é associativa, comutativa e possui elemento 

neutro (1). Não possui elemento oposto e, por esta razão, 

(N , *) não d grupo. 

5) Seodo y + A matriz regular, prove que {/ + A) _1 

è permutável com I— A . 

1 
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Estude o sistema de equações 

' 2 — x2 + x3 + xj = 1 

i ] + 2 x s - i 1 + 4a;1 = 2 

, + 7 — 4 ar» + 11 »4 L 

R . : Como (1 + A ) ( I + A ) - ' « = (I + A ) - ' ( I + A) = 1, 

vem 

(I + A)-'-r A { I + A r ' = ( [ f A)-' + (I + A)-» A 

donde resulta 

A ( I+A)-» — (I-J-A)-' A . 

Então 

(I + A)-< (1 - A) - (I + A)" 1 - {1 + A)-' A 

— (I + A)"1 — A (1 + A)~' 

= ( [ - A ) (I + A ) - . 

0 sistema i possível indeterminado de grau 2 com 

k = 5 ; é impossível com k 5 . 

6) Sendo D„ l + oi 1 1 . . . 1 

1 l+« a 1 . . . 1 

X 1 l + 1 

1 1 1 . . . l + o „ 

exprima D„ como soma de dois determinantes, por 

forma a estabelecer a formula de recorrência 

R . : D„ 

D„ — a„ D„_, t »1 flj . . . a„-i. 

1 + 3! 1 1 . . . 1 

1 l + aB 1 . . . 1 

1 1 l + a g , . . 1 

1 1 1 . . . 1 

l + a t 1 1 . . . 0 

1 1 + 3 , 1 . . . ü 

1 1 1+46, . . 0 

— ai 0 0 . . . 0 + a„ D„_, = a j a 2 . . . a,,„i + an D 

0 32 0 . . . 0 

0 0 3a * . 0 

1 1 1 . . 1 

EauacJad43 e soluções tlaa o.fl 5785 a 5790 . :i. .^o de Jesus 

I N T R O D U Ç Ã O A O S C O M P U T A D O R E S E P R O G R A M A Ç Ã O 

I . S. T, — INTBODUÇÃO AOS COMPUTADOBES B PHOQKA-

MAÇÃO — Exame F ina l — 1.* Chamada — 8 do J u l h o 

de 1971. 

I 

5 7 9 1 - 1 ) Determine as constantes F O R T R A N 

cujas representações binár ias internas no computador 

360/44 são as seguintes: 

a) inte ira: 00000000 OOOOOOOO ÜOOÜOÜOÜ ÜOOIOÍOO 

b) real: 01000010 OOIOGEXJO 00000000 00000000 

2) Qual o numero de dígitos decimais significa-

tivos das constantes F O R T R A N de dupla precisão 

no computador acima referido? Justif ique a resposta, 

sabendo que l o g « 2 = 0,30103. 

II 

Contidere o programa (completo): 

P R O G R A M A D E E S T U D O 

D I M E N S I O N L (10), A (3,4) 

R E A D (5,10) (L ( J ) , J = 1,10) 

10 F O R M A T (518) 

D O 1 J = 1,3 

G O T O (2,3,4), J 

2 D O 5 K - 1,4 

5 A ( J , K ) — L (K) 

G O T O 1 

3 D Q 6 £ — 1 ,4 ,1 

C A (J , K ) = í i {K + 4) 

G O T O 1 

4 D O 7 K = 1,4 

7 A {J, K) - A ( J — 1 , K ) + A ( J — 2, I Í ) 

1 C O N T I N U E 

M - 1 

9 W R I T E (6,15) A{M,1) ,A(M,2) , A ( M , 3 ) , A (M,4) 

15 F O R M A T ( I H , F8 ,2 ,6X , E13. 7,6X, 2F6. 4) 

M - M + 1 

1 F (M — 3) 9,9,20 

20 S T O P 

E N D 

f 
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Sendo os valoras das componentes do vector L, 

respectivamente 1, 2 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10, a introduzir 

como dados, 

1. a) Quantas instruções constituem o programa 

apresentado ? 

t ) Qual destas proposições é verdadeira? 

A. A coluna 1 de um cartão de programa 

F O R T R A N contém uma letra ou um (es-

paço em) branca. 

B. A coluna 1 de um cartão de programa 

F O R T R A N contém a letra C ou um (es-

paço em) branco. 

C. A coluna 1 de um cartão de programa 

F O R T R A N contém ou um C, ou um es-

paço em branco ou um dígito. 

2. o) Quantas instruções executáveis constituem 

o programa anterior? Exemplifique, com uma ins-

trução deste programa, cada um dos vários tipos de 

instruções executáveis nele apresentados. 

4) Existem instruções de especificação no nosso 

programa. Quais são e que funções desempenham. 

c) Existem instruções de controle no programa 

apresentado. D iga quais são, agrupando-as por cate-

gorias, e descreva a acção de uma delas. 

d) Qual a acção da variável M no programa dado? 

3. a) Quantos cartões de dados precisam de ser 

lidos para definir o vector L ? Dê a configuração do 

primeiro cartão. 

È) Apresente num quadro os valores dos vários 

elementos da matriz calculados durante a execução 

do programa. 

c) Apresente os resultados sob a foruia de linhas, 

simulando a impressora. 

2. Escreva um programa F O R T R A N (completo) 

que resolva o problema esquematizado no d iagrama 

seguinte 

III 
Opção B 

Esta parte tem duas opções, A e B; escolha uma só 

de entre elas. 

Opção A 

1. Elabore o diagrama do programa descrito. 

Elabore uni programa capaz de gerar e imprimir 

uma tabela da multiplicação de dupla entrada, dos 

dígitos de 1 a 9. 

Previamente elabore o organigrama deste pro-
grama. 
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ASPECTO DA T A B E L A : 

1 2 3 . 4 5 6 7 8 9 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

3 3 5 0 12 15 18 21 24 27 

4 •i 8 12 16 20 24 28 32 36 

Ô 5 10 15 20 25 30 35 40 45 

6 6 12 18 21 30 36 42 48 54 

7 7 14 21 28 35 42 49 56 TI3 

8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 

9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 

1 S. TI — INTKODÜÇÃO AOS COM PETA DOBES E PKOGEAIIÍÇXO 

—Exame Final — 2.* Chamada — 13 de Julho de 1371 

I 

5792 — 1) Considere as constantes F O R T R A N 

-25 (inteira) e 210.125 (real). 

Faça os esquemas dos seus registos na memória do 

computador instalado ao Centro de Cálculo da Uni-

versidade Técnica de Lisboa. 

2) Tendo em atenção a representação interna em 

virgula flutuante (precisão simples) no computador 

360/44, determine as dua» constantes FORTRAN 

cujos expoentes são zero e cujas mantissas são, res. 

pectivamente, a máxima e a minima admissíveis. 

II 

1) Considere o seguinte conjunto de instruções: 

D I M E N S I O N X (20,20) 

R E A D (5,1) M , N 

D O 5 1 = 1, M ' 

D O 5 J = 1 , N 

5 X ( I , J ) ~ I + J + I A B S (I — J ) 

W R 1 T E (6,10) ( ( X ( I , J ) , I - 1, M), J = 1 , N ) 

S T O P 

E N D 

a) E necessário acrescentar-lhe pelo menos duas 

instruções par3 que constitua \im programa. 

Diga quais são, escrevendo cada uma delas de 

forma completa, 

6) Tendo em atenção a sua resposta à aline3 a) 

faça um desenho do cartão (ou cartões) de dados para 

M = N - 3, 

e) Para M = N — 3 indique os valores que durante 

a execução do programa anterior vão ser atribuídos 

aos elementos X{1, J) . 

d1) De acorda ainda com a sua resposta à alínea 

a) indique o aspecto dos resultados na folha de papel 

da impressora. 

111 

Esta parte tem duas opçSes, A e B ; escolha uma tú 

de eutre elas. 

Opção A; 

Cada uma das instruções do troço de programa 

seguinte contém algum erro de sintaxe. Indique quais 

são esses erros e integre as instruções corrigidaB 

num programa de modo a constituir um todo lógico, 

eventualmente alterando a ordem de duas instruções. 

A partir do programa completo faça o respectivo 

diagrama de blocos e indique qual a natureza dos 

cálculos que se efectuariam com esse programa. 

N. — 20 
D W E N S I O N X (N) 

PRODUTO = 1 

DO 5 11, N 

X - I 

5 PRODUT - PRODUT. X (I) 

W R I T E (6,1), PRODUT 

1 FORMAT ( IH , F5.2) 

STOP ABC 

Opção B: 

Chama-se sucessão de FIBOKNJCI a uma sequBncia 

de niimeros inteiros, tal que cada termo é obtido 

adicionando os dois que o precedem, i. e., se fõr 0 o 

primeiro termo e 1 o 2.° termo vem 

0 1 1 2 3 5 8 . . . 

Escreva um programa (completo) em FORTRAN 

para gerar números de uma sucessão de FIBONNACI, 

imprimindo-os em 5 colunas. 

Preveja a hipótese de parar o computador anles de 

sc ultrapassar a capacidade máxima dos valores 

numéricos inteiros que ó possível codificar num com-

putador de palavras de 32 bits. 

EauDtiüdoi dos d.« 5791 a 5792 do : J . M. Ünrbeito, Marin 
Odgío Cudcla e J , Marques naurjquas 

1 
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C Á L C U L O A U T O M Á T I C O 

l s. T.—CILCULO ACTOMÁTICO —Exame F i n a l— Época 

de Ju l io - 1.* Chamada - 9 da Julho de 1971 

1 

57Q3 — a) Defina valor e vector próprio de uma 

matriz de ordem n e enuncie algumas propriedades dos 

valores e vectores próprios de matrizes reais e si-

métricas. 

b) Exponha sucintamente as ideias básicas do 

método de JACOUI para a determinação dos valores e 

vectores próprios de matrizes reais a simétricas. Este 

método é directo ou iterativo e nesta úl t imo caso é 

sempre convergente? Justif ique. 

II 

Escreva um programa em F O R T l t A N que lhe per-

mi ta calcular os coeficientes do polinómio quociente 

da divisão de um pol inómio em a: de grau n por i — a 

sendo a uma constante real qualquer. 

Qua l o tipo de subprograma qua escreveu? Como 

faria a sua chamada no programa pr inc ipa l? 

Il l 

Cada uma das instruções do programa seguinte 

contém um e só um erro propositado de síutase: 

N/2 

D I M E N S I O N I (N) 

I (1) - 10000,0 

I - 2345 

J S O M A = 1(1) 4- 1(2) + 

W R 1 T E (6,1) J S O M A , 

F O R M A T (18) 

G O T O S T O P 

STOP E N D 

a) Corri ja (do ponto de vista da sintaxe) o pro-

grama acima. 

b) Indique qual o resultado da execução deste 

programa, depois de corrigido. 

IV 

Anal ise o segmento de programa seguinte e diga, 

justif icando, qual das instruções 1,2 ou 3 é executada 

a seguir á instrução IF (pressuponha que as instruções 

1, 2 õ 3 são instruções executáveis): 

I = 2 

Z = 2/1**2 - 1/4. 

IF (Z) 1,2,3 

I. S. T. — CÍLCULO AUTOBÍTICO—Exame F i n a l—Época 

de J u l h o - 2.* Chamada — 23 do J u l h o do 1971 

I 

5 7 9 4 — a ) Escreva um subprograma era F O R T R A N 

para mult ip l icar duas matrizes quaisquer, a pr imeira 

de M l inhas e N colunas e a segunda de N l inhas e K 

colunas. Considere no seu subprograma que as ma-

trizes são dadas por l inhas a colunas. 

b) O subprograma mencionado na al ínea o) de 

quo tipo é? Poderá ser de outro t ipo? Just i f ique. 

c) Quais as limitações de generalidade impostas 

pelo facto de se considerarem as matrizes por l inhas 

e colunas em vez de as tomar como um vector de, 

respectivamente, M*N e N*K componentes? 

I I 

Qual o método que ut i l i zar ia para resolver no 

computador o sistema de equações 

50 i j i j — d 4- 4x,i — — 35 

at( -t- 20JT; — Xj xt — — 20 

2xv — xz + 40 i j — ac4 + — 41 

xi 4- 3is —4S3 + 28:I;( —6zí -=22 

— Xi 4- s j 4- xi — x4 — 35;cs = 35 

O método que indicou ó directo ou i terat ivo e neste 

ú l t imo caso é sempre convergente? 

I I I 

Indique um possível formato dos cartões do entrada 

que ut i l izar ia se o sistema acima tivesse da ser lido, 

entrando cada uma das linhas (com 0 respectivo termo 

independente) num só cartão. 

I V 

Escreva um projrrama para resolver o sistema dado, 

pelo método que enunciou em I I e de acordo com o 

que expôs cm I I I . 
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I. S. T, — CALCULO ACTOMÁTICO - Exame Final - 2 1 

Época — 16 de Outubro de 1971 

I 

5795 —a) Escreva um subprograma em FORTRAN 

para, dependendo de ura parâmetro qne será um valor 

inteiro, adicionar ou subtrair duas matrizes quaisquer, 

ambas de M linhas e N colunas. Considere no sub-

programa que as matrizes sao dadas por linhas e 

colunas. 

ò) O subprograma que escreveu na alínea o) de 

que tipo é? Poderá ser de outro tipo? Justifique. 

c) Quais as limitações de generalidade impostas 

pelo facto de se considerarem as matrizes por linhas 

o colunas, em vez de as tomar como vectores de M*N 

componentes? 

d) Indique quais as alterações que seriam neces-

sário introduzir no seu subprograma para considerar 

as matrizes ao caso da alínea c). 

I I 

Uraa estrutura vectorial possui, no máximo, 100 

componente». Cada uraa das primeiras K componen-

tes, excepto a primeira e a K-ásima, devera ser subs-

tituídas por 

+ A + A « ) F 3 

e posteriormente pretende calcular-se a norma do 

vector das K. componentes transformadas, de acordo 

cora a definição 

ff = v/l A? 

Escreva ura programa em FORTRAN para, a partir 

dos valores originários das componentes de A era 

memória, imprimir o valor de A7 numa impressora 

de linhas. 

I I I 

а) Defina valores e vectores próprios de uma 

matriz quadrada. 

б) Demonstre ou dS um contra exemplo para a 

afirmação seguinte: apara matriz real os valores 

próprios definem univocamente a matriz». 

c) Demonstre qualquer facto que considere impor-

tante acerca dos valores ou vectores próprios Je 

matrizes reais e simétricas. 

En iiüelldoi d l5 . 5793 a 5795 Ó : J. Marquas Efo[:rJ 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nasta iDcçio , nlòm da axtrmetos d « críticas aparocidas em revistas ostra agoiras, set-.io puMlcadas crítica* cl» lívfls 

6 outras publ i cados da Matemática do qua 03 Autoras ou Editoras obviarem dois exemplares à R o d a í ç l o . 

OS COMPUTADORES E AS MATEMÁTICAS PURAS 

188 — LEECH, JOHN (editor) — Computat ional Pro-

blems in Abstract Algebra — Proceedings of a 

Conference held at Oxford under the auspices of 

the Science Research Council — Pergamon Press, 

Oxford, 1970. 

! 89 — ATKIM, A. O. L. and Bmca, B. J . (editors) — 

C o m p u t e r s in N u m b e r T h e o r y — Proceedings of 

the Science Research Council Atlas Symposium 

No. 2 — Academic Press, Loudon and New York, 

1971. 

Os dois livros aqui em crítica, embora versem tó-

picos hem distintos, o primeiro dedicado à Álgebra 

e o segundo á Teoria dos Números, têm contudo 

muito mais em comum para aléra de se tratarem de 

actas de dois Simpósios organizados pelo Atlas 

Computer Laboratory da Universidade de Oxford : 

ambos tem uma linha de rumo coraura e visam tópi-

cos do investigação fortemente condicionados ou im-

pulsionados pe lo uso de computadores. Por isso 

mesmo faremos a sua crítica conjuntamente e por se 

tratar de dorainios quase desconhecidos entre nós 

aloogar-nos-emas na exposição mais do que è normal 

numa siuaplua critica bibliográfica. 

J ã há longos anos que vários investigadores tôrn 

procurado utilizar computadores cora maior ou menor 

sucesso no campo das Matemáticas Puras. Um dos 

mais lídimos precursores desta utilização foi, sera 

diivida, J . vox NEUMANN, mas devem aqui ser tambóra 


