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Aspectos fundamenteis da feor/a gera/ 
da programação mafemaf/ca 

por Fernando de Jesus 

1. Introdução 

Designando por x = (a:,, • •., ar„) um ponto 
ou vector { ') do espaço euclideano R*, seja 
/ : D -* R . O problema geral da pro-
gramação matemática consiste em optimizar 
a função-objectivo (ou função-critério) f(x) 
sujeita às restriçOes (» = ! ,•••, m) 
o arSíO. Em alguns problemas de progra-
mação matemática podem estar ausentes todas 
ou parte das restriçOes x j ( J = 1 , • *•, JI) 
mas, como toda a variável livre pode consi-
derar-se diferença de duas variáveis não-ne-
gativas, tais problemas podem reduzir-se à 
à forma geral apresentada; reciprocamente, 
se as variáveis são não-negativas, o programa 
pode apresentar-se na forma seguinte: opti-
mizar / (a ; ) com as restrições ^£0, su-
pondo que estas inc luem as inequaçOes 
— £0 (J — •••)")• 

Caso especial importante e já estudado 
desenvolvidamente è o da programação linear 
em que f { x ) é função linear e gt(x) é linear 
afim, isto é, 

n n 
/(«) — 2 eJxJ 6 9i(x) = 2 *tJÕi—h* 

j-1 

Se a função f ( x ) ou alguma das funçOea 
3i(a!) não assumir a forma indicada, o pro-
blema de programação diz-se não-linear. 

Ao contrário do que acontece na progra-
mação linear cujo estudo está muito avan-
çado, dispondo-se de algoritmos eficientes 
para a pesquisa do óptimo da função-objec-
tivo, os progressos na teoria dos programas 
não-lineares têm sido mais modestos, podendo 
dizer-se que não liá ainda métodos gerais efi-
cientes para resolver todos os ttpos.de pro-
gramas não-lineares. 

A classe de programas não-lineares que 
tem sido estudada com maior desenvolvi-
mento é constituída pelos problemas em que 
a função-objectivo é não-linear e gt (#) são 
lineares afins. Entre estes, há dois casos 
especiais que interessa referir. No primeiro, 
a função-objectivo ó separáve l , isto ó, 

n 
f(x) ™ fi fe) > 110 segundo, a função-

J-i 
-objectivo pode escrever-se como soma de 
uma forma linear com uma forma quadrática: 

( ' ) Quando for considerado vector, x designará 
sempre um vector-coluna. 
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/(») = 2 CJXJ + 2 2 djtXjXk. Este último 
i—1 1 * - l 

è conhecido por problema da programação 
quadrática. 

Outra classe de programas não-lineares 
que apresenta grande interesse na prática é 
constituída pelos programas lineares onde 
se impõe a restrição adicional de que algu-
mas ou todas as variáveis só podem tomar 
valores inteiros. A maior parte dos autores 
continua a chamar a estes problemas pro-
gramas lineares em números inteiros, quando 
todas as variáveis só tomam valores inteiros, 
e programas lineares mistos quando só algu-
mas variáveis tomam valores inteiros. 

Os programas matemáticos aparecem fre-
quentemente em estudos no âmbito de várias 
disciplinas. Em particular, podem snrgir em 
economia matemática, econometria, estatística 
e investigação operacional. A titulo exempli-
ficativo, consideramos seguidamente alguns 
problemas que se podem formalizar por meio 
de um programa não-linear. 

E X E M P L O 1. 1. Admitamos que um mono-
polista deseja maximizar o seu rendimento. 
O preço de venda pL do t-ésimo produto 
depende da quantidade de todos os outros 
que são produzidos e suponhamos que 

• 

pi = bi — 2 a'J XJ ( * ' = l . j * " t » ) • 
j-i 

Substituindo estes valores na função-ren-
n 

dimento f ( x ) = 2 Pj xJt obtém-se uma fun-
J-1 

ção quadrática qne deverá ser maximizada, 
sujeita ás restrições x j ^ 0 (J = 1 , . . . , « ) e 
a certas restrições de capacidade. 

E X E M P L O 1 . 2. (Problema da escolha de 
uma carteira de títulos). Suponhamos que 
uma unidade económica deseja aplicar dada 
soma de numerário C na aquisição de títu-

los de rendimento. O objectivo a atingir pode 
ser o de maximizar o rendimento médio para 
uma variância fixada, ou o de minimizar a 
variância para um rendimento fixado. Se 
Xj(J =• 1 , • , j i ) é a quantia a ser investida 

no j-ësimo titulo, então 2 xj = C - O ren-
j— 1 

dimento total é 2 r j x j > 0 s e u valor médio é 
j-1 

n 
= 2 fV XJ 6 a s u a variância ó 

f-t 
n n 

2 2 a i j x ' x j > 
Í=I j-1 

onde [aij\ é a matriz das variâncias e cova-
riâncias das variáveis aleatórias rj de valor 
médio p j . O problema consiste então em 

n 
maximizar 2 K> xj sujeita às restrições 

/ - 1 

« n 
2 2 
i-1 J-1 

n 

(d constante), 2 x j = @ 0 ^ ' S O ; ou mini-

n n 
mizar 2 2 Xl XJ sujeita às restrições 

i - i >>l 
R Tl 

2 fJj Kj—u- (fi constante), 2 X j — C , x j ^ O , 
>=í 

E X E M P L O 1 . 3 . (Ajustamento linear com 
restrições). Consideremos o problema de ajus-
tar uma recta y = ax + b a um conjunto de 
dados observados ( x j , y j ) (J mm 1 ,••• , » ) e 
quo se impõem restrições aos coeficientes a 
e b. O problema pode tomar, por exemplo, 
a forma seguinte : achar a e b que minimizam 

JL 
a função / ( a , 6 ) = 2 \jU _ (axJ + Ô )P s u * 

/•= i 
jeita às restrições a £ 0 , 0 . 
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E X E M P L O 1 . 4 (Modelo não-linear de rela-
ções interindustriais). Admitamos que para 
cada um de n bens existe uma actividade de 
produção, uma actividade de importação e 
nma actividade de exportação- Sejam 

Xj = quantidade produzida do ^'-ésimo bem 
Mj = quantidade importada do ^'-ésimo bem 
Ej quantidade exportada do J-ésimo bem 

Os parâmetros do modelo são os seguintes: 

<Xij= coeficiente de produção para o í-ésimo 
bem utilizado na produção do J-ésimo 
(quantidade do i-ésiino bem utilizada 
na produção de uma unidade do ^'-ósimo 
bem) 

Wj = coeficiente de produção para o trabalho 
utilizado na produção do ^'-ésimo bem 

Cj = coeficiente de produção para o capital 
utilizado na produção do ^'-ésimo bem 

9f — preço unitário de importação do J-ésimo 
bem 

hj preço unitário de exportação do ^'-ésimo 
bem 

Yj = procura final do '̂-tisimo bem 
L = oferta de trabalho clisponível 
D = máximo défice admissível da balança 

comercial. 

T o d o s os parâmetros são considerados 
não-negativos. 

O problema de programação pode formu-
lar-se do modo seguinte : 

Minimizar o capital total necessário 

í—i 

satisfeitas as restrições 

Não-negatividade das v a r i á v e i s : A j i O , 
J C a o , & > a c f - i , — , « ) 

Produção : Xj -f- Mj — Ej — 2 X* ^ Tf 
* = I 

Balança comercial: 

D + 2 hjEj- 2 ffj3ij>0 
j=i 1 

n 
Oferta de trabalho: L — 2 i t y Z ^ O . 

j—l 

Duas hipóteses que também se admitem 
são as seguintes: 

n 
i) > 0 (í , j = 1, • - , n) , 2 «u < 1 

(J = 1 , , rt) (Propr iedades de 
L E O M T I E F ) . 

ii) hj = yj + pj Ef com y / > 0 , p; < 0 
( j = 1 » - * • * « ) . 

A primeira traduz que o «output» excede 
o «input» para todos os bens, condição neces-
sária para planos de produção eficientes ; a 
segunda hipótese admite-se frequentemente 
em economia: quanto maior for a quantidade 
exportada do j-ésimo bem, mais pequeno ó 
o rendimento por unidade. 

Em virtude de se ter hj = ~ / j $ E j , é 
evidente que a não-liuearidade do modelo re-
sulta da restrição referente à balança comer-
cial. 

Restringindo a atenção aos programas em 
que f { x ) e gi{x) são contínuas e diferen-
ciáveis até à ordem desejada, convém referir 
que uma das técnicas para abordar a resolu-
ção de um problema de programação mate-
mática consiste em adoptar a transformação 
em variáveis quadradas. Esta tem por objec-
tivo transformar as inequações em equações 
e portanto dar ao problema a forma de um 
problema de extremos condicionados por 
equações, suscept íve l de tratamento, por 
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exemplo, pelo clássico método dos multipli-
cadores de L A G R A N G E . 

Considerando o programa na forma 

optimizar / ( # ) 

com as restrições 

? i (aOãO ( i - 1 , . 
4 2 0 0' = 1 , 

, m ) 

• j « ) , 

introduzamos as variávéis quadradas 
Vj Ü = 1 > • •• > n ) © — 1 , ,m). O 
problema pode então reduzir-se à forma 

optimizar f ( x ) 

com as restrições 

= o 0 ' = i , . . . ) n ) . 

Em geral, este método clássico depara na 
prática com numerosas dificuldades que pro-
vêm, fundamentalmente, da necessidade de 
analisar grande número de soluções possíveis. 

É interessante estudar a aplicação do 
método proposto à resolução de um programa 
linear para ter ideia das dificuldades de ordem 
prática que surgem, mesmo no caso de estar 
presente a linearidade. 

Como se sabe, mediante a introdução de 
convenientes variáveis auxiliares, todo o pro-
grama linear se pode reduzir à forma 

* 
n 

maximizar f (x) 2 CJXJ 
J= i 

com as restrições 

n 

2 aUxJ = bt l* «=1 »•-•* J m) 
à—l 

0 { j ^ 1 f ••• i n -

utilizando variáveis quadradas 

VjU - 1 , - " , n ) 

o problema reduz-se a maximizar 
* n 

/ ( * ) — 2 c jxJ 
j-1 

com as restrições 
tt 

2 dijXj = bt ( í = l , ... ,m) 
Jm 1 

xj-yi = 0 ( / - I , . . . , « ) . 

O método dos multiplicadores de L A G R A N G E 
conduz à maximização da função lagrangeana 

1) 

- ± h ( ± KjXj-bÁ - 2 ^(xj-yj) 
I » L / J" I 

ou 

10 

n / m \ n 

+ 2 (CJ- 2 hau-!ÍJ\xj+ 2 ?jVl -
Jf-1 \ Í=1 / / - I 

As condições necessárias para o máximo 
de F(x, y , X , f*) são as seguintes : 

2) 

òF 

dF 
dyj ü - 1 . — » « ) 

a i ' — = — [ 2 «v® / — bi j — 0 
* \j~ i / 

( » 1 , . - . a m) 

- ( « / r t vf) - P 0 ' = i , * • • > « ) , 

-1 
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fàcilmente redutíveis a 

Cj — 2 — V-j (J = 1 ) ' • • J N ) 

Í™1 

2') fyXj = O O = 1 , . . . , li) 
n 

2 Bj (T = 1 , • •. , JW) . 

Observando que ,F(ar, y , à , f*) só possui 
máximo livre se f i ; ã O , então pode enun-
ciar-se a proposição seguinte : 

I. Se existem multiplicadores = A* e 
ftf = jj.* e variáveis Xj = ,rj 2 0, satisfazendo 
as condições 

m 
Cj - 2 = 

tf x* = 0 

n 

2 an x* = bi, 
j-1 

eníáo (a:* , - • • , a;*) é solução maxirrdzante do 
programa linear proposto. 

Considerando o sistema dual ^ não sujeito 
a restrições de sinal) 

cj — 2 fcoijâO ) 

tem-se (izj^O) 

Cj xj — 2 

2 C j X j - 2 2 ^ o 
J=1 jml I 

donde resulta 

3 ) 

Por outro lado, de acordo com o teorema I, 

2 cj a-jg 2 M i -
j - i 

2 2 « y « ? « = 2 ** 
—1 1 i - 1 

OU 

2 = 

donde vem 

4 ) 2 = 2 
i í - i 

Pode pois concluir-se, atendendo a 3) e 
4), quo 

II. Resolvendo o problema de programação 
linear pelo método dos multiplicadores de La-
grange, verifica-se que, existindo os multipli-
cadores X; (sem restrição de sinal), eles devem 
minimizar a função 

m 

2 bi h , 

satisfazendo as condições 
m 

c j — 2 ^ a>j = 

PjXJ = 0 . 

É evidente que se está de novo perante 
um problema de programação linear (pro-
grama dual). As condições 

( j •= l,".,n) 

conduzem a 2" casos possíveis pois ó neces-
sário considerar quer (ij = 0 quer x j = 0 -

74 

L • 
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Verificou-se pois que o método de resolução 
de um programa linear pelo método dos mul-
tiplicadores de Lagrange revela-se não-opera-
cional porque ê impossível na prática, quando 
n ê grande, considerar todos os 2n casos 
possíveis. 

O método de simplex para resolver um 
programa linear pode considerar-se como um 
processo sistemático para afastar a maior 
parte dos casos e considerar apenas um 
pequeno número. De facto, o método do 
simplex restringe o número de casos, consi-
derando sòmente aqueles em que n'— m das 
variáveis são nulas, onde o determinante da 
matriz dos coeficientes das m variáveis res-
tantes é não-nulo, e oode o valor bem defi-
nido destas m variáveis é positivo (caso de 
não-degenerescência). As condições pj x}=0 
indicam que = 0 para x j >• 0 e isso 
determina de uma maneira unívoca e os 
ftj restantes. Se todos os ^ não satisfazem 
à restrição põe-se a solução de parte 
e examina-se novo caso na iteração seguinte, 
etc. 

O interesse pelos problemas de progra-
gramação não-linear tem aumentado simulta-
neamente com o crescente interesse pela pro-
gramação linear. Em 1951, II . W . KCHN e 
A . W . TOCKER publicaram um importante 
artigo Nonlinear Programming onde estu-
daram condições necessárias e suficientes 
para a existência de soluções óptimas para 
problemas de programação e que constituíram 
ponto de partida para grande número de 
trabalhos sobre programação não - l inear . 
Generalizações desta memória inicial apare-
ceram feitas por vários autores nnm trabalho 
posterior intitulado Studies in linear and 
nonlinear programming, editado por K. J. 
A R R O W , L . H U R W I C Z e H . U Z A W A , e publi-
cado em 1958. 

Em 1954, A. CHAKKES e C . L E M K E publi-
blicaram um método de aproximação para 
resolver problemas de minimização de uma 
função separável sujeita a restrições lineares 
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quando cada uma das funções separáveis é 
convexa. Uma formulação alternativa deste 
problema foi dada por D A X T Z I Q em 1956. 
Esta técnica foi generalizada em 1963 por 
C . MILLER por forma a incluir restrições 
separáveis. A partir de 1955 apareceram 
numerosas contribuições nos domínios da 
programação quadrática. 

Pressupõe-se nesta exposição que o leitor 
conhece a teoria dos programas lineares e 
os métodos de optimização clássicos. O objec-
tivo deste trabalho consistirá em apresentar 
os aspectos fundamentais da teoria moderna 
dos programas matemáticos. 

2. Funções convexas e côncavas 

As noções de convexidade e concavidade 
de uma função desempenham papel relevante 
em várias partes da teoria dos programas 
matemáticos e por isso é conveniente referir 
aqui os conceitos e proposições fundamentais 
relativos às funções convexas e côncavas. 

Sendo diz-se que X é conjunto 
convexo sse, com D g B ^ l ® 6 = 1—ô } 

1) Vx,yeR'1 Qx + WyeX. 

Consideram-se convexos o conjunto vazio, 
o conjunto constituído por um só elemento e 
a totalidade de Rn . 

A função numérica f , definida no con-
junto convexo X, é convexa sse 

2) V * , y e X f i ? * + ÕlÍ)&()f {x) + Õ f ( y ) . 

Se em 2) tem lugar apenas a desigualdade 
em sentido restrito quando x=f=y e O < 0 < 1 , 
então f diz-se convexa em sentido restrito. 
Uma função f diz-se côncava (côncava em 
sentido restrito) sse — f ó convexa (convexa 
em sentido restrito). 
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E X E M P L O 2. 1. Chama-se função linear 
afim à função numérica do tipo g (a:) =>cx + x 
onde c e R" e a e R : é obviamente uma 
função simultaneamente convexa e côncava 
em R * . 

E X E M P L O 2. 2 . A forma quadrática g(x) = 
— xTAx semidefinida positiva (semi defini d a 
negativa) é função convexa (côncava) sobre 
Zí"; em particular, a forma quadrática defi-
nida positiva (definida negativa) é convexa 
(côncava) em sentido restrito. 

Com efeito, para a forma quadrática semi-
definida positiva, tomem-se dois pontos x e 
y e qualquer 6 ( O f i 0 < £ l ) . Então se 
x = 6 x + 0 y , tem-se 

xT Ax = (0 x +~$y)TA(6x + fTy) 

-yrAg + 2Q{x — jjfÂy + 
+ W(x-y)T A(x-y). 

Supondo xTAx^O paratodoo x, então, 
para O g í g l , 0 xT A 0» xT A x e pode 
escrever-se 

\ 

xT Ax^yT Ay + 2&(x — y)TAy + 

+ 9(x-V)*A(x-y) 

ou 

xTA$^yTAy + B(x- y)TAy + 
+ Q(x—y)TAx^QxT Ax + $yT A y 

Como consequência imediata da definição, 
ê possível mostrar qne 

I. Se as funções f j ( j — 1 ,•••,&) são 
convexas (côncavas) no conjunto convexo X 

k 
de R'1, então 2 h f j & também função con-

j= 1 
vexa (côncava) em X com 

Pode demonstrar-se também que 

7 

II. f é convexa em X sse [X,/] = 
™ [(a?, a) -f{x) ^ z\ é conjunto convexo de 

A condição é necessária. Com efeito, se 
f é convexa em X e se (x, z) e {x', aQ 
pertencem a [ X , / ] virá f(x)^Lz e f{x') 
Ê : ' e 

/ ( O x + Õ y ) ã 9 / (a r ) + "0 /0 *0 ^ O a + 0 z'. 

O ponto 

0 ( » , z) + Q(x', z') = (0 x + ô V , 0 a + Fa') 

pertencerá então a [ X , f ] o que prova a 
convexidade deste conjunto. 

A condição é suficiente. De facto, se [ A , / ] 
é convexo, com (x,f(x)) e ( y , / ( y ) ) per-
tencentes a vem 

+ 0 / ( í O ) e [ X , / ] 

e portanto 

f(Qx+ly)^Of(x)+lf(y). 

Analogamente se mostraria que 

II'. f é côncava em X ase [X,/] = 
>= \(x,z) z\ é conjunto convexo de 
Rn+1. 

Os teoremas II e II' utilizam-se muitas 
vezes para caracterizar as funçOes convexas 
e côncavas. Eis agora uma propriedade extre-
mamente importante para o estudo da pro-
gramação matemática: 

III. Se f é função convexa (côncava) no 
conjunto fechado X, então qualquer mínimo 
(máximo) relativo de f em X é também mínimo 
(máximo) absoluto sobre X. 

Suponhamos f convexa no conjunto fe-
chado X e admitamos que f assume um 
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mínimo relativo em oc°eX. Se f assume o 
mínimo absoluto em a;*, não se pode ter 
/(a;D) > / ( » * ) - De facto, se assim acontecesse, 
a convexidade de f permitiria escrever 

/(fl** + V ) £•/(•*) + If(afl) </(«•). 

Considerando qualquer com 

£ < | x* — ÍE° | 

e tomando 0 < 9 < tem-se 
J « * — X° | 

sc = Qxm + "0a:°e e f(x) <f(x»). 

Esta desigualdade contradiz a hipótese de f 
possuir mínimo relativo em a:D. 

A definição de convexidade e concavidade 
permite também mostrar facilmente que 

IV, O conjunto de ponto» de X onde a 
função convexa (côncava) f assume o seu mí-
nimo (máximo) absoluto è conjunto convexo; 
se o extremo absoluto é assumido em dois pontos 
distintos, então também é assumido numa infi-
nidade de pontos. 

O teorema ó óbvio se o extremo absoluto 
é assumido num só ponto. Suponhamos então 
que o mínimo absoluto da função convexa f 
Ó assumido em dois pontos distintos ÍC" e x*. 
Mostra-se tambóm que o mínimo ó assumido 
em qualquer ponto x «= 0 x1 -i- 0 x 2 . De facto, 

f ( x ) = / ( 0 x» + Õ**) ã 0 / ( « I ) + I / O 3 ) = 

e, como f ( x ) sSf(x*), ê evidente que f(x) = 

Y. Se f è convexa (côncava) em sentido 
restrito, então o mínimo (máximo) absoluto de 
f ê assumido num ponto único. 

Na definição de função convexa (côncava) 
não se exigiu que /(ar) fosse contínua ou 

diferencíável. Pode no entanto demonstrar-se 
que 

VI. Se f é convexa ou côricava em X e 
aí é limitada, então f è contínua no int X. 

Uma função f convexa ou côncava não ó 
necessariamente diferenciável. As funçOes 
convexas (côncavas) diferenciáveis podem ser 
caracterizadas pela proposição seguinte: 

VII. Se X é conjunto convexo aberto e f 
é diferenciável em X, então f é convexa 
(côncava) em X sse 

f(x) - f ( x » ) > ( £ ) V / ( « * ) (x - x*), 

onde V/(ar») = f - ^ - , • • •, . 
Látft cíaínj** 

Supondo f convexa em A', então, para 
0 < 0 ^ 1 f vem 

/ (0 x + Õ«*) £ e / (x) + ? / (x*) 

ou 

que se pode escrever ainda na forma 

/ w - j f r f s * » ) ] - / ( * « ) . 

Atendendo à diferenciabilidadef1) e fazendo 
tender 0 para zero, vem imediatamente o 
resultado. 

( ' ) Designemos por o; uma função de estalares ou 
vectores com a seguinte propriedade: 

í-w | X [• 

Diz-se que J d diferenciável em x sse 

/(X -(• Aac) •=/<» + V/ (s:) i l + Oi (A i ) . 
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Reciprocamente, cumprida a desigualdade 
/ (a?) — / («*) â V / ( « * ) (x—xm), a função / 
é convexa. Com efeito, de 

f(x) a V / ( « * ) (x - ar*), 

escolhendo 

xa = 9 a;1 + S x2 e x = xl ou x*, 

obtém-se 

/ t ^ 1 ) £ / ( 0 xl + Jx1) + 
4 V/(0a:1 +"9a;®) [a;1 — (0a:< -f Fa:2)] 

f(xi)>f(<)xi+êx*) + 

+ V/ (0 a:1 + 0a:9) [«* - (Sa:1-)- Fa:8)] 

e, notando quo 

xl - (0 xl + Fa?) = 0 (a^ — x*) 

X! - (0 a:1 - f i a ; 1 ) = —6 (xl—x*), 

vem 

/ ( ^ ) £ / ( 9 ^ + F a : * ) + Fv/(0a:1+Fa:*)(a:1~-a^) 
f(xs) > / ( 0 a^+Fa:2)—0 V/ (0 a;« +Fa?)(a*-a:2) 

ou 

0/(a:1) £ 0 / ( 0 3 5 * 4 ^ * ) + 
- ( - 0 l V / (0 a:» + Fa:2) — 

F/(a?) £ 0/(0 x1 + Õx') — 
— eFv/(0cf* + Faseia:1 — x2). 

Somando ordenadamente estas desigualdades, 
vem finalmente 

relação que exprime a convexidade de f . 

V I I I . Se f é bi-diferenciável no conjunto 
convexo aberto X, ela é convexa (côncava) 
em X sse a forma quadrática 

2 2 . « 
j-1 dXidXj 

•hh 

é semidejinida positiva (negativa) para todo o 
xeX. 

Observemos primeiramente que, sendo / 
bi-diferenciável em x , a fórmula de T A Y L O R 
dá 

f ( x + A x) = f { x ) + V / ( < C ) A x + 

onde f tem a significação já conhecida e 

| _ d Xi d xj J 
Consideremos então a expressão ( 0 < 6 < 1 ) 

T - ï f ( x ) + 0/(î / ) - f ( J x + 0 y) 

Utilizando a fórmula de T A Y L O R , vem 

T= 0 V/( Fa: + 0y)0(a: — y) + 

yT) VV(^) (*-?) + 

+ 0 0 V / ( F a : - | - 0 y ) O - a : ) + 

+ ~-(yT-*T)Vlf(t2) (y-x), 

simplificando-se a primeira e terceira par-
celas. 

Sendo V3/(a?) semidefinida positiva, vem 

T=F/(a:) + 0 / 0 ) - f(Qx + 0 y) > O 

o que exprime a convexidade de / . 
Para provar a necessidade, observemos 

que, não seudo V2/(a:) semidefinida posi-
tiva em a:0 , existiria um vector ti tal que 
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U T V ! / ( X ° ) M < 0 . Assim, para todo o a: na 
vizinhança de x° ter-se-ia também 

urvy(.c)«<0. 

Pondo a; = a:0 e y = x°-\-tu, onde t é um 
escalar suficientemente pequeno, a expressão 
T viria negativa com esta escolha de a; 0 y 
o que violaria a condição de convexidade 
de / . 

Pode demonstrar-se também que 

IX . Se a forma quadrática 

i i - « 
«-1 dxtdxj 

è definida positiva (negativa), f è convexa 
(côncava) em. sentido restrito. 

Sendo J Dm j ( m £ n ) o menor contido nas 
primeiras m linhas e primeiras m colunas 
da matriz hessiana 

d «t d «j ] V * ' 
á 5 / 

dXidXj 

a teoria das formas quadráticas ensina que 
a forma ó definida positiva quando e só 
quando |D m j> -0 e é semidefinida quando 
1-DmlSO; ó definida negativa quando e só 
quando (— l)"1 j Dm ] > 0 e semidefinida nega-
tiva quando e só quando (—l) m | 2)m j > 0 . 

Este critério permite identificar na prática 
não só grande número de fnnções convexas 
e côncavas mas também definir regiões de 
convexidade e concavidade. 

E X E M P L O 2 . 3 . A função f (x) = X J + 
+ 2 a?! a?2 -j- é convexa pois 

- A L = 2 * 1 + 2a-2 ' - ^ = 2 ^ = 2 

d d X i d X i d X a 

~ Í ^ = 2 x 1 + 2 x a - ^ - = 2 d x2 d x2 

e, c o n s i d e r a n d o d*f d*f 
d x^ d x l à x 2 

à\f d\f 
_ ò X2 d Xi d Xq 

vem 

dx? d xx \dxldx2/ 

E X E M P L O 2. 4, A função f(x) = — x* — 
— 3 x* + ^ x, — 2 ^ x2 — x| é côncava pois 

df 
d x x 

à*f 

d.r 
d x2 

ò*f 
d XJ d X 2 

resultando 

ò*f 

= — 4 — 6 A ? ! + 5 — 2 X 2 

- 1 2 x 2 - 6 

2 Xj 2 xa - ~ 2 
o x 

2, 

1 2 « » — 6 < 0 

a y à*f 
d x? d xf \ d x, ò x2 / 

— (— 2? = 24x? + 12 — 4 = 24x2 + 8 > 0 . 

Trata-se até de função côncava em sentido 
restrito (teorema IX ) . 

E X E M P L O 2. 5 . Definir a região de conca-
vidade para a função 

/ ( a ° = [ " + ' 

As derivadas parciais de segunda ordem 
sao 
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2ito» V 5* / r L Sff1 J 

d 2 i t a < \ « ! / L 2o 1 J 

ar, exp 

Para que a função seja côncava devem ser 
satisfeitas as seguintes desigualdades : 

xi 
I S O 

(4-) 
que, simplificadas, dão 

ou 

-f- ou o circulo de raio ff e centro 
na origem . 

A região de concavidade ó pois o circulo 
f 

Para finalizar estas breves considerações 
sobre funções convexas e côncavas, refe-
rem-se dois teoremas que mostram como por 
meio de restrições sob a forma de desigual-
dades, envolvendo funções convexas, se pode 
definir uma região convexa. 

XI . O conjunto de pontos que satisfazem 
à restrição g [x) •<. 0 , onde g (x) ê convexa, 
é conjunto convexo. 

De facto, sendo x e y dois pontos que 
satisfazem a g (x) ;£ 0 , vem 

g(x)£ 0 

g{ y ) s o 

o que mostra que üx + üy também satisfaz 
à restrição. 

Como se sabe da teoria dos conjuntos 
convexos, a intersecção de conjuntos con-
vexos ó conjunto convexo e portanto 

XII . O conjunto definido por gt (x) 0 , 
onde gi(x) ( i = l , ,m) são convexas, é 
conjunto convexo. 

3. Teoremas fundamentais 

Sem perda de generalidade, todo o pro-
blema de programação matemática se pode 
apresentar na forma 

maximizar f(x) 

com as restrições 

gi(x)^!0(i = 1,... 

úc> 0 . 

De facto, surgindo a necessidade de mioi-
mizar f(x) , proceder-se-à à maximização de 
— /(a?) ( ' ) ; aparecendo restrições na forma 
g . ( x ) ^ 0 , poderão t rans formar - se em 
— (^(íeJãO; notemos também que g^x) = 
= Q<=>g.(x)<^0 A — gi(x)^0, e, se x não 
está sujeito à condição de não-negatividade, 
poder-se-à escrever x = xt — x" com x'^0 
e 

O objectivo deste parágrafo consiste no 
estudo de teoremas que exprimam condições 
necessárias e suficientes para a existêocia de 
solução óptima para um programa matemá-
tico. 

(!) mio/ ( j ; )= — raax (— /(x)) . 

3 
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Raramente essas condições permitem obter 
o óptimo quando este existe mas essas pro-
posições estão na base da construção de 
algoritmos iterativos e são fundamentais para 
a interpretação económica dos programas. 

Na exposição que se segue, x é vector-
-coluna com n componentes. Tomando 

<?(*)- r9l(x) p i ( * n 
L>)J, 

o problema de programação pode apresen-
tar-se na forma seguinte: 

m a x / ( . r ) 

com as restrições 

<?(a0ãO 

x â O . 

Os gradientes de f(x) e g((x) represen. 
tam-se por Vf(x) e Vg.(x) e serão consi-
derados vectores-linhas. 

Há vantagem também em introduzir a ma-
triz Jacobiana 

"«-[&] (;-::::::), 
o vector-linha A => • ••A»] e a função la-
grangeana 

F í x ^ - f t à - ^ l Q i x ) . 

Adoptam-se também aqui as designações 
já conhecidas da teoria dos programas linea-
res. Assim, todo o ponto x tal que G ( x ) g O 
e x íg 0 constitui solução admissível (on 
possível)', se, além de admissível, optimizar a 
função-objectivo, x toma o nome de solução 
óptima. O conjunto das soluções admissíveis 

constitui a regido admissível (ou conjunto 
admissível) C = \x: G (x) % 0 A 0 | . 

A restrição g{ (a:) á 0 diz-se activa no ponto 
x se gi (ar) = 0 ; do contrário diz-se inactiva. 
Sendo x ponto fronteiro da região admissí-
vel, não se tem necessariamente = 0 
para todo o i : são inactivas as restrições 
que definem a fronteira onde x não está. 

Sendo x ponto fronteiro de C, admitamos 
que gh (a-) gir ( í ) = xA = - xjt = 0 . 
Supõe-se que na região admissível é satis-
feita a seguinte condição de regularidade de 
Kuhn-Tucker : a região admissível é tal que, 
se para todo o ponto fronteiro x e para todo 
o deslocamento dx suficientemente pequeno 
a partir de x , se tem 

e 
dxj>0(j =j| , ... ,j,), 

então a direcção dx = , ••• ,<2a:n) é tan-
gencial a uma curva na região admissível, 
tendo x como ponto inicial ( ' ) . 

Consideremos nm exemplo em que não 
é satisfeita essa condição de regularidade. 
Tomando em R~ 

9\ (»1 »®s) = a-a — («1 — l)1, â 0 

vê-se fàcilmente que no ponto fronteiro 
x — (t ,0) não é verificada a condição (fig. 1). 

De facto, V g\ (x) ( 0 , 1 ) e, para a di-
recção dx indicada pela seta, tem-se 
V gx (;r) dx —= 0 e dx( Si 0 mas dx anão 
está» na região admissível. 

(!) É costume dizer, na prática, que dx está situado 
na região admissível ou, talvez melhor, que dx é 
direcção admittivel. 
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Pode-se demonstrar agora o primeiro teo-
rema fundamental: 

I, Satisfeita a condição de regularidade 
de Kuhn-Tuclcer, uma condição necessária 
para que a solução admissível x seja maxi-
mizante da função objectivo ê que exista 
> > 0 tal que 

Vf(x)—JVG 

( y / ( í ) — í v g ( « ) ] « - = o 

% G(x)= 0. 

Observemos que a proposição ó òbviamente 
verdadeira quando x è maximizante interior 

pois nesse caso V / ( x ) = 0 e G(x)<i 0 (o 
que implica X = 0 ) . 

Sendo x fronteiro, desigue a (ar) o con-
junto de índices para os quais gi (x) = 0 . 

Em virtude da condição de regularidade, 
os pontos x vizinhos de a; tais que 

1) V ^ ^ ^ - ^ g O , 
xj = 0 => xj ^ 0 

são pontos interiores de C definindo direc-
ções admissíveis x — x para as quais 

2) V / ( ã j 

Ambas as desigualdades 1) e 2) são válidas 
se v / ( x ) = 0 ou V 5 f , ( x } = . 0 . De 1) e 2 ) 
vem 

1') 

2') v / < i ) 

A relação 2') implica que x é maximizante 
da função linear V / ( x ) x . Consideremos 
então o problema de achar que maxi-
miza 

3) 

com as restrições 

Estamos em presença de um programa linear 
cuja solução é evidentemente x = x. Tem 
um programa dual em que se podem utilizar 
para novas variáveis XíSíO. O dual requer 
a minimização de 

5 ) S M ^ i W Í ] , 

i e a 

sujeita àa restrições 

6) 2 
j sa 

Consequentemente, achar x = (ar,, • • • , a:„) 
que maximiza f(x) reduz-se ao problema de 
encontrar X ;:>0 que resolvem o programa 
linear dual 5) e 6). 

Tomando A,- = 0 para a desigual-
dade 6) pode escrever-se na forma 

7) V / ( « ) - * V G ( « ) S S 0 . 

Como 
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e, peío teorema da dualidade ca programação 
linear, 

[TV G =» V / ( õ j x, 

è claro que 

8) [ V / ( ã ) - I V < ? ( í ) ] ® = 0 

e também é evidente que 

9 ) Ã~G ( « ) — 0 . 

Ê fácil demonstrar qua, sendo f(x) côn-
cava e G{x) convexa, as condições do teo-
rema I são também suficientes. De facto, 
atendendo a que A £ 0 e ( í (a ; )gO, vem 

f{x)<Lf(x)-lG{x) 

e, como f(x) e — G(x) são côncavas (e di-
ferenciáveis), vem 

/ ( « ) £ / ( * ) + V / ( « j (x _ x) 
- G(te)& — G(p) - V G(x)(x — x) 

donde resulta 

f(x) S/H + v/(») ( x - x ) - TG (x) -
— Iv G{x)(x- x) =/(«) + 

+ [ v / ( í ) - T V G ( * ) ] ® -
- [V/ (x ) - r v G (Ä)] í á / í ^ i 

isto é, 

II. <S'«wrfo f(x) côncava e G (a;) convexa, 
a aoíwjão admíssfue/ x é maximizante de f(x) 
com as restrições G (a;)•<, Q e x>0 sse existe 
Ã> 0 tal que 

V / ( * ) - l V G ( x ) £ . 0 
[ V / ( » ) —TV G ( Ã ) ] « = 0 

I G ( » ) — O . 
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As proposições que se demonstraram são 
teoremas de KUHN-TUCJKEB. O S escalares 
Ai > 0 são conhecidos por multiplicadores 
de Kuhn-Tucker. As condições expressas 
nestes teoremas têm aparecido na literatura 
sob várias formas que interessa registar. 
Abandonando a notação matricial, tem-se: 

Ai ^ 0 (t = 1 , • • • , m) 

( J L \ ã o o : - ! » - ; « ) 

2 r / n - „ 0 
Í = 1 \ òxjJT_] j 

m 

2 Oi0*0=0 (ou A; J7í(a;) = 0 para i = l , . • .,m) 
i—l 
ou também 

o - i h ( ^ ) - o 

\ t * i h , \ i * / h 

v - o - J - f L ) - S I , ( i £ L ) s o 

S T , ( Í ) < O = > Ã 1 = 0 ( o u X ; > 0 = > g i ( a r ) = 0 ) . 

Quando num programa matemático as va-
riáveis são livres, pode fazer-se a transfor-
mação x = x ' x " com e x" £ 0 . 
O programa apresenta-se então na forma 

maximizar f[x' — as") 

com as restrições 

G ( V - a r " ) É 0 
a?'' > 0 . 

A primeira condição de K U H K - T U C K E R surge 
na forma (A>0) 

V / ( í ) - I V ( ? ( ã ) g O 
~Vf(x)+1VG(x)^ 0, 
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equivalente a 

V f f ò — IVG (x) = 0. 

A 2.1 condição é agora dispensável pois é 
automaticamente satisfeita. Tudo se resume 
pois às condições 

V / ( » ) — T Í V < ? ( Ã ) = 0 

IGfò - 0 . 

Observando que a restrição x ^ O ó equi-
valente a x j ^ O ( J = 1 , " -| i i ) (ou — 
todo o programa matemático pode afinal ser 
apresentado na forma 

max f (x) 

com as restrições 

e portanto as condições de KUHÍT-TUCKER são 

J S O 

Vf(x) — XVG(x) = 0 

lG(x) = 0. 

Quando aparecem restrições sob a forma 
de igualdades e desigualdades, isto é, 

m a x / (x) 

com as restrições 

GP (x)S 0 
Gq (ar) = 0 

podem considerar-se as restrições na forma 

< ? p ( x ) 5 S 0 

Tomando 

G{x) = 

VG{x)-

Gp(x) 
Gq(x) 

VGP (x) 
VGq(x) 

> = [X* fi« v] ^ 0 , 

as condições de K U H N - T U C K E R podem expri-
mir-se do modo seguinte: 

I ã O 

V / ( x ) -1" V G„ (x) - V Gq (,x) + 
+l>qVGq(x) = 0 

1 " G P ( x ) = 0 

ou, simplesmente, 

Vf{x) -lfVGp {x) -1" Gq (ã) = 0 

l p ( ? p ( ã ) = 0 

com e — vq (sem restrição de 
sinal). 

Como caso particular interessante, surge 
o problema de extremos condicionados clás-
sico ; 

max / (x ) 

com as restrições 

G (x) - 0. 

As condições de Kuhn-Tucker são agora 

V / ( ã ) — XV <?(» )= . ( ) 

em que A não está sujeito à condição de 
não-negatividade: as componentes de l são 
os clássicos multiplicadores de Lagrange. 
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Tomando a Função lagrangeana 

diz-sô que o ponto 

- ,Ã) = (« , i • • • , xn , X , , . • • , ! „ ) 

è ponto-sela de F(x,X) se 

O próximo objectivo consiste em mostrar 
que, em certas condições, a componente x 
do ponto-sela da função lagrangeana F (x ,X) 
é precisamente a solução do programa. 

Definamos os seguintes vectores-linhas: 

V F(a 

" d F dF 
' àxn 

ÒF ÒF 
dk d J>m 

AZS] 
dim J 

V*F{x,l) = VxF(x,l)\-

III. Uma condição necessária para que 
(ar, A) seja ponto-sela de F(x ,X) è que x 
e A satisfaçam a 

V x F ( x , l ) > 0 V x F (x ,1) ã r = 0 X > 0 . 

Estas condições, juntamente com 

F(x ,1) <: F(x ,1) + Vs F(x,1) . ( x - x ) 

F(x, A) S F(x ,1) + Vx F(x ,1) • (X-Jy 

são suficientes para que (x , X) seja ponto-sela 
com x^O e 

As duas primeiras condições são necessá-
rias. Era relação à primeira, observemos 
que, para ÍC^O na região admissível, 

pois F(x,ty tem máximo para x = x. Outra 
maneira de exprimir esta desigualdade ó a 
seguinte 

! , ( — ) dx^O 
j = l \ à X i / x 

com d X{ = Xi — Xi É poss íve l 
escolher todos menos um dos Xi iguais a 
Xi, seja xk. Então a expressão dá 

\ ò x k / x 
or*)SO. 

Se xk = 0 , então (F)s0 
porque 

« j r^O; se a r t > 0 , então xk pode ser es-
colhido por forma que xk>xk ou G 
e ó evidente que a única maneira de satis-
fazer a desigualdade para ambas as escolhas 
de Xi i>0 è que 

\dx k /x 

Consequentemente, tem-se 

desde que maximize ^(ar,*) . Por 
outro lado, era virtude do que se acaba de 
ver, 

Para a segunda condição seguir-se-ia racio-
cínio análogo. 

A demonstração da condição suficiente ó 
óbvia. De facto, as três primeiras condições 
permitem concluir imediatamente que 

F{x 
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As duas primeiras e a quarta dão 

IV. Uma condição necessária (suficiente) 
para que x seja solução óptima do problema 
de programação matemática é que exista X tal 
que (x, X) satisfaça às condições necessárias 
(primeiras três condições suficientes) do íeo-
rema 111. 

Do teorema I resulta que no ponto x é 

Vf(x)^IVG(x) 

e portanto 

V B * • ( £ , ! > = V / ( S ) - T v í ? ( ã ) ã O 

VmF(x,T)x=0, 

O que dá a primeira condição necessária. 
De 

VxF(x,í)=-Gr(x)^0 

e, ainda do Teorema I, 

VxF(x,T)Jt = - 0 * ( ã { ) ! r _ O , 

o que prova a segunda condição necessária. 
Para provar a suficiência, obtém-se da ter-

ceira condição que, para X ;>0 , F(x,l)=~ 
= f(x) - TO (x) S F (x, X) + V» F(x, \)(x-x) 
e, como 

VXF ( í J j í g O 

(teorema IH) 

vem 

F (x , X) £ F (x ,1) - f (x) — I G ( ã ) . 

Ainda pelo teorema III 

— = 0 , 

e vem 

F{x, X) = / ( * ) —1G (x) ^f(x). 

Dado que 

resulta 

f(x)^f(x) 

e que mostra que x é maximizante de f(x). 
O teorema seguinte, extremamente impor-

tante na teoria da programação, exprime que 
as condições de K O H N - T Ü C K E R são também 
suficientes se /(ar) é côncava e G(:r) con-
vexa ( '). De facto, 

V . Sendo f(x) côncava e G {x) convexa, 
a condição necessária e suficiente para que x 
maximize f com as restrições G (x) £ 0 e 
ar>0 é que x e X constituam um 
ponto'sela para a função lagrangeana 
F(x, X). 

Como G(x) é convexa e f ( x ) é côncav«, 
vem (teorema VII do n.° 2) 

G(x) + VG(i)(x- x) 

/ (*) £ / ( * ) ( x - x ) 

para todo x ,x>0. Para algum X > 0 , 

F(xS)=f(x)—TG{x)^f(x'~TG(x + 

+ [V/f;r) — TV G (ã)] — i") = F\ JTXl + 

+ V r F K , X ) J) 

e a terceira Condição suficiente do it*̂ r> uni II l 
é satisfeita. 

(L) É urna nova versão fio teoruma IL 
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A quarta condição suficiente é cumprida 
em virtude da linearidade em A; isto ó 

F ( » , X) = / (x) - X G (£j = /(») - TO (ã) -

— X G(x) + I G ( x ) ^ F ( x , T ) — {X - T ) G(x) = 
== F{x,T) + VxF(x,T) (X —J)T . 

Em consequência do teorema IV, todas as 
condições do teorema III não necessárias e 
suficientes neste caso. Assim existo equiva-
lência entre a programação côncava e o pro-
blema do valor-sela. 

Desta proposição pode derivar-se o célebre 
teorema da dualidade da programação linear. 
De facto, pretendendo se 

s fl 
maximizar 2 °jxj 

J= 1 

com as restrições 

n 
2 °tj xj ã (» — 1, ••• ,«j) 

i= 1 

0 ( j = 1 ,n), 

o seu programa dual consiste em 
71% / m V 

minimizar 2 h 9* [ maximizar — 2 Jft ) 
i=t V / 

com as restrições 

e para o dual ó 

R 
m n / m \ 

= — 2 biUi— 2 ^ í ^ — 2 a*J9') 
1 = 1 j - I \ / 

m r n m 
— 2 b*v* - 2 e i ( í J + 2 2 "tiV-iVi-

i - i j - i i - i 

Vê-se imediatamente que 

-Fd<Í,x) 

e, portanto, se uma função lagrangeana tem 
ponto-sela, a outra também tem e 

FP&,1)= -Fd(J,x), 

o que implica 

n m m 
max 2 CJXJ = — m í t x 2 = min 2 biVf 

t—l i = 1 i = i 

Para os programas matemáticos em geral 
considera-se problema primai aquele que con-
siste em maximizar a função côncava f(x) 
sujeita às restrições convexas e 
K ^ O ; o problema dual consiste em minimi-
zar F(x, X) =f(x) — X G {x) (ou maximizar 
— F(x, X)) com as restrições 

2 a ' > • • • > n ) 

pi ^ 0 (i = 1 j • • • , m) . 

A função lagrangeana para o primai é 

« m / n \ 

= 2 2 M 2 * u » j — M 
j^i i=i \í=i / 
n m n m 

= 2 c J + 2 k h — 2 2 
1 i-1 

X £ 0 . 

Existe um teorema, cuja demonstração será 
omitida, que estabelece o seguinte : 

VI. Se x maximiza f (x) no problema 
primai, então existe X > 0 tal que («, A) é 
solução do problema dual; reciprocamente, se 
( a,", A ) minimiza F(x , X) no problema dual e se 

R d2 F 1 
a matriz hessiana J; ,X)= I -— — 

d Xj J(S, x) 
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possui inversa, então x maximiza f(x) no 
problema primai. Em ambos os casos 

max f (a:) = min F(x 
* x>\ 

Como já se afirmou, as proposições estu-
dadas oeste parágrafo são teoremas que, em 
geral, não se empregam directamente para 
achar a solução de um programa matemático. 
No entanto, a sua utilização permite muitas 
vezes a obtenção de informações sobre a exis-
tência do óptimo e até em certos casos simples 
a sua determinação. Estudemos alguns exem-
plos. 

E X E M P L O 3 . 1. Minimizar a função 

O 

com as restrições e ^ > 0 . 
Observemos que 

f 
- f 4 = 2 ( * I + l ) > 0 
à aff 

Tomando > 0 , as condições de K U H S -
- T U C K E R (necessárias e suficientes) dão 

- (ar, + l)a + A, ^ 0 

- I S O 

[— fa + 1JF + + ( - l ) * s ~ 0 

X, (1 — « , ) —• 0 . 

Com Aj = 0 , teria de ser a;, ~> 0 (3.* con-
dição), o que é incompatível com a restrição. 

Com Xj > 0 , terá de ser Xj •=> 1 , o que 
implica — {1 + l) s + A, = 0 e x2 = 0. Logo, 
X] = 4 , Xi = X e = 0 satisfazem às con-
dições e ( 1 , 0 ) é minimizante da função 
dada. 

E X E M P L O 3. 2. Maximizar /(ar t , x 2 ) = 
= 4a?| + 6 x 2 — xi —• 2a| com as restrições 

« t + 3x 3 - 8 ^ 0 

5 a?, + 2 x2 — 1 4 ^ 0 

® i S 0 j 0 . 

Neste caso tem-se 

d\f ò\f y . o 
2 \ è a*i d X2 / i 2 z à à a;2 

e portanto f (a?j, a?g) é convexa. Podemos 
então reformular o problema do modo se-
guinte : 

maximizar F{xi, x2) = — f ( x j , a?a) — 

( * l + 1)S , = - — ^ 

com as restrições 

1 

»i^O, x2 Sã 0 * 

àf 
àXi 

= 4 — 3 as? Pf 
d a?J 

d*f 
d a!j d x2 

AL 
d x 2 

= 6 — 4 x2 
i V 
d4 

— 4 < 0 

e portanto a função é côncava pois 

d a*( 

d\f d\f _ / ò\f Y 

\ d flfi d X7 ) d x j á a-| 
a o . 

0 
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Tomando X ^ O e ^ > 0 , as condições de 
K U H N - T U C K E H d ã o 

4 - - I J - 5 A A £ 0 

6 - 4a>a - 3 1 , - 2 1 5 ^ 0 

( 4 — 8 íbÇ — l i — 5 Xa) a?, - f 

+ (6 — 4x2 —3 }t — 2 Xa) = 0 

X,(a;, + 3a?a — 8) + XG(5 ar, + 2 X 2 — 1 4 ) = 0 . 

Há que considerar os casos seguintes: 

X, xa 

0 0 
0 =f=0 

j=0 0 
=f=0 j=0 

А ) X 1 = 0 , XA = 0 

4 - 3 x J á O => a r , ^ 2 / / 3 

6 — 4 x 2 g 0 = > 3 / 2 . 

A condição 

(4 _ 3 af) ar, + (6 - 4 x2) x2 = 0 

obriga a tomar ar, = 2 / / 3 e x2 = 3 /2 , ponto 
qne, satisfazendo às restrições, é o maxími-
zante procurado (aliás é maximizante interior). 

б) X, = 0 , X3 =£ 0 

4 - 3 ^ — 5 X a ^ 0 

6 — 4 í c 2 - 2 X 2 S 0 

(4 — 3 - 5 Xa) a-, + (6 — 4 ar3 — 2 X2) x2 = 0 

Xa(5arr - f 2ar2 — 14) = 0 . 

Terá de ser b Xj 2 x2 — 14 = 0 , o que 
impede ar, = x2 = 0 . Com ai| =>0 , x2 — 7 
viria 6 — 28 — iíXa = 0 o que é impossível; 

com x2 — 0 , xl — 14/5 , viria 4 — 3(14/5 2 — 
— 5Xa = 0 também impossível; com a r ^ O , 
â a > 0 teria de ser 

5 r , + 2 x a - 1 4 = 0 

4 -— 3 — 5 X2 = 0 

6 — 4 x2 — 2 X2 

5 ar, + 3 — Xa — 14 = 0 

4 — 3 a j — 5 X2 = 0 

, 0 

x2 
3 - lo 

= 

^ + 11 
5 

3 — X» 
2 

- ( X2 + 11 \2 
- Y - 5 X 2 = 0 = » — 6 3 - 1 9 I X 2 — 

— 3 X2 = 0 (impossível com Xa > 0 ) , 

c) X , ^ r 0 , X2 = 0 

4 — 3a;3 — X, <^0 

6 — 4a- a — 3X, £ 0 

a-, (4 — 3 arj ~ X,) + x2 (6 — 4 z a — 3 X,) = 0 

X, (ar, - f 3 x2 — 8) =* 0 . 

Terá de ser ar, + 3 ar2 — 8 = 0 o que im-
pede ar, =ar2 = 0 . Com ar, = 0 , a - a = 8 / 3 

32 vem 6 — 3X, = 0 o que é impossível 

para X, > 0 ; com art = 8 t 3 - 3 = 0 , vem 
4 — 3 (8)2 — X, = O também impossível; resta 
ar, > 0 , ar2 > 0 que implica 

xi + 3 ^ 2 — 8 -= 0 

4 — 3 x\ — X, = 0 

6 - 4a>2 — 3X| = 0 

ar, = 14 + 9Xt 

4 

6 — 3X, 

4 _ 3 ( Ü ± B l ) 3 — X, = O é impossível 

com X, > 0 . 



I G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 21 

d) 1,^=0, X2^0 

x , + 3 x a — 8 = 0 f x i = 2 
6 « , + 2 x a — 14 = 0 |xa = 2 

{ _ _ 5 X a = 0 
6 - 4x2 — 3 X, — 2Xa = 0 

X , + 5 X a = - 8 
+ 2X2 = - 2 

J — 8 — ^ - 5 * 3 = 0 r >, 
| — 2 — 3>! — 2 Xa = 0 ( 3>.j 

R _ 3 > | - 1 5 > 2 - 2 4 | 

1 3 Xj + 2 X2 = — 2 1 - 1 3 A 2 = 22 

Observemos que a análise dos casos Ò), c) 
e d) só se justifica para encontrar pontos 
que dão o mesmo máximo para f(xl , x2). 
O máximo relativo para uma função côncava 
é também máximo absoluto. 

EXEMPLO 3 . 3 . Minimizar / ( X J , x2 , « 3 ) = 
= x? + + x§ + 2 (xj - 5) + 2 (xj + x 2 - 1 0 ) 
com as restrições 

a-, 5 
+ Xa ^ 10 

« I Â O 0 " = 1 , 2 , 3 ) . 

O problema equivale a maximizar 

F(xj, xa , x5) = — / ( x , , xa , a?3) = - x j -

- xl - xf - 2 (ar, - 5) - 2 + íta - 10), 

que é côncava, com restrições convexas. 
As condições de K U H N - T U C K E R (necessárias 

e suficientes) dão (X,-> 0) 

_ 2 x 1 - 4 - | - X I + Xa + X 5 £ 0 
— 2 ar2 — 2 + Xa - f X5 ã 0 
- 2 x 3 + >3 S O 

( _ 2Xj — 4 + X, + Xa + ) l5)x! + 
+ (— 2 xa — 2 + Xa + X3) x2 + 

+ (— 2xs + X3) x3 = 0 

X, (5 - X!) + X2 ( 1 0 — Xi — x2) + 

+ X5(l5 — xj — xa — x5) « 0 . 

Aqui cada um dos Xf pode ser zero ou 
diferente de zero e portanto, em principio, 
é preciso examinar um total de 25 = 8 casos. 
Consideremos o caso X , , X s^=0. 
É evidente que terão de ser satisfeitas as 
condições 

5 — X! = 0 
10 — x, - x 2 = 0 

15 — Xj — x2 — X3 = 0 

que dão x t = 5 , x 2 = 5 e x3 — 5 . Como 
os Xj são não-nulos, terão de ser satisfeitas 
as condições 

— 2 a?, — 4 + )>! + Xa + X3 = 0 
— 2 xa — 2 4- X3 + Xj = 0 
— 2 x3 + X3 = 0 

que dão Xj = )2 = 2 e X3 = 10. Está-se pois 
em presença da solução óptima. 

EXEMPLO 3. 4. Maximizar f(xt , x2) = 
— 4 x, 4- 5 x 2 + xi xs — — + 5 com a 
restrição 

- A + x a £ £ . 
2 

A função f(xt ,xa ) é côncava pois 

ó*f _ g . o é*f à*f 
õ ç % ul 2 à x f d à x2 

- ( W V " 4 — 1 = 3 > 0 . 
\ d X1 à X3 / d Xi à X2 

As condições de R U I I N - T U C K E R dão (Xj > 0 ) 

Â 

5 -f- xi — 2 xa — X, = 0 
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Se as duas primeiras condições 
dão a;] = 1 3 / 3 , x2 = 14/3 que satisfazem 
ao problema se k > 4 1 / 6 o não satisfazem 
te t < 41/6 . 

Com > 0 , terá de ser satisfeita a con-
3C\ dição —— -f- — k = 0 juntamente com as 
2 

duas primeiras, isto ó, 

4 + x2-2 x,— = 0 
2 

Observemos que 

0 . 5 + xl — 2 x2 — A, 

+ X 2 _ k _ o . 
2 r 

Resolvendo este sistema em ordem a xltx2 

e A] , vem 

3 4 . (- — k 
7 7 

x 2 = — - + r r f c 
14 

X, = 41 

e, como > 0 , terá de ser k < 41/6 , 
Em resumo, com £ > 4 1 / 6 , a solução 

óptima é 

ar1 = 13 /3 , x3 = 14 /3 , = 0 

e, com k < 4 1 / 6 , vêm as soluções 

xx i t 

41 6 

3 4 , 
— K , Xç: = 

7 7 a 14 7 

> 0 . 
Y V 

E X E M P L O 3. 5. Maximizar f(xl,x<2) = 
* 8 Xi + 10 — 2 — x i c o m a s restrições 

2e** + x x x 2 + 10 

d » / 
d <) (J 

— f ^ V = 4 8 « | > Q 
\ à x l d x 2 / 

e portanto f(x\, é côncava. Também é 
fácil ver que g (xt, x2) = 2 e1' + xx x2 + 
é convexa na região admissível pois 

d*i 

\ <J a?! (J ar3 / 

para Xj S 0 . 
As condições de KUIRA-TUCKEK são pois 

necessárias e suficientes para a existência de 
máximo. Neste caso ter-se-á (lj ^ 0) 

»f - 1 , ^ 0 
d <í xx 

dxo 

\ á t) as, / 

ái \ d a*2 ( í x j / 

9 C®l > «b) - 0 

ou seja 

8 — 4 xi — X, (2 e*' + ara) S 0 
1 0 — 4 x 1 — M « 1 + 

[8 — 4x1 — ).l(2ex< + £F3)]a,'i + 

+ [10 - 4ar| - A, (a?j + 2xaJ] - 0 

(2 eXi + a?! jr2 + «2 _ 10) = 0 

6 
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C o m > i = 0 , t e r i a de ser 
8 — 4 íci ã O 

ou 

u 
o que implicaria xx —2 

4 x ^ 0 

V õ / 2 , ' 

e x2 = \bj2, pois tem de ser satisfeita a 
3.® condição. Ora o ponto (2 , V 5 / 2 ) não 
satisfaz à restrição. 

Terá pois de ser A, > 0 o que implica 
2ex' + xt —10 = 0 . Se fosse w j = 0 , 
viria x 2 = 2\[2 e teria de ser satisfeita a 
c o n d i ç ã o 10 — 4 ( 2 1 / 2 ) 5 - ^ 4 / 2 = 0 ou 
1 0 — 6 4 / 2 — 4 / 2 = 0 que não é compa-
tível com Xj > 0 ; se fosse x2 = 0 , viria 
a?] — log 5 e teria de ser satisfeita a condição 
8 — 4 log 5 — 10 = 0 o que é possível com 

— ——" l o g ^ Q m a g a condição 10 — 
5 

— 4 — l j (a?i 4- 2 a?2) = 0 não é satisfeita 

pois 1 0 - log 5 > Q. Então terá 
5 

de ser xl > 0 e a r a > 0 , com X t > 0 , isto 
é, terá de ser satisfeito o sistema 

8 — 4 a-, — íg (2 ex< + x2) = 0 
10 - 4 - >! (arj + 2 x2) = 0 
2e*< + x2 + 10 = 0 

que infelizmente não é constituído por equa-
ções lineares. Eis um exemplo em que é difí-
cil obter a solução óptima a partir das con-
dições de K U H S - T U C K E R . 

A fim de se avaliar a importância da 
condição de regularidade de K U H N - T U C K E R 
consideremos o seguinte problema: 

E X E M P L O 3. 6, Maximizar /(ar) = x j com 
as restrições 

9\ (^i»^2) = x2 ~ fo - l)a S 0 

xi ã o x2 a o. 

A região admissível apresentada já na 
fig, 1 mostra que o máximo de f(x) é atin-
gido para xj = 1 , x2 = 0 . No entanto, as 
condições de K U H X - T U C K E R não são satis-
feitas nesse ponto pois nele, como se viu já 
(n.° 3), não é verificada a condição de regu-
laridade. 

De facto, teria de ser 

d xi dxx 

d x 2 à x 2 

ou 

\dXx èxx J \dx2 dr2/ 

9i fo > a-a) - 0 

- x , Í £ 0 

^ [ 1 + 1 , 2 ( ^ - 1 ) ] + ^ ( - > , ) - 0 

Com À! > 0 , viria x2 — — l ) s => 0 e 
a:a = 0 , isto é, o ponto ( 1 , 0 ) mas este não 
satisfaz às 1.* e 3.® condições. 

Com A, = 0 , a 1." condição não é satis-
feita. 

I 
4. Interpretação económica 

4. 1. Interpretação dos mult ipl icadores de Kuhn-
-Tuekor 

Consideremos o programa matemático na 
forma 

maximizar/(ar) 
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com n restrições 
I 

1) 0 ( í = I , • 

Como se viu, as condições de K U H N -

- T Ü C K E K associadas a este programa podem 
apresentar-se do modo seguinte; 

2) XiSO ( í _ [ , . . . , m ) 

3 ) 
df 
à xf àx 

Admitindo que as m -I- n eqnações 3) e 4') 
nas m -f- n incógnitas X (, • • • , Xm , a1,, • • • , Xn 
dão as funções X,-(ò), Xj(b) contínuas e de-
riváveis, seja f (h) o máximo de f(x) (fun-
ção de rendimento líquido) com as restrições 
1'). Tomando o ponto b = 0, vem de 3) 

df~ 2 = o 
í - l 

4) X; gt (») = 0 (»' -= 1 , .. • , m) . 

Rm certas condições, se x° é solução 
óptima do programa matemático, então existe 
um veetor ),<> = (Xf, • , X®) tal que , X<>) 
satisfaz 1), 2), 3) e 4). Sendo f(x) côncava 
e gt(x) convexas, as condições também são 
suficientes. 

Pode parecer à primeira vista que estas 
condições têm reduzido interesse prático para 
o g e B t o r . Não é raro deparar com a opinião 
de que, no domínio da programação matemá-
tica, basta saber na prática formular o pro-
blema e resolvê-lo numèrieamente. Ora, de 
facto, isto não é suficiente na prática da 
gestão e para o provar consideremos o pro-
blema seguinte : 

Suponhamos que o gestor, por meio de 
um investimento adicional, substitui as res-
trições 1) por 

1') g,(x)%b, (i ~ 1,... (J,>0) 

e admitamos que a passagem de 0 a um 
pequeno valor positivo b{ exige o investi-
mento Põe-se o problema de saber se 
este investimento é rendável ou não. 

Para responder a esta questão considere-
mos o novo programa matemático em que 1) 
é substituído por 1') e portanto 4) por 

4') * < [ & ( * ) - — 0 ( * • = ! , . . . , m ) . 

dligi( aO) + lí&gi — lídft, = 0 . 

Se ff.CsOJ-^farfOJXO, então gt(x(S))<bt 
numa vizinhança de b = 0 , de modo que 
X((i) = 0 nessa vizinhança, o que implica 
dligi(xP) 0 ; a mesma conclusão é verda-
deira se 5fi(íc0) = 0^ Logo, tem-se 

e portanto 

isto é, 

5) 

Xírfffi - XídAí 

df- 2 
Í = I 

\dbi /fc—o 
X?. 

Vê-se assim que o multiplicador X° repre-
senta o valor marginal correspondente à 
relaxação da í-ésima restrição (X° = 0 se 
gi{x°) < 0 ) , supondo evidentemente que não 
existem quaisquer restrições para o ajusta-
mento de . 

O acréscimo A<p do lucro máximo é, 
considerando apenas os termos de primeira 
ordem, 

A resposta ao problema inicialmente pro-
posto está dada. A rendabilidade do investi-
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mento avalia-se comparando A® com 2 AÍP 

Como se vê, os multiplicadores X; represen-
tam verdadeiros preços contabilísticos (preços-
-sombra ou pseudo-preços) dos vários recursos. 

4. 2. Interpretação das condições de Kuhn-Tucker 
no âmbito da economia de empresa 

Admitamos que uma empresa possui n 
actividades e representemos um programa 
por um veetor de níveis de actividade 
x = («!, - * •, xn). Fixemos a hipótese de que 
a empresa deseja maximizar uma função de 
rendimento liquido f(x), Bupondo que exis. 
tem m restrições sobre os níveis das activi-
dades 

jf((a-)Ê0 (t = 1 , , m) 

A interpretação económica das derivadas 
parciais de f(x) e gi(x) é a seguinte: 

àf 
èxj 

djh_ 
dxj 

rendimento marginal da J-ésima acti-

vidade 

efeito marginal da j ésima actividade 

na í-ésima restrição. 

Dispondo de um conjunto de valores não-
-negativos Xj , • , X« (preços contabilísticos) 
associados às m restrições é evidente que 

2 
d f/i 

dxj 

representa o custo imputado marginal da 
J-ésima actividade. 

As condições de K U H N - T U C R E K estabelecem 
que, sendo x a solução maximízante, existem 

valores imputados nâo-negativos X; tais que 
são cumpridas as condições seguintes: 

1. ? ( W s o 
isto é, x è admissível. 

2. g i ( x ) < 0 = > X ( - 0 

isto é, se a i-ésima restrição é inactiva, 
então o valor imputado associado é 
zero. 

3 ( d £ \ - 2 X, Í A i l \ 

isto é, o rendimento líquido marginal 
da j-ésima actividade é inferior ou 
igual ao seu custo imputado. 

4. 

o que significa que, sendo o rendimento 
líquido marginal da _;-ésima actividade 
inferior ao seu custo imputado margi-
nal, a ^'-ésima actividade não é utili-
zada. 

Os teoremas que envolvem a função lagran-
geana também possuem interpretação interes-
sante como se vai ver por meio de um 
exemplo. 
Admitamos que uma indústria pretende maxi-
mizar o lucro f ( x ) e que a produção satisfaz 
a certo conjunto C de restrições no espaço 
rc-dimensional. Suponhamos que o governo 
pretende que algumas restrições suplemen-
tares 

ffiH^0 = 1 i <•* J m ) 

sejam satisfeitas. Para esse efeito pode ser 
criado um sistema de impostos e subsídios 
por forma a funcionar do modo seguinte : ee 
a indústria viola alguma restrição, isto é, se 
ffi(x)^>0 para algum t, então é aplicado 

- -
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um imposto Xíjfifae); se a produção é tal que 
gi(x) < 0 para algum i , então o governo 
paga um subsídio — ii^far) (supõe-se Xi>0) . 
O problema da indústria consiste agora em 
maximizar (em x , para um dado vector 
X^íO) a função lagrangeana 

m 
F{xt\)*=f{x)~ 2 hgi(x) 

i = 1 

com ase C , enquanto o problema do governo 
se reduz a minimizar (em X) a mesma função 
.f(a;,X) sujeita a X > 0 . A solução óptima 
é evidentemente o ponto-sela de F{x,~k). 
Na prática, o diálogo entre o governo e a 
indústria pode es tabe le cer - se do modo 
seguinte: 

1. O governo fixa um conjunto de taxas 
e subsídios XJ >: 0 , . . . , X" >; 0 . 1 — * * m — 

2. A indústria maximiza F{ae,W) com 
xe C e propõe ao Governo a solução 
óptima XO. 

3. O governo examina cada ffi(x°) (i = 
1 , . . . , ÍÍI) : 

3. 1 Se 0 f (a5°)>O, então o imposto 
não é suficientemente elevado; 
XQ deve ser subst i tuído por 
Xí > X ° ; % ^ t * 

3. 2 Se gt (LC°) < 0 e X» > 0 , então 
é possível reduzir o subsidio, 
substituindo X° p o r 0 g X } < X 0 . 

3. 3 Se g( («O) £ 0 e AJ gt (as») - 0 , 
então XJ - XO. 

O diálogo repete-se então com X1 em vez 
de Xo. 

4. 3. Contr ibuição do programação matemática 
para a reformulação das teorias matemá-
ticos do consumo e da produção 

indivíduo maximizar a sua função de utilidade 

w(a?i, . . . ,#„ ) com a restrição 2 PjXj=M. 
, J-i 

E esta a formulação clássica que conduz à 
célebre lei da igualdade das utilidades mar-
ginais ponderadas deduzida através do método 
dos multiplicadores de LAGRANGE. Mas, não 
impondo a restrição, x > 0 , o indivíduo 
arrisca-se a encontrar uma solução sem signi-
ficado económico. Por exemplo, se 

tt = (1 + a?,) (1 + a;a) 

e 

4 xx + x3 = 1 , 

o ponto óptimo que se encontra é as* = 
= (— 1/4 ,2) que dá «* = 9/4. A solução 
é inaceitável sob o ponto de vista económico 
pois x\ = — 1/4 < 0 . 

Ora, pondo o problema sob a forma (') 

max w (a:) 

com as restrições 

px = M 

x^O 

a teoria atrás desenvolvida permite chegar 
à solução satisfatória. 

Notemos que as condições deKuiiíí-ToCKER 
para o problema de programação 

max/(as) 

com as restrições 

0(x) = 0 

a-SO 

Como se sabe, o problema fundamenta] na 
teoria matemática do consumo consiste em o (t) Tomou-so p = [pij>j p„] -
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reduzem-se a " 

Vf&)-lV G{x)^0 

[f(x)-TVG(x)]x = O, 

com X sem restrição de sinal ( !) . 
Para o caso presente é 

TÍ / 

(?(®) = 2 PiXj — M ^ O 
J-1 

e portanto vem 

\àxj/T 

z m x - ^ o -
A interpretação económica de A ê aqni 

d u* (utilidade marginal da moeda ou, mais 
dM 

propriamente, utilidade marginal do rendi-
mento). As condiçóes de K U H N - T U C K E R esta-
belecem então que, sendo x a solução maxi-
mizante, 

(!) O problema equivale a maximizar / (x) com 
as restrições 

G («)g0 
-

c c ^ O . 

Então, com X j ^ O e as condições de KUHM-
- T U C K E E reduzem-se a 

v/í») + 
[V/t«)—"M V S W + í i V O ( ã j ] õ = 0 

ou, simplesmente, 

V / W - Í V G W S 0 
[V / (®) — ® ( ® ) 3 » — O , 

com X. = Xj — Xj sem restrição de sinal. 

1. 
( à xj\j 

PJ 

isto é, a utilidade marginal ponderada 
do J-ésimo bem é inferior on igual à 
utilidade marginal da moeda. 

2. ( d Xj X i 
pj<. X => Xj=0 

isto é, sendo a utilidade marginal pon-
derada do ^'-ésimo bem inferior à uti-
lidade marginal da moeda, o J-ésimo 
bem não ó consumido. 

Sendo j\ , os bens consumidos, 
tem-se então 

/ òu \ / du \ / 
\ j «h h = \dxjjx = > = \ dxjj* 

Fh Ph PJ. 

e para os bens não consumidos é 

\àxj / Í / S * -

Para a função de utilidade 

com 
4 xx + x2 — 1 , 

as condições de K U H N - T U C K E R fornecem a 
solução óptima ÍE=(0 ,1) para a qual se tem 
o conjunto de valores 

/ Í 2 L \ 2, = 1 , 
V à / (ü, 1) 

que satisfazem às proposições enunciadas: 

(JÜL\ / i = i = x 

4 = 1 / 2 < X . 
\àXi 7(0,1); 

file:///dxjjz


28 G A Z E T A D E M A T E M A T I C A 28 

O problema fundamental da teoria mate-
mática da produção também pode agora ser 
formalizado com maior rigor : 

Maximizar a função de produção f(x) 

com a restrição de custo 

px = C 
e 

Os resultados são formalmente idênticos 
aos que se obtiveram para a teoria do con-
sumo. O multiplicador 1 6 agora 

que é o inverso do custo marginal. 

5. Programação quadrática 

Sob o ponto de vista da existência de algo-
ritmos eficientes para a pesquisa da solução 
óptima, o caso especial da programação qua-
drática reveste-se do especial interesse e por 
isso será aqui discutido. 

Todos os vectores-filas considerados nesta 
secção são tomados como vectores colunas, 
excluindo o gradiente de f(x) que, tal como 
anteriormente, será o vector-linha 

r i / i f i 
àx„ J 

Entende-se por programação quadrática o 
problema que consiste em maximizar a função 
côncava 

f(x) = cT x — xT A x 

sujeita às restrições lineares 

Bx^b 

x^O 

onde A é matriz simétrica de ordem n semi-
definida positiva, B ó matriz m x w , 

itr i ir i : ; ] 
t 

Aliás o problema pode formular-se de três 
maneiras diferentes : 

1} max a r ^ J A « ã O l 

2) max \f(x):Bx = b a ;>0| 

3) maxj/ (a;) :Z?a;^ÒJ. 

Em 2) as inequações transformaram-se em 
equações mediante a introdução de variáveis 
auxiliares e em 3) as restrições x j ^ O (se 
existem) foram integradas no sistema de res-
trições A x ^ b . 

Como se disse no n.° 1, não existem actual-
mente algoritmos eficientes para a pesquisa 
da solução óptima de um programa matemá-
tico geral. Os melhores métodos de cálculo 
conhecidos até hoje são os que permitem 
resolver um programa quadrático. Alguns 
deles serão expostos seguidamente. 

5.1. Método de Wo l fe 

O método que se vai descrever é também 
conhecido por método do simplex para a pro-
gramação quadrática e apoia-se nas condições 
d e KUHN T U C K E R . 

Adoptando a formulação 

max / (#) = cr x — xT A x 

com as restrições 

Bx=b 
í t > 0 , 

as condições de K U H N - T U C I Í E R garantem 
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que x é solução óptima sse existe y 
= V" y\ | não sujeito à condição de não-

L^m J 
-negatividade, tal que 

Vf(x)—yTVG(x)^ 0 (G(x)=Bx-b = 0) 

ou, fazendo 

com 

LU 
cT—2xT A — yTB vT 

— vT x — 0 

que se pode escrever ainda na forma 

2 Ax + BT y — v = c 

vTx = 0. 

O problema de programação quadrática 
pode pois resolver-se, procurando a i O e 
v > 0 que satisfaçam às restrições 

2 Ax + BT y — v - c 
Bx = b 

vTx = 0 . 

Escrevamos 

D x + E\t\ = & 
2 Ax + BTy — v + E2z2 = c 

onde zj é vector com m componentes e z2 

é vector com n componentes- As matrizes 
Et e E2 são matrizes diagonais cujos ele-
mentos principais são ± 1 por forma que 
todas as componentes de zt e z2 sejam 
não-negativas quando x = y = v = 0 . Utili-
za-se depois o método do simplex para mini-

mizar a soma das componentes de zf mais a 
soma das componentes de z2 ( s e houver 
solução óptima para o programa quadrático, 
esse mínimo ó zero) com as restrições x>0, 
t ' 5 0 , 2] a O , > 0 e com uma regra adi-
cional : para = se xj está na 
base não se admite Vj; se Vj está na base 
não se admite Xj. Se existe solução óptima, 
as componentes de x da solução {se existe) 
resolvem o problema de programação qua-
drática. 

E X E M P L O 5 , 1 . Maximizar f(x) — 4 + 

+ 2x 2 — x^ — a| com as restrições 

x t - f a - 3 = 2 
a-, ^ 0 , a ; 2 > 0 . 

Neste caso, tem-se 

e portanto 

[1 1] + 

[o ;][;]+,[í ]"-[;]* •K aci-m-
isto é, 

xt + x2 + zu = 2 
2 « i + — « i + «ai = 4 

2 x2 + yx —• v2 + z23 = 2 
+ '"ja;^ 0 . 

A função-objectivo que deve ser minimi-
zada é zn + z2i + zn 
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com as restriçCes apresentadas e ^ S O , 
^ £ 0 , v ^ O , « 3 ^ 0 , 2 „ > 0 , * a i > 0 , 
Z22Ü0 e j i sem restrição de sinal. Pondo 

= tij — W2 ( « i £ 0 , VJJSÍO), o programa 
linear a resolver consiste em 

minimizar Z\\ + + 

(maximizar — — z2i — ?aa) 

com as restriçOes 

+ 2 , 1 = 2 

2^ , —w2—t?! + z2I = 4 
2 ^ 2 + « ! — « g — r a +Z22 = 2 

t), ai|4-í72a'2 = 0 
f f i ã O , M j â O , « 3 > 0 , i ? i £ 0 , 

z i i ^ O , ^ 2 2 ^ 0 . 

Tomando a matriz 

Zí, D2 D5 Dt Ds De D, Dg D9 

D= [1 1 0 0 O 0 1 0 0 " ] 

2 0 1 — 1 — 1 0 0 1 0 

0 2 1 - 1 0 - 1 O 0 l j 

obtém-se facilmente a solução básica inicial 
g u = 2 , z21 = 4 , Z22 = 2 e o primeiro 
quadro do simplex ó 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base Ci 0 0 0 0 0 0 -1 - ] - 1 

d7 - 1 2 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

D> - 1 4 2 0 1 - 1 0 0 1 0 

+-D* -1 2 0 m 1 - 1 0 - 1 0 0 1 

-8 - 3 - 3 - 2 2 1 1 - 1 - 1 -1 

CJ-BJ 3 3 
Î 

2 - 2 - 1 - 1 0 0 0 

o I 2 3 4 6 G 7 8 9 

Base ei 0 0 0 0 0 0 - 1 - 1 - 1 

- 1 1 y j o -1/2 1/2 0 1/2 1 0 -1 /2 

Ds -1 4 2 0 1 - 1 -1 0 0 1 0 

Di 0 1 0 1 1/3 -1 /2 0 -1 /2 0 0 1/2 

*! - 5 - 3 0 - í / 2 1/2 1 -1 /2 - 1 - l 1/2 

3 0 
t 

1/2 -1 /2 - 1 1/2 0 0 -3/2 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base Ci 0 0 0 0 0 0 - 1 - 1 -1 

A 0 1 1 0 -1/2 1/2 0 1/2 1 0 -1 /2 

•t-A - 1 2 0 0 EU - 2 - 1 - 1 - 2 1 1 

Dt 0 1 0 1 1/2 -1 /2 0 -1 /2 0 0 1/2 

- 2 0 0 - 2 2 1 1 2 - 1 

Cf-m, 0 0 2 - 2 - 1 
t 

- 1 - 3 0 0 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base «i 0 0 0 0 0 0 - 1 - 1 -1 

Dt 0 3/2 1 0 0 0 -1/4 1/4 1/2 í /4 1/4 

Ds 0 1 0 0 1 - 1 -1 /2 --1/2 - 1 1/2 1/2 

0 1/2 0 1 0 0 1/4 --1/4 1/2 -1 /4 1/4 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 - 1 - 1 - 1 

OB restantes quadros derivam-se da ma-
neira habitual : 

Atingiu-se o mínimo de ztJ 4- z2i + zg2 e 
portanto o máximo da f u n ç ã o - o b j e c t i v o 
obtém-se para a, = 3 /2 , a*2 = 1/2. 

5. 2 Método de Fronk e Wol fe 

Sabe-se que para o problema de progra-
mação quadrática as condiçOes de KUHN-
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TUCKER são necessárias E suficientes para a 
existência de óptimo. 

De acordo com a demonstração do teorema I 
do n.° 3, x ó solução do problema de pro-
gramação quadrática sse 

Vf(x)x — max j V / ( í c ) w : i o è O A i í « í S i | 

onde 
MI = 

PT L.W» J 

O teorema da dualidade da programação 
linear justifica que max JV_F (;R) to : wlji 0 /\ 
/\Bw^b\ = min JuTb : u > 0 f\uT B ^ V / ( » ) 
onde u = f~«i . Então a condição neces-m 
sária e suficiente para que x seja solução 
óptima é que 

m a x ( V / ( ^ ) x — u T f > : u ^ O A u T B > V/(ã?)|=0 

porque 
V / { x ) x — min uTb = 0 

e 

Vf(x)x—min u r ô = m a x [ V f ( x ) x — uTb j. 

Seja 
F(x$u)=.Vf(x)x — uTb 

— 2xTA)x-uTb 
= cT x — ur b — 2 xT A x . 

Em virtude do exposto, é fácil concluir que 
x ó solução óptima do problema de progra-
mação quadrática sse existe u tal que 

x^0,ü>0, Bx^b, Vf(x)^uTB, 

F{x,v) — 0. 

O problema equivale pois a maximizar 
F (x ,u) (cujo máximo ó zero) sujeita às 

restrições apresentadas O algoritmo de FKASK 
e WOLFE utiliza o método do simplex da pro-
gramação linear. Introduzindo variáveis auxi 
liares v = r^r o y = l~Vi , p o d e - s e r » i i © v = r ^ i 

L Vm J L ̂m J ffm 

reformular o problema do modo seguinte : 

Dadas as restrições 

x^O, « â O , t ' â 0 , y S 0 
B x + y = b 

2Ax + BTu - v = c 

vT x + uT y = 0, 

maximizar 

F(x,u) = cTx - uTb — 2xT Ax = 
= — vT x — uTy . 

O va lor m á x i m o é zero , se existir Bolnção 
óptima para o programa quadrático . 

As fases do algoritmo de FEANK e WOLFE 
são as seguintes : 

1. Constrói-se a equação 

com 

D = f b 0 1 
L2A BT 0 - i j 

x 
u 

y 
V 

2. Escolhe-se nma solução admissível bá-
sica inicial como no método do sim-
plex. 

3. Exprime-se d e todas as colunas de 
D em termos da base escolhida. 
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4, Seja w\ o vector constituído pelos 
coeficientes da combinação linear de 
d em termos dos vectores da base. 
Utilizando os coeficíeDtes de tt'* nas 
posições indicadas pelos índices dos 
vectores da base e zeros nos outros 

lugares, obteoba-se tr, = 

5. Calcula-se vT x + uT y. 

u 

y 
v 

a) Se vTx+uTy = 0, o algoritmo 
termina. 

b) Se vT x + uT y ^tO , o algoritmo 
procede de acordo com as fases 
seguintes, 

6. Seja V F(w) o gradiente de F to-
mando as derivadas parciais de F em 
relação às componentes de w , na 
ordem em que aparecem em tu , 

1. Calcula-se V ̂ (t^i) e usa se T f ( w , ) 
como vector dos coeficientes de custo 
no método do simplex para obter a 
nova base. 

8. Obtém-se w2 a partir do vector d ex-
presso como combinação linear da 
nova base. 

9. Calcula-se F(w2) =• vr x -+ uTy . 
St 

a) Se vT x 4- uTy = 0 , o algoritmo 
termina. 

b) Se vTx + uTy , e 
c) Se vT x + uTy não decresceu em 

relação à fase 5, determine-se X 
tal que ^(«Jj — ^flpj+ifwj—u>|)] 
( O S ^ ã t) é minimizada. Obtém-se 
assim o novo w para o qual V F 
é calculado, achando-se os coefi-
cientes de custo. Quando c) está 
completada volta-se à fase 5. 

E X E M P L O 5 . 2 , Maximizar f{x) = 4xt + 
+ (ia*a— x^—Bx^ com as restrições * 

a:, -f- 2 x 2 ^ 4 
ar, S 0 , a"2 > 0 . 

Para este problema ó 

a - [ 1 b - U » - M . - [ i ] 

D w 

D i D2 Ds Di D, De 

" 1 2 0 1 0 0 
2 0 1 0 — 1 0 
0 6 2 0 0 — 1 

ar, 
x2 

u 
y 
« i 
v2 

Tomemos, por exeibpJo, a base inicial Ds, 
e Dg e exprimam-se os restantes vecto-

res de D como combinações lineares destes. 
Como 

ro i o i 
[D5 D, De]-1 = 1 0 0 • 

Lo 2 - l j 
I 

vêm os coeficientes seguintes 

d = [Da Di De] '[iH;] • 
Dtt[D5 Dt De]-

D2:[DZ Dt Dey 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 33 

Da'.[DtDi D5] 

D, 

•R]-[j] 
Pode pois construir-se o quadro 

tri 1 2 3 4 5 6 

Ds 4 2 0 1 0 - 1 0 

Da 4 1 2 0 1 0 0 

Dc 2 4 - 6 0 0 - 2 1 h 
Notemos qne se obtém tt*i exprimindo d 

como c o m p o s i ç ã o linear dos vectores da 
base. Tem-se F (wi) => (—vT x— tt ry)„, = 

[0 2]J^0j - [4][4] = — 16 e portanto 

temos de calcular V F(tfíj)- Ora neste caso 
F (w) = — xt — v2 x2 — M| yi ® portanto 

à F 
à xi 

d F 
àxt 

dF 
d uí 

i — » i — O 

- v t 2 

' — yi = — 4 

òF 
dyi 
dF 
d vi 
d F 
à t'î 

— Mi = — 4 

— Xi = 0 

— Xi = 0 . 

Adoptando um quadro análogo ao que se 
utiliza no método do simplex para a progra-
mação linear, vem 

0 —2 —4 - 4 0 0 

Ds - 4 4 2 0 1 0 —1 0 

Di - 4 4 1 2 0 1 0 0 

--De 0 2 E — 6 0 0 - 2 1 

»1 - 1 2 — 8 - 4 —4 4 0 

12 6 0 0 - 4 0 

t 

Como a maior diferença positiva ó 12, 
isto indica que se deve introduzir na base o 
vector D^. Para determinar o vector que 
deve ser retirado calcula-se 

. / componente da solução básica tci 
\ correspondente componente positiva de 

} x . / 4 4 2 \ i / o i ~ min í — , — , — 1 = 1 / 2 

sÒ' 

e portanto o vector a retirar é D e . O novo 
quadro é 

«'2 1 2 3 4 5 6 

» 8 3 0 3 1 0 0 - 1 / 2 

Di 7/2 0 7/2 0 1 1/2 - 1 / 4 

Di 1/2 i —3/2 0 0 - 1 / 2 1/4 

IFJ« 
•1/2 

0 

3 
7/2 

0 l 
o > 

í " W = - [ 0 0 ] [ ^ ] - [ S ] [7/2] = — 21/2 

dF = 0 d F 
d xi 

= 0 
àyi 

dF 
d X2 

= 0 òF 
t) ri 

d F 
d 

= - 7 / 2 à F 
d Vi 

— 3 

= - 1 / 2 

= 0 . 

Tem-se agora o quadro 
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«OF 0 0 - 7 / 2 - 3 - 1 / 2 0 

—7/2 3 0 DO 1 0 0 - 1 / 2 

Dt - 3 7/2 0 7/2 0 1 1/2 - 1 / 4 

Di 0 1/2 1 - 3 / 2 0 0 - 1 / 2 1/4 

0 —21 —7/2 - 3 - 3 / 2 5/2 

F — 3 0 21 0 0 2 —5/2 

t 
O vector a introduzir na base é e o 

vector a retirar é D 5 ou D t . Admita-se 
que ó X)5. O novo quadro obtém-se facil-
mente : 

WS 1 2 3 4 5 6 

D, 1 0 1 1/3 0 0 - 1 / 6 

Di 0 0 0 — 7/6 1 1/2 1/3 

Di 2 1 0 1/2 0 - 1 / 2 0 

~ 2~ • ~ 2~ 
U 

1 1 
0 u 

0 y 

0 1 
_ 0 _ í » _ 0 _ f 

i > > 3 ) = - [ 0 0 ] | ^ j - [ 0 ] [ 0 ] = 0 

Logo, atingiu-se a solução optímizante dada 
por 2I = 2 e x% = 1 . 

5. 3. Métode de Beale 

O método de BEALE para resolver um pro-
blema de programação quadrática não utiliza 
explicitamente as condições de KUHN-TUCKER. 

Consideremos o problema de minimizar a 
função convexa 

f{x)~a + cTx + xTAx (a. constante) 

com as restrições lineares 

Bx = b 

x^LO. 

É fácil ver que f ( x ) se pode escrever na 
forma 

f(se)—a + 2 cjxj + -4- 2 
j . i 3 J = i 

O método de BEALE, que se descreve se-
guidamente de modo intuitivo, apresenta 
muitas semelhanças com o método do simples 
para a programação linear, O processo para 
achar uma solução admissível básica é o 
mesmo porque as restrições são lineares. 
Suponhamos determinada uma solução admis-
sível básica não-degenerada (m variáveis 
básicas positivas e n — m variáveis não-
-básicas nulas). Como mais adiante são intro-
duzidas novas variáveis não-básicas uk> que 
não são x, designemos por zk uma variá-
vel não-básica. 

O processo começa por incrementar uma 
das variáveis não-básicas até que um dos 
três casos seguintes se dê: 

1. A função f começa a crescer. Isto 
acontece se dfjdzk se torna nula e 
depois positiva, onde zk é a variável 
não-básica para a qual | dfj d zk |, entre 
todas as òfjdzk-<L0, tem o maior valor 
no ponto inicial. Ê claro que, na di-
recção de Zk, f decresce mais rapida-
mente e portanto a variação ao longo 
de zk conduz mais rapidamente ao 
min f . 

2. Uma das restrições é violada quando 
zk cresce. 

3. Quando zk cresce, uma das variáveis 
básicas, que originalmente tinha um 
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valor positivo, torna-se negativa, vio-
lando a condição Esta con-
dição é essencialmente a mesma que (2). 

Consoante o caso, introduz-se um novo 
conjunto de variáveis não-básicas, segundo 
um processo que se descreve adiante. Prosse-
guindo deste modo, atinge-se um ponto onde 
nenhuma variação posterior do valor de uma 
variável não-básica produz decrescimento do 
valor de f . Como f è convexa, o mínimo 
absoluto é atingido. 

Seja Xi uma variável básica e Zj uma 
variável não-básica. Então, nsando as res-
trições lineares, pode escrever-se 

n—m 
1) ic, B= oci0+ 2 " i j (» = 1 , 2 , ,n») 

J - 1 

onde Zj = x m + j . A função f também se pode 
exprimir em termos das variáveis xj de 
acordo com as expressões 1): 

n —TB n — j.i 

2) 2 2 

onde z0 = 1 e são variáveis não-
-bás i cas . Se d f / d Z k < 0 para algum 
k (/c = 1 — m) t então um pequeno 
aumento de zk com 2* = 0 (i=f=k) redu-
zirá f . É claro que é conveniente aumentar 
zk até que (1) algum x„ se anule e decresça 
para valores negativos ou (2) dfjdXk se 
anule e passe a tomar valores positivos. No 
caso (1), o conjunto de variáveis não-básicas 
é mudado, substituindo xk por zk, e expri-
me-se f em termos das novas variáveis não-
-básicas; no caso (2), como dfjdzk é uma 
função linear dos Sj, introdnz-se 

como variável não-básica. Esta variável uk 

é semelhante a qualquer outra variável não-

-básica; a diferença reside em que uk pode 
tomar valores positivos e negativos (por esse 
facto é uk uma variável livre). 

Enfim, as fases do algoritmo são as se-
guintes ; 

Fase 1 — Acha-se uma solução admissível 
básica. 

Fase 2 — Exprime-se f em termos das 
variáveis não-básicas. 

Fase 3 — Calcula-se 

dfj ÒZk (& = 1, " •,)!-)») 

e escolhe-se zk por forma que 
\dfjòzk | é o maior entre todos 
os k para os quais òfjdzk<_ 0. 

Fase 4 — Deram-se três condições para o 
acréscimo de zk que vão ser 
agora aplicadas. Resolve-se em 
ordem a zk a equação dfjd zk = 0 , 
que é linear em zk e portanto 
conduz a um só valor de z*, 
mantendo nulas as outras variá-
veis não-básicas. llesolve-se tam-
bém em ordem a zk cada uma 
das equações 

n-m 
3) Xí = *Ío + 2 

i -1 

onde 

e 
a ? i = 0 . 

Comparam-se os diferentes valo-
res de zk obtidos destes cálculos. 
Seja sk, o menor de todos. 
Segue-se a Fase 5a se zkt não 
se obtém das equações 3) ; caso 
contrário segue-se a Fase 5b, 

1 d f Fase 5a—Põe-se u k = '— e resolve-se 
2 d zk 

em ordem a zk (esta expressão 
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é linear em Zk) • Substitui-se de-
pois Zk por essa expressão. No-
te-se que nesta fase — 0 por-
que d f jòzk = 0 . 

Fase 5b — Tendo-se determinado Zks como 
o menor dos valores correspon-
dentes a uma certa equação em 
3), substitui-se Zk em / pelo x t 

nessa equação e obtém-se uma 
nova expressão para / nas va-
riáveis não-básicas. Note-se que, 
nesta fase, z% é básica e igual a 
— « ; o / • 

Fase 6 — Calcula-se df/dz^, onde Sk é 
qualquer variável não -bás i ca . 
Calcula-se \df!d^k\ para todos 
os zk tais que d f / d z k < . 0 ou 
Zk =* Mi • 

Distmguem-se dois casos: 

Caso 1. Se \df!dzk\ ê máximo para 
2k = tik, então w* deve decres-
cer ou crescer consoante òf/d «i 
é positiva ou negativa e segue-se 
a fase 5 usando a nova solução 
admissível com o mínimo valor 
de Zk acabado de calcular. 

Caso 2. Se z* não é vt, então retoma-se 
a fase 4. O algoritmo termina 
quando a variação de qualquer 
variável não-básica já não pro-
duz uma diminuição do valor d e / . 

EXKMPLO 5. 3. 

minimizar / = x^ 4- — 4 a?, — 2 x2 + 5 

com as restrições 

xl+xs^2 

Tomando a variável auxiliar x 3 > 0 , a 
desigualdade transforma-se na equação + 

4- x2 + = 2 . Uma solução básica ime-
diata ó a;1=a?2 = 0 , 0-5 = 2 . Tem-se 

àf 
òxi 

èf 

= 2a?i — 4 

xs = 2 — xí — x2 

( J L ) 
\ è a-i / I l = 0 

*i=2 

d X2 
,2x2-2 ( M . ) = - 2 

\àx2 JXl=o 

e portanto deve ser aumentada a variável 
não básica x i . 

Tomando x5 = 2 — xi — x2, vem 0 = 2 — 
d f — xi ou a:i = 2 ; de —=í—=0 vem também 
d xi 

x i ~ 2 . Como os valores são iguais, tome-se, 
por exemplo, a equação = 2 — — x z 

que, resolvida em ordem a xi (nova variá-
vel básica), dá 

OOi = 2 — x2 — xz 

e proçeda-se à substituição em / . Vem 

/= 2a%+xl + 2x2xò-2x2 + l . 

Tem-se agora 

àf 
ò x 2 

àf 

= 4x2±2X5~2 

2Xs + 2X2 

\ÒX2/Xs„o 

( J f \ = 0 

e portanto deve-se aumentar x 2 . Como do 

xi = 2 — x2 — x$ 
vem 

ou 
0 = 2 - x2 — 0 , 

3-2 = 2 , 
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e de 

vem 

ou 

O 
àx 2 

4x2 + 0 - 2 = 0, 

a variável :e2 só poderá aumentar até 1/2. 
Fazendo 

«a = "V =2x2 + x5~l , 
2 t) íp3 

vem 

2 2 2 

Agora 

K,=0 

<í«3 
= a3 

Ui=0 

e portanto nenhuma variação em 0:3 ou w2 

produz decrescimento em f e alcançámos o 
mínimo. 

Portanto a solução minimizante ó x$ = 0 , 
x2 — 1/2 , xi = 3/2 e o mínimo é f = 1/2 . 

ó. Programação côncava geral 

progressos se têm feito no que se refere à 
pesquisa de algoritmos eficientes para resol-
ver o problema geral da programação mate-
mática mas, no caso especial da programação 
côncava, existem já alguns processos, na 
maior parte iterativos, para a pesquisa da 
solução óptima. 

Quando as funções gi(x) são convexas, 
o teorema XII do n.° 2 ensina que o con-
junto admissível é convexo. Esta propriedade 
e a concavidade de f ( x ) implicam que qual-
quer óptimo local é também óptimo absoluto 
(teorema III do n.° 2). Logo, em vez de pro-
curar e comparar um grande número (possi-
velmente infinito) de óptimos locais, ó apenas 
necessário encontrar um óptimo local pois 
este será necessariamente óptimo absoluto. 

Grande número de algoritmos apoia-se no 
gradiente V/(ar) da função-objectivo e são 
por isso mesmo chamados métodos do gra-
diente. Eles aproveitam o facto de a direcção 
de V f(x) ser a direcção de máximo cresci-
mento de f(x) para, a partir de um ponto 
arbitrário pertencente ao conjunto admissível, 
gerarem uma sucessão de pontos convergente 
para a solução óptima. 

Comparando os diferentes métodos do gra-
diente, verifica-se que eles possuem certas 
semelhanças. Se, por exemplo, o problema 
consiste em maximizar a função côncava 
f(x) sujeita às restrições lineares 

Ai x £ bi, 

consideremos um ponto arbitrário x° (inte-
rior ou fronteiro) pertencente ao conjunto 
admissível (jl^aí0 ^ . Para passar do ponto 
xl ao ponto ÍC*+1 determina-se uma direcção 
s*1 em xh tal que, para um pequeno A > 0 , 

Como já se disse no n.° 3, o problema da 
programação côncava (*) consiste em maxi-
mizar a função côncava f(x), supondo que 
todas as funções são convexas. Poucos 

(I) Alguns autores chamam-lhe programação con-
vexa. De facto ela também ae pode definir coma a 
minimização de uma função convexa, supondo que 
as fuBçõee (» ) «5o convexas. 
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+ pertence ainda ao conjunto admissí-
vel. Para isso é necessário e suficiente que 

Ai3*^0 para todo o i com = 

A direcção diz-se admissível, A função 
f(x) tem de aumentar ao longo de xk + As4 

e portanto deverá obedecer à condição 

V / O » ) s" > 0 . 

Toda a direcção s* que satisfaz a esta 
desigualdade diz-se utilizável. Os diferentes 
métodos dão regras para determinar sk de 
entre o conjunto de todas as direcções s 
admissíveis e utilizáveis em xk. Achada a 
direcção sk mais favorável, o cálculo de 
faz-se sempre da mesma maneira para todos 
os métodos. Determina-se o valor A' para o 
qual x* + V s" não pertence ao conjunto 
admissível, assim como o valor A" para o 
qual f{x) é óptimo sobre a^-}"*3*- Então 
At é dado por 

A»=min (A', A") 
e vem 

Entre os métodos do gradiente figuram os 
d e F R I S C H , R O S E S e Z O U T E N D I J K . 

Método recente muito promissor deve-se 
a C . W . C A R K O L . Aperfeiçoado por F I A C C O 
e M C C O R M I C K , é vulgarmente conhecido por 
método sequencial ou método S UMT («sequen-
tíal unconstrained minimization technique»). 

Consideremos o problema de minimizar a 
função convexa f(x) sujeita às restrições 
<7í(íc)>0 (t= 1 , 2 j •»>,»> + n) que incluem 
as condições de não-negatividade x>0. 
Admite-se que as funções gi(x) são côncavas. 

O processo iterativo socorre-se da função 
tn -J 

P ( « ; r ) = / W + r 2 —7"T 
Í = 1 í í W 

onde r > 0 ó um parâmetro perturbador. 

A função P (x; r) deve ser minimizada 
para diferentes valores de r sujeita às res-
trições gí(x)'>0 . Notando que l/<r;(a?) tende 
para + 0 0 quando Çi (a?) -+ -f- 0 , ó evidente 
que o ponto x* que miniminiza P(x',r) 
satisfaz a gi(x*)> 0 £t*= 1 , 2 , •• •, m 4- n). 
Logo o termo 

m-J-n 1 

i_= 1 

impede que x* seja ponto fronteiro do con-
junto admissível. Este facto é importantíssimo 
pois reduz o problema da minimização de 
P(x;r), sujeita às restrições 
à pesquisa de um minimizante interior, o que 
é muito mais fácil. Ê claro que ainda pode 
ser difícil resolver este último problema e 
usualmente é necessário utilizar um método 
de aproximações sucessivas mas pelo menos 
0 problema pode ser resolvido pelos métodos 
clássicos. 

O objectivo último do método sequencial 
é achar uma solução admissível que minimize 
f ( x ) . Ora não ó difícil mostrar que 

/ • lim min P ( x ; r*) = min/(a:) = v 0 . 
r̂ .cO E íc 

Note-se que, sendo g{x) côncava, então 
1 jg[x) ó convexa para todo o x tal que 
g (x) > 0 . Logo, para r fixo, P ( x ; r) possui 
um único minimo em relação a x . Também 
é claro que, para ra<rb, 

min P (x; ra) < min P (x; rb). 
X X 

Para provar o teorema basta mostrar que 

v e > 0 , 3 & 0 : k > k 0 = > | m i n r 0 l < * . 
X 

Ora, sendo v0 = min / (a?) , tem-se 
as 

f m < v0 + í/2 
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para x suficientemente vizinho do minimi-
zante. Se ac* satisfaz a esta condição, esco-
lha-se ri,, tal que 

rK < e / 2 (m + n) . 
min gi (se*) 

£ 

Então, para k > kQ, vem 

min P(x; r*) < min P [x; rki) <»0 + 

S 6 
+ V + ~õ~ = + s 

+ 1)3 ' 
d xi (a?! l)2 

dP 
d x 2 

_ 1 -
xí 

A solução minimizante de P(xi,x2;r) 
obtóm-se facilmente neste caso. Trata-se de 
a?i = V / x 2 ~ [ / r . Quando r-+0, vera 
a solução optimizante a?i = l , x 2 = 0 já 
encontrada anteriormente por meio das con-
dições de K O H N - T U C K E B (Exemplo 3. 1 ) . 

e também é verdade que 

min P (x; r*) > v0 — e BIBLIOGRAFIA 

porque rt 2 > 0 . Está pois comple-
i fift(*) 

tada a demonstração. 
Na prática, começa-se por determinar o 

ponto x que minimiza P(a ; ; r 0 ) para um 
pequeno valor de ra prèviamente escolhido. 
Para isso basta resolver o sistema de equações 

dP 
ÒXj 

— 0 ( j == 1 , . . . , rt) . 

Toma-se depois r j < r0 e determina-se 
novamente o mínimo de P (as; r , ) . Repete-se 
este processo para valores sucessivamente 
mais pequenos de r até se obter uma su-
cessão de pontos que justifique a extrapolação 
para a solução óptima. 

E X E M P L O 6. 1. Resolver o problema 3. 1 
utilizando o método sequencial. 

Tem-se 

+ 1 ) 5 +* 2 + 

+ r . r 
ï — r ~zr Xi — 1 
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