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Aspectos fundamenteis da feor/a gera/ 
da programação mafemaf/ca 

por Fernando de Jesus 

1. Introdução 

Designando por x = (a:,, • •., ar„) um ponto 
ou vector { ') do espaço euclideano R*, seja 
/ : D -* R . O problema geral da pro-
gramação matemática consiste em optimizar 
a função-objectivo (ou função-critério) f(x) 
sujeita às restriçOes (» = ! ,•••, m) 
o arSíO. Em alguns problemas de progra-
mação matemática podem estar ausentes todas 
ou parte das restriçOes x j ( J = 1 , • *•, JI) 
mas, como toda a variável livre pode consi-
derar-se diferença de duas variáveis não-ne-
gativas, tais problemas podem reduzir-se à 
à forma geral apresentada; reciprocamente, 
se as variáveis são não-negativas, o programa 
pode apresentar-se na forma seguinte: opti-
mizar / (a ; ) com as restrições ^£0, su-
pondo que estas inc luem as inequaçOes 
— £0 (J — •••)")• 

Caso especial importante e já estudado 
desenvolvidamente è o da programação linear 
em que f { x ) é função linear e gt(x) é linear 
afim, isto é, 

n n 
/(«) — 2 eJxJ 6 9i(x) = 2 *tJÕi—h* 

j-1 

Se a função f ( x ) ou alguma das funçOea 
3i(a!) não assumir a forma indicada, o pro-
blema de programação diz-se não-linear. 

Ao contrário do que acontece na progra-
mação linear cujo estudo está muito avan-
çado, dispondo-se de algoritmos eficientes 
para a pesquisa do óptimo da função-objec-
tivo, os progressos na teoria dos programas 
não-lineares têm sido mais modestos, podendo 
dizer-se que não liá ainda métodos gerais efi-
cientes para resolver todos os ttpos.de pro-
gramas não-lineares. 

A classe de programas não-lineares que 
tem sido estudada com maior desenvolvi-
mento é constituída pelos problemas em que 
a função-objectivo é não-linear e gt (#) são 
lineares afins. Entre estes, há dois casos 
especiais que interessa referir. No primeiro, 
a função-objectivo ó separáve l , isto ó, 

n 
f(x) ™ fi fe) > 110 segundo, a função-

J-i 
-objectivo pode escrever-se como soma de 
uma forma linear com uma forma quadrática: 

( ' ) Quando for considerado vector, x designará 
sempre um vector-coluna. 
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/(») = 2 CJXJ + 2 2 djtXjXk. Este último 
i—1 1 * - l 

è conhecido por problema da programação 
quadrática. 

Outra classe de programas não-lineares 
que apresenta grande interesse na prática é 
constituída pelos programas lineares onde 
se impõe a restrição adicional de que algu-
mas ou todas as variáveis só podem tomar 
valores inteiros. A maior parte dos autores 
continua a chamar a estes problemas pro-
gramas lineares em números inteiros, quando 
todas as variáveis só tomam valores inteiros, 
e programas lineares mistos quando só algu-
mas variáveis tomam valores inteiros. 

Os programas matemáticos aparecem fre-
quentemente em estudos no âmbito de várias 
disciplinas. Em particular, podem snrgir em 
economia matemática, econometria, estatística 
e investigação operacional. A titulo exempli-
ficativo, consideramos seguidamente alguns 
problemas que se podem formalizar por meio 
de um programa não-linear. 

E X E M P L O 1. 1. Admitamos que um mono-
polista deseja maximizar o seu rendimento. 
O preço de venda pL do t-ésimo produto 
depende da quantidade de todos os outros 
que são produzidos e suponhamos que 

• 

pi = bi — 2 a'J XJ ( * ' = l . j * " t » ) • 
j-i 

Substituindo estes valores na função-ren-
n 

dimento f ( x ) = 2 Pj xJt obtém-se uma fun-
J-1 

ção quadrática qne deverá ser maximizada, 
sujeita ás restrições x j ^ 0 (J = 1 , . . . , « ) e 
a certas restrições de capacidade. 

E X E M P L O 1 . 2. (Problema da escolha de 
uma carteira de títulos). Suponhamos que 
uma unidade económica deseja aplicar dada 
soma de numerário C na aquisição de títu-

los de rendimento. O objectivo a atingir pode 
ser o de maximizar o rendimento médio para 
uma variância fixada, ou o de minimizar a 
variância para um rendimento fixado. Se 
Xj(J =• 1 , • , j i ) é a quantia a ser investida 

no j-ësimo titulo, então 2 xj = C - O ren-
j— 1 

dimento total é 2 r j x j > 0 s e u valor médio é 
j-1 

n 
= 2 fV XJ 6 a s u a variância ó 

f-t 
n n 

2 2 a i j x ' x j > 
Í=I j-1 

onde [aij\ é a matriz das variâncias e cova-
riâncias das variáveis aleatórias rj de valor 
médio p j . O problema consiste então em 

n 
maximizar 2 K> xj sujeita às restrições 

/ - 1 

« n 
2 2 
i-1 J-1 

n 

(d constante), 2 x j = @ 0 ^ ' S O ; ou mini-

n n 
mizar 2 2 Xl XJ sujeita às restrições 

i - i >>l 
R Tl 

2 fJj Kj—u- (fi constante), 2 X j — C , x j ^ O , 
>=í 

E X E M P L O 1 . 3 . (Ajustamento linear com 
restrições). Consideremos o problema de ajus-
tar uma recta y = ax + b a um conjunto de 
dados observados ( x j , y j ) (J mm 1 ,••• , » ) e 
quo se impõem restrições aos coeficientes a 
e b. O problema pode tomar, por exemplo, 
a forma seguinte : achar a e b que minimizam 

JL 
a função / ( a , 6 ) = 2 \jU _ (axJ + Ô )P s u * 

/•= i 
jeita às restrições a £ 0 , 0 . 
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E X E M P L O 1 . 4 (Modelo não-linear de rela-
ções interindustriais). Admitamos que para 
cada um de n bens existe uma actividade de 
produção, uma actividade de importação e 
nma actividade de exportação- Sejam 

Xj = quantidade produzida do ^'-ésimo bem 
Mj = quantidade importada do ^'-ésimo bem 
Ej quantidade exportada do J-ésimo bem 

Os parâmetros do modelo são os seguintes: 

<Xij= coeficiente de produção para o í-ésimo 
bem utilizado na produção do J-ésimo 
(quantidade do i-ésiino bem utilizada 
na produção de uma unidade do ^'-ósimo 
bem) 

Wj = coeficiente de produção para o trabalho 
utilizado na produção do ^'-ésimo bem 

Cj = coeficiente de produção para o capital 
utilizado na produção do ^'-ésimo bem 

9f — preço unitário de importação do J-ésimo 
bem 

hj preço unitário de exportação do ^'-ésimo 
bem 

Yj = procura final do '̂-tisimo bem 
L = oferta de trabalho clisponível 
D = máximo défice admissível da balança 

comercial. 

T o d o s os parâmetros são considerados 
não-negativos. 

O problema de programação pode formu-
lar-se do modo seguinte : 

Minimizar o capital total necessário 

í—i 

satisfeitas as restrições 

Não-negatividade das v a r i á v e i s : A j i O , 
J C a o , & > a c f - i , — , « ) 

Produção : Xj -f- Mj — Ej — 2 X* ^ Tf 
* = I 

Balança comercial: 

D + 2 hjEj- 2 ffj3ij>0 
j=i 1 

n 
Oferta de trabalho: L — 2 i t y Z ^ O . 

j—l 

Duas hipóteses que também se admitem 
são as seguintes: 

n 
i) > 0 (í , j = 1, • - , n) , 2 «u < 1 

(J = 1 , , rt) (Propr iedades de 
L E O M T I E F ) . 

ii) hj = yj + pj Ef com y / > 0 , p; < 0 
( j = 1 » - * • * « ) . 

A primeira traduz que o «output» excede 
o «input» para todos os bens, condição neces-
sária para planos de produção eficientes ; a 
segunda hipótese admite-se frequentemente 
em economia: quanto maior for a quantidade 
exportada do j-ésimo bem, mais pequeno ó 
o rendimento por unidade. 

Em virtude de se ter hj = ~ / j $ E j , é 
evidente que a não-liuearidade do modelo re-
sulta da restrição referente à balança comer-
cial. 

Restringindo a atenção aos programas em 
que f { x ) e gi{x) são contínuas e diferen-
ciáveis até à ordem desejada, convém referir 
que uma das técnicas para abordar a resolu-
ção de um problema de programação mate-
mática consiste em adoptar a transformação 
em variáveis quadradas. Esta tem por objec-
tivo transformar as inequações em equações 
e portanto dar ao problema a forma de um 
problema de extremos condicionados por 
equações, suscept íve l de tratamento, por 
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exemplo, pelo clássico método dos multipli-
cadores de L A G R A N G E . 

Considerando o programa na forma 

optimizar / ( # ) 

com as restrições 

? i (aOãO ( i - 1 , . 
4 2 0 0' = 1 , 

, m ) 

• j « ) , 

introduzamos as variávéis quadradas 
Vj Ü = 1 > • •• > n ) © — 1 , ,m). O 
problema pode então reduzir-se à forma 

optimizar f ( x ) 

com as restrições 

= o 0 ' = i , . . . ) n ) . 

Em geral, este método clássico depara na 
prática com numerosas dificuldades que pro-
vêm, fundamentalmente, da necessidade de 
analisar grande número de soluções possíveis. 

É interessante estudar a aplicação do 
método proposto à resolução de um programa 
linear para ter ideia das dificuldades de ordem 
prática que surgem, mesmo no caso de estar 
presente a linearidade. 

Como se sabe, mediante a introdução de 
convenientes variáveis auxiliares, todo o pro-
grama linear se pode reduzir à forma 

* 
n 

maximizar f (x) 2 CJXJ 
J= i 

com as restrições 

n 

2 aUxJ = bt l* «=1 »•-•* J m) 
à—l 

0 { j ^ 1 f ••• i n -

utilizando variáveis quadradas 

VjU - 1 , - " , n ) 

o problema reduz-se a maximizar 
* n 

/ ( * ) — 2 c jxJ 
j-1 

com as restrições 
tt 

2 dijXj = bt ( í = l , ... ,m) 
Jm 1 

xj-yi = 0 ( / - I , . . . , « ) . 

O método dos multiplicadores de L A G R A N G E 
conduz à maximização da função lagrangeana 

1) 

- ± h ( ± KjXj-bÁ - 2 ^(xj-yj) 
I » L / J" I 

ou 

10 

n / m \ n 

+ 2 (CJ- 2 hau-!ÍJ\xj+ 2 ?jVl -
Jf-1 \ Í=1 / / - I 

As condições necessárias para o máximo 
de F(x, y , X , f*) são as seguintes : 

2) 

òF 

dF 
dyj ü - 1 . — » « ) 

a i ' — = — [ 2 «v® / — bi j — 0 
* \j~ i / 

( » 1 , . - . a m) 

- ( « / r t vf) - P 0 ' = i , * • • > « ) , 

-1 
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fàcilmente redutíveis a 

Cj — 2 — V-j (J = 1 ) ' • • J N ) 

Í™1 

2') fyXj = O O = 1 , . . . , li) 
n 

2 Bj (T = 1 , • •. , JW) . 

Observando que ,F(ar, y , à , f*) só possui 
máximo livre se f i ; ã O , então pode enun-
ciar-se a proposição seguinte : 

I. Se existem multiplicadores = A* e 
ftf = jj.* e variáveis Xj = ,rj 2 0, satisfazendo 
as condições 

m 
Cj - 2 = 

tf x* = 0 

n 

2 an x* = bi, 
j-1 

eníáo (a:* , - • • , a;*) é solução maxirrdzante do 
programa linear proposto. 

Considerando o sistema dual ^ não sujeito 
a restrições de sinal) 

cj — 2 fcoijâO ) 

tem-se (izj^O) 

Cj xj — 2 

2 C j X j - 2 2 ^ o 
J=1 jml I 

donde resulta 

3 ) 

Por outro lado, de acordo com o teorema I, 

2 cj a-jg 2 M i -
j - i 

2 2 « y « ? « = 2 ** 
—1 1 i - 1 

OU 

2 = 

donde vem 

4 ) 2 = 2 
i í - i 

Pode pois concluir-se, atendendo a 3) e 
4), quo 

II. Resolvendo o problema de programação 
linear pelo método dos multiplicadores de La-
grange, verifica-se que, existindo os multipli-
cadores X; (sem restrição de sinal), eles devem 
minimizar a função 

m 

2 bi h , 

satisfazendo as condições 
m 

c j — 2 ^ a>j = 

PjXJ = 0 . 

É evidente que se está de novo perante 
um problema de programação linear (pro-
grama dual). As condições 

( j •= l,".,n) 

conduzem a 2" casos possíveis pois ó neces-
sário considerar quer (ij = 0 quer x j = 0 -

74 

L • 
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Verificou-se pois que o método de resolução 
de um programa linear pelo método dos mul-
tiplicadores de Lagrange revela-se não-opera-
cional porque ê impossível na prática, quando 
n ê grande, considerar todos os 2n casos 
possíveis. 

O método de simplex para resolver um 
programa linear pode considerar-se como um 
processo sistemático para afastar a maior 
parte dos casos e considerar apenas um 
pequeno número. De facto, o método do 
simplex restringe o número de casos, consi-
derando sòmente aqueles em que n'— m das 
variáveis são nulas, onde o determinante da 
matriz dos coeficientes das m variáveis res-
tantes é não-nulo, e oode o valor bem defi-
nido destas m variáveis é positivo (caso de 
não-degenerescência). As condições pj x}=0 
indicam que = 0 para x j >• 0 e isso 
determina de uma maneira unívoca e os 
ftj restantes. Se todos os ^ não satisfazem 
à restrição põe-se a solução de parte 
e examina-se novo caso na iteração seguinte, 
etc. 

O interesse pelos problemas de progra-
gramação não-linear tem aumentado simulta-
neamente com o crescente interesse pela pro-
gramação linear. Em 1951, II . W . KCHN e 
A . W . TOCKER publicaram um importante 
artigo Nonlinear Programming onde estu-
daram condições necessárias e suficientes 
para a existência de soluções óptimas para 
problemas de programação e que constituíram 
ponto de partida para grande número de 
trabalhos sobre programação não - l inear . 
Generalizações desta memória inicial apare-
ceram feitas por vários autores nnm trabalho 
posterior intitulado Studies in linear and 
nonlinear programming, editado por K. J. 
A R R O W , L . H U R W I C Z e H . U Z A W A , e publi-
cado em 1958. 

Em 1954, A. CHAKKES e C . L E M K E publi-
blicaram um método de aproximação para 
resolver problemas de minimização de uma 
função separável sujeita a restrições lineares 
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quando cada uma das funções separáveis é 
convexa. Uma formulação alternativa deste 
problema foi dada por D A X T Z I Q em 1956. 
Esta técnica foi generalizada em 1963 por 
C . MILLER por forma a incluir restrições 
separáveis. A partir de 1955 apareceram 
numerosas contribuições nos domínios da 
programação quadrática. 

Pressupõe-se nesta exposição que o leitor 
conhece a teoria dos programas lineares e 
os métodos de optimização clássicos. O objec-
tivo deste trabalho consistirá em apresentar 
os aspectos fundamentais da teoria moderna 
dos programas matemáticos. 

2. Funções convexas e côncavas 

As noções de convexidade e concavidade 
de uma função desempenham papel relevante 
em várias partes da teoria dos programas 
matemáticos e por isso é conveniente referir 
aqui os conceitos e proposições fundamentais 
relativos às funções convexas e côncavas. 

Sendo diz-se que X é conjunto 
convexo sse, com D g B ^ l ® 6 = 1—ô } 

1) Vx,yeR'1 Qx + WyeX. 

Consideram-se convexos o conjunto vazio, 
o conjunto constituído por um só elemento e 
a totalidade de Rn . 

A função numérica f , definida no con-
junto convexo X, é convexa sse 

2) V * , y e X f i ? * + ÕlÍ)&()f {x) + Õ f ( y ) . 

Se em 2) tem lugar apenas a desigualdade 
em sentido restrito quando x=f=y e O < 0 < 1 , 
então f diz-se convexa em sentido restrito. 
Uma função f diz-se côncava (côncava em 
sentido restrito) sse — f ó convexa (convexa 
em sentido restrito). 
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E X E M P L O 2. 1. Chama-se função linear 
afim à função numérica do tipo g (a:) =>cx + x 
onde c e R" e a e R : é obviamente uma 
função simultaneamente convexa e côncava 
em R * . 

E X E M P L O 2. 2 . A forma quadrática g(x) = 
— xTAx semidefinida positiva (semi defini d a 
negativa) é função convexa (côncava) sobre 
Zí"; em particular, a forma quadrática defi-
nida positiva (definida negativa) é convexa 
(côncava) em sentido restrito. 

Com efeito, para a forma quadrática semi-
definida positiva, tomem-se dois pontos x e 
y e qualquer 6 ( O f i 0 < £ l ) . Então se 
x = 6 x + 0 y , tem-se 

xT Ax = (0 x +~$y)TA(6x + fTy) 

-yrAg + 2Q{x — jjfÂy + 
+ W(x-y)T A(x-y). 

Supondo xTAx^O paratodoo x, então, 
para O g í g l , 0 xT A 0» xT A x e pode 
escrever-se 

\ 

xT Ax^yT Ay + 2&(x — y)TAy + 

+ 9(x-V)*A(x-y) 

ou 

xTA$^yTAy + B(x- y)TAy + 
+ Q(x—y)TAx^QxT Ax + $yT A y 

Como consequência imediata da definição, 
ê possível mostrar qne 

I. Se as funções f j ( j — 1 ,•••,&) são 
convexas (côncavas) no conjunto convexo X 

k 
de R'1, então 2 h f j & também função con-

j= 1 
vexa (côncava) em X com 

Pode demonstrar-se também que 

7 

II. f é convexa em X sse [X,/] = 
™ [(a?, a) -f{x) ^ z\ é conjunto convexo de 

A condição é necessária. Com efeito, se 
f é convexa em X e se (x, z) e {x', aQ 
pertencem a [ X , / ] virá f(x)^Lz e f{x') 
Ê : ' e 

/ ( O x + Õ y ) ã 9 / (a r ) + "0 /0 *0 ^ O a + 0 z'. 

O ponto 

0 ( » , z) + Q(x', z') = (0 x + ô V , 0 a + Fa') 

pertencerá então a [ X , f ] o que prova a 
convexidade deste conjunto. 

A condição é suficiente. De facto, se [ A , / ] 
é convexo, com (x,f(x)) e ( y , / ( y ) ) per-
tencentes a vem 

+ 0 / ( í O ) e [ X , / ] 

e portanto 

f(Qx+ly)^Of(x)+lf(y). 

Analogamente se mostraria que 

II'. f é côncava em X ase [X,/] = 
>= \(x,z) z\ é conjunto convexo de 
Rn+1. 

Os teoremas II e II' utilizam-se muitas 
vezes para caracterizar as funçOes convexas 
e côncavas. Eis agora uma propriedade extre-
mamente importante para o estudo da pro-
gramação matemática: 

III. Se f é função convexa (côncava) no 
conjunto fechado X, então qualquer mínimo 
(máximo) relativo de f em X é também mínimo 
(máximo) absoluto sobre X. 

Suponhamos f convexa no conjunto fe-
chado X e admitamos que f assume um 
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mínimo relativo em oc°eX. Se f assume o 
mínimo absoluto em a;*, não se pode ter 
/(a;D) > / ( » * ) - De facto, se assim acontecesse, 
a convexidade de f permitiria escrever 

/(fl** + V ) £•/(•*) + If(afl) </(«•). 

Considerando qualquer com 

£ < | x* — ÍE° | 

e tomando 0 < 9 < tem-se 
J « * — X° | 

sc = Qxm + "0a:°e e f(x) <f(x»). 

Esta desigualdade contradiz a hipótese de f 
possuir mínimo relativo em a:D. 

A definição de convexidade e concavidade 
permite também mostrar facilmente que 

IV, O conjunto de ponto» de X onde a 
função convexa (côncava) f assume o seu mí-
nimo (máximo) absoluto è conjunto convexo; 
se o extremo absoluto é assumido em dois pontos 
distintos, então também é assumido numa infi-
nidade de pontos. 

O teorema ó óbvio se o extremo absoluto 
é assumido num só ponto. Suponhamos então 
que o mínimo absoluto da função convexa f 
Ó assumido em dois pontos distintos ÍC" e x*. 
Mostra-se tambóm que o mínimo ó assumido 
em qualquer ponto x «= 0 x1 -i- 0 x 2 . De facto, 

f ( x ) = / ( 0 x» + Õ**) ã 0 / ( « I ) + I / O 3 ) = 

e, como f ( x ) sSf(x*), ê evidente que f(x) = 

Y. Se f è convexa (côncava) em sentido 
restrito, então o mínimo (máximo) absoluto de 
f ê assumido num ponto único. 

Na definição de função convexa (côncava) 
não se exigiu que /(ar) fosse contínua ou 

diferencíável. Pode no entanto demonstrar-se 
que 

VI. Se f é convexa ou côricava em X e 
aí é limitada, então f è contínua no int X. 

Uma função f convexa ou côncava não ó 
necessariamente diferenciável. As funçOes 
convexas (côncavas) diferenciáveis podem ser 
caracterizadas pela proposição seguinte: 

VII. Se X é conjunto convexo aberto e f 
é diferenciável em X, então f é convexa 
(côncava) em X sse 

f(x) - f ( x » ) > ( £ ) V / ( « * ) (x - x*), 

onde V/(ar») = f - ^ - , • • •, . 
Látft cíaínj** 

Supondo f convexa em A', então, para 
0 < 0 ^ 1 f vem 

/ (0 x + Õ«*) £ e / (x) + ? / (x*) 

ou 

que se pode escrever ainda na forma 

/ w - j f r f s * » ) ] - / ( * « ) . 

Atendendo à diferenciabilidadef1) e fazendo 
tender 0 para zero, vem imediatamente o 
resultado. 

( ' ) Designemos por o; uma função de estalares ou 
vectores com a seguinte propriedade: 

í-w | X [• 

Diz-se que J d diferenciável em x sse 

/(X -(• Aac) •=/<» + V/ (s:) i l + Oi (A i ) . 


