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Aspectos fundamentais da leoria geral
da programacdo malemética

por Fernando de Jesus

1. Introdugdo

Designando por & = (@,:++,%,) um ponto
ou vector (1) do espacgo euclideano ", seja
f:Dc R*~ R. O problema geral da pro-
gramagiio matematica consiste em optimizar
a fungdo-objectivo (ou fumgdo-critério) f(x)
sujeita as restrigdes ¢;(x)<0 (+=1,...,m)
e x=0. Em alguns problemas de progra-
magio matematica podem estar ausentes todas
oun parte das restrigbes x;=0 (j=1,.--,n)
mas, como toda a variavel livre pode consi-
derar-se diferenca de duas varidveis nio-ne-
gativas, tais problemas podem reduzir-se a
a4 forma geral apresentada; reciprocamente,
8e as variaveis sio ndo-negativas, o programa
pode apresentar-se na forma seguinte: opti-
mizar f(x) com as restrigdes g:(x)=<0, su-
pondo que estas incluem as inequagdes
—;<0 (j=1,--,m).

Caso especial importante e ji estudado
desenvolvidamente é o da programagdo linear
em que f(x) 6 funcdo linear e g;(x) 6 linear
afim, isto 6,

J(x) = 2"3’“’3‘ e gi(x)= iauwj—bs-

i=1 F=1

Se a fun¢lio f(«) ou alguma das fungdes
gi(x) ndo assumir a forma indicada, o pro-
blema de programacio diz-se ndo-linear.

Ao contririo do que acontece na progra-
macio linear cujo estudo esti muito avan-
cado, dispondo-se de algoritmos eficientes
para a pesquisa do éptimo da fungio-objec-
tivo, os progressos na teoria dos programas
niio-lineares tém sido mais modestos, podendo
dizer-se que nfio ha ainda métodos gerais efi-
cientes para resolver todos os tipos.de pro-
gramas nio-lineares.

A classe de programas nio-lineares que
tem sido estudada com maior desenvolvi-
mento 6 constituida pelos problemas em que
a funcdo-objectivo é ndo-linear e g; () sio
lineares afins. Entre estes, ha dois casos
especiais que interessa referir. No primeiro,
a funcgido-objectivo é separavel, isto é,

f(@) = X fi(z;); no segundo, a fungdo-
j=1

-objectivo pode escrever-se como soma de

uma forma linear com uma forma quadratica:

(1) Quando for considerado vector, = designard
sempre um vector-coluna.



GAZETA DE MATEMATICA

n n "
f(a:) = 2 G} xj -+ 2 2 djk & L. Este ultimo
i=1 j=1 k=1
é conhecido por problema da programagdo
quadratica.

Outra classe de programas nio-lineares
que apresenta grande interesse na pratica é
constituida pelos programas lineares onde
se impde a restricio adicional de que algu-
mas ou todas as variaveis s6 podem tomar
valores inteiros. A maior parte dos autores
continua a chamar a estes problemas pro-
gramas lineares em nimeros inteiros, quando
todas as variaveis s6 tomam valores inteiros,
© programas lineares mistos quando 86 algu-
mas variaveis tomam valores inteiros.

Os programas matematicos aparecem fre-
quentemente em estudos no dmbito de varias
disciplinas. Em particular, podem surgir em
economia matematica, econometria, estatistica
e investigag¢io operacional. A titulo exempli-
ficativo, consideramos seguidamente alguns
problemas que se podem formalizar por meio
de um programa ndo-linear.

Exempro 1.1. Admitamos que um mono-
polista deseja maximizar o seu rendimento.
O prego de venda p; do i-ésimo produto
depende da quantidade de todos os outros
que sdo produzidos e suponhamos que

pi=bi— Dajz (=1,...,n).
=1

Substituindo estes valores na funcfo-ren-

n
dimento f (x)= D, p;;, obtém-se uma fun-
=}
¢io quadratica que devera ser maximizada,
sujeita as restricdes ;=0 (j=1,...,2) e
a certas restrigdes de capacidade.

Exempro 1.2. (Problema da escolha de
uma carteira de titulos). Suponhamos que
uma unidade econémica deseja aplicar dada

soma de numerario C na aquisicio de titu-

los de rendimento. O objectivo a atingir pode
ser o de maximizar o rendimento médio para
uma variincia fixada, ou o de minimizar a
varidncia para um rendimento fixado. Se
zj(j=1,...,n) é a quantia a ser investida

no j-ésimo titulo, entio X, = C. O ren-
J=1

dimento total 6 ) r;2;, o seu valor médio é

J=1 -
n

E = )\ pjx;  a sua varidncia 6
f=1

N
Z Z Q;; Xy Ty,

i=] je=1

onde [a:;] é a matriz das varidncias e cova-
riancias das variaveis aleatérias r; de valor

médio p;. O problema consiste entio em
n

maximizar D, p; @; sujeita s restrigdes
7=1

n n
Z 2 a;;m;xjga

i=m] j=1

n
(¢ constante), X @, = C e a,=0; ou mini-
=1

n n
mizar D, D) ai;x;«; sujeita as restrigdes
f=1 jeil

n n
O &=y (i constante), X x;=C, z,;=0.
=1 J=1

Exemwpro 1.3. (Ajustamento linear com
restrigdes). Consideremos o problema de ajus-
tar uma recta y = ax + b a um conjunto de
dados observados (z;,y,) (j=1,---,n) @
que se impdem restrigdes aos coeficientes a
e b. O problema pode tomar, por exemplo,
a forma seguinte: achar ¢ e & que minimizam

a fungio f(a,b) = 3 [y — (ax; + b)R su-
=1
jeita A8 restricdes a=0, 6=0.
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Exempro 1.4 (Modelo nio-linear de rela-
- ¢des interindustriais). Admitamos que para
cada um de n bens existe uma actividade de
producéio, uma actividade de importagio e
uma actividade de exportagio. Sejam

X; = quantidade produzida do j-ésimo bem
M; = quantidade importada do j-ésimo bem
E; = quantidade exportada do j-ésimo bem

Os parametros do modelo siio os seguintes:

a;; = coeficiente de produgio para o ¢-ésimo
bem utilizado na produgio do j-ésimo
(quantidade do ¢ésimo bem utilizada
na produgio de uma unidade do j-ésimo
bem)

w; = coeficiente de producéio para o trabalho
utilizado na produciio do j-ésimo bem

¢; = coeficiente de produgio para o capital
utilizado na produgdo do j-ésimo bem

g; = preco unitario de importagio do j-ésimo
bem

h; = preco unitario de exportag¢io do j-ésimo
bem

Y; = procura final do j-¢simo bem

L = oferta de trabalho disponivel

D = maximo défice admissivel da balanca
comercial.

Todos os parimetros sio considerados
nao-negativos.

O problema de programacio pode formu-
‘lar-se do modo seguinte :

Minimizar o capital total necesséario

C = Z GjXJ'
i=1
satisfeitas as restrigdes

Nao-negatividade das variiveis: X;=0,
M;=0, E;=z0 (j=1,-.-,n)

Produ(;io: X, + ﬂ[‘, —— EJ — 2 ajr ng Y?
k

=1
(J=1,::-,n)
Balanga comercial :

D+ X hiEj— 3 g; M;=0

Jj=1 j=1

Oferta de trabalho: L — D) w; X;=0.

i

Duas hipéteses que também se admitem
sio as seguintes :

) a;=0 (F,5j=1,..-,m), N a;<1

i==]

(j=1,...,n) (Propriedades de
LEONTIEF).

) hi=vy;+pEf com >0, ;<0
(j=1,...,1).

A primeira traduz que o «output» excede
o «input» para todos os bens, condigio neces-
saria para planos de produgio eficientes; a
seganda hipétese admite-se frequentemente
em economia: quanto maior for a quantidade
exportada do j-ésimo bem, mais pequeno é
o rendimento por unidade.

Em virtude de se ter %=y + o E;, é
evidente que a nao-linearidade do moudelo re-
sulta da restricdo referente & balanga comer-
cial.

Restringindo a atencido aos programas em
que f(x) e gi:(x) sio continuas e diferen-
ciaveis até & ordem desejada, convém referir
que uma das técnicas para abordar a resolu-
¢do de um problema de programac¢io mate-
matica consiste em adoptar a transformagdo
em varidveis quadradas. Esta tem por objec-
tivo transformar as inequagdes em equagdes
e portanto dar ao problema a forma de um
problema de extremos condicionados por
equagdes, susceptivel de tratamento, por
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exemplo, pelo classico método dos multipli-
cadores de LLAGRANGE.
Considerando o programa na forma

optimizar f (x)
com as restrigdes

gi(@)=0 (F=1,-..-,m)
x;=0 (G=1,..,m),

introduzamos as variaveis quadradas
PG=1,,n) e 2F=1,..-,m). O
problema pode entdio reduzir-se i forma

optimizar f(x)
com as restrigdes

G(@)+2=0 (=1,-.,m)
=g =0 (j=1,.,n).

Em geral, este método classico depara na
pratica com numerosas dificuldades que pro-
vém, fundamentalmente, da necessidade de
analisar grande niimero de solugdes possiveis.

E interessante estudar a aplicagio do
método proposto 4 resolugéio de um programa
linear para ter ideia das dificuldades de ordem
pratica que surgem, mesmo no caso de estar
presente a linearidade.

Como se sabe, mediante a introdugiio de
convenientes variaveis auxiliares, todo o pro-
grama linear se pode reduzir & forma

n
maximizar f () = ) ¢;a;

J=1
com as restrigdes
n
Za.-jmj=b£ (i::l,---,m)
J=1
x;=0 (JIEI;"':'R)-

Utilizando variaveis quadradas
BG =1, ,m)

o problemareduz-se a maximizar

f(x)= 2 ¢ &)

J=1
com as restricdes
o :
Za;ja};:b; (3:1, ,'m)
J=1
xj—y?:O (j—l’---,ﬂ).

O método dos multiplicadores de LAGRANGE
conduz &4 maximizag¢io da fun¢io lagrangeana

1) F(“?;y:)‘sy‘):f(:c)'"

— z A ( Z ai.;." &y — bt‘) — Z P'_,-(xj""y_?)
i=l J=1 Jje=1

oua

1) Fx,y,2,p)= Zbilf'l'

i=1
+ Z (cf— b 7‘tau'—!ﬁ,) a4+ X Y2
J=1 fml J=1

As condi¢des necessirias para o maximo
de F(x,y,\,p) sido as segaintes:

[ o F il :
=c;— Z J.;a,-;—~p.J.=0 (‘]=1’-..,'R)
0 x; i=1
o F :
—=2f‘jyj“:0 G=1,.-,m)
2) 1 n
oI
= — a"'m'—bi EO
ok (j§1 ey )
(f:=1"":m)
F 2
2 ——@—g)=0 (=1,-,m),
Lapl"-
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facilmente redutiveis a

S

=

2y | wma=0 (j=1,.,n)

(j:l!"‘?n)

Nayzi=b (F=1,...,m).
L j=1

Observando que F(x,y,A,p) s6 possui
méximo livre se ¢, =0, entio pode enun-

ciar-se a proposicio seguinte :

I. Se existem multiplicadores ) =1 e
pj=pj e varidvels x; = x; = 0, satisfazendo
as condigdes

o— DM ay=p <0
i=1
paj=0
Z aijx; = b,
=1

entdo (af , +-+ ,xa) € solugdo maximizante do
programa linear proposto.

Considerando o sistema dual (A; n#o sujeito .

a restrigdes de sinal)

(A= Z R;‘a;,-g() 3
i=1
tem-se (x;=0)
e — 2 hai;a;=<0

i=]

z Cj Xy — Z 2 )\"a;,‘ﬂfjéo

F=1 J=1i=1

donde resulta

3) Neizi= D biki.
i=1 i=1
Por outro lado, de acordo com o teorema I,

Nagall= Db N

i=1 i=]

1M

ou
i: (6 — p5) aj = % bidi
i=1 i=1
donde vem
4) ﬁcjm}=ibgl?.

i=1 im

Pode pois concluir-se, atendendo a 3) e
4), que

II. Resolvendo o problema de programagdo
linear pelo método dos multiplicadores de La-
grange, verifica-se que, existindo os multipli-
cadores ); (sem restrigio de sinal), eles devem
minimizar a fungdo

» bk,
i=1
satisfazendo as condigdes
¢— D haij =<0
=1
y .’-':_;' = 0 .

I evidente que se esti de novo perante
um problema de programacao linear (pro-
grama dual). As condigdes

;=0 (j=1,..+,m)

conduzem a 2" casos possiveis pois é neces-
sario considerar quer pj=0 quer x;=0.



GAZETA DE MATEMATICA

Verificou-se pois que o método de resolugdo
de um programa linear pelo método dos mul-
tiplicadores de Lagrange revela-se ndo-opera-
cional porque é impossivel na prdatica, quando
n é grande, considerar todos os 2" casos
possivers.

O método de simplex para resolver um
programa linear pode considerar-se como um
processo sistematico para afastar a maior
parte dos casos e considerar apenas um
pequeno nimero. De facto, o método do
simplex restringe o nimero de casos, consi-
derando sdmente aqueles em que n'— m das
variaveis sio nulas, onde o determinante da
matriz dos coeficientes das m variaveis res-
tantes é nido-nulo, e onde o valor bem defi-
nido destas m variaveis é positivo (caso de
nio-degenerescéncia). As condigdes p; x;=0
indicam que p; =0 para x;>0 e isso
determina de uma maneira univoca ; e os
p; restantes. Se todos os p; nio satisfazem
a restricio p, <0, pbde-se a solugio de parte
e examina-se novo caso na iteragio seguinte,
etc.

O interesse pelos problemas de progra-
gramacgio nio-linear tem aumentado simulta-
neamente com o crescente interesse pela pro-
gramacgédo linear. Em 1951, H. W. Kunx e
A. W. Tucker publicaram um importante
artigo Nonlinear Programming onde estu-
daram condigles necessirias e suficientes
para a existéncida de solugdes Optimas para
problemas de programacio e que constituiram
ponto de partida para grande nimero de
trabalhos sobre programacio nio-linear.
Generalizagbes desta memoria inicial apare-
ceram feitas por varios autores num trabalho
posterior intitulado Studies in linear and
nonlinear programming, editade por K. J.
Arrow, L. Hurwicz e H. Uzawa, e publi-
cado em 1958.

Em 1954, A. CuarNes e C. LEMKE publi-
blicaram' um método de aproximagio para
resolver problemas de minimiza¢io de uma
fungiio separavel sujeita a restrigdes lineares

quando cada uma das func¢des separaveis &
convexa. Uma formulagéio alternativa deste
problema foi dada por Daxtzic em 1956.
Esta técnica foi generalizada em 1963 por
C. MimuLer por forma a incluir restrigdes
separaveis. A partir de 1955 apareceram
numerosas contribui¢des nos dominios da
programacio quadratica.

Pressupde-se nesta exposi¢io que o leitor
conhece a teoria dos programas lineares e
os métodos de optimizacio classicos. O objec-
tivo deste trabalho consistira em apresentar
os aspectos fundamentais da teoria moderna
dos programas matematicos.

2. Funcgdes convexas e cdncavas

As nocdes de convexidade e concavidade
de uma fun¢éio desempenham papel relevante
em varias partes da teoria dos programas
matematicos e por isso é conveniente referir
aqui os conceitos e proposi¢des fundamentais
relativos as funcdes convexas e cOncavas.

Sendo X< R, diz-se que X é conjunto
convexo sse, com 0=<0=<1 e 6=1—0,

1) Ve, yeRr 0z +0yeX.

Consideram-se convexos o cenjunto vazio,
o conjunto constituido por um g6 elemento e
a totalidade de Rn.

A fungio numérica f, definida no con-
junto convexo X, é convexa sse

2) Ma,yeX f(0z+0y)=<0f(z)+0f(y)-

Se em 2) tem lugar apenas a desigualdade
em sentido restrito quando x=Fy e 0<<0<1,
entio f diz-se convexra em sentido resirito.
Uma funcéo f diz-se concava (concava em
sentido resirito) sse — f é convexa (convexa
em sentido restrito).
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Exenpro 2. 1. Chama-se funcdo linear
afim a fungio numérica do tipo g(x)=cx+ta
onde ce " e ae £: 6 dbviamente uma
fung¢do simultineamente convexa e cOncava
em R™.

ExemrrLo 2. 2. A forma quadritica g(x)=
= x” Ax semidefinida positiva (semidefinida
negativa) é fangéio convexa (c6ncava) sobre
BE*; em particular, a forma quadratica defi-
nida positiva (definida negativa) é convexa
(concava) em sentido restrito.

Com efeito, para a forma quadratica semi-
definida positiva, tomem-se dois pontos x e
¥ e qualquer 6 (0<6=<1). Entio se
z=0x+40y, tem-se

2T Az =0z +0y)T A0z + 0y)
=[y+0(@—yI" A[y+0(x—y)]
=yTAy+20(x—y)" Ay +
+ (@ —y)" A(z—y).
Supondo 2T Ax=>0 paratodoo «, entio,

para 0=6=<1, 0x7dax=022" A e pode
escrever-se

BTAZ<yTAy+20(z—y)T Ay +
+0@—y)TA(x—y)
ou
2T Ae<yTAy+0(@x—y)TAy+
+0(x—y)TAr=<b0xTAx+0yT Ay

Como consequéncia imediata da defini¢io,
é possivel mostrar que

I. Se as fungdes f;(j=1,-.-,k) sdo

convexas (concavas) no conjunto convexo X
3 k

de R, entdo D, )\ f; é também fungdo con-

=1
vexa (concava) em X com 1;=0.

Pode demonstrar-se também que

II. f é convexa em X sse [X,f]=
= {(x,2): f(x)<z| ¢é conjunto convexo de
Rrtl,

A condi¢io é necessaria. Com efeito, se
S é convexa em X e se (z,2) e (x,2)
pertencem a [X, f] virda f(z)<z e f(a/)
<=l a

fle+0)<0f(x)+0f(2)<02z+02.
O ponto
O(@,2)+0(,2)=0a+0a',0z+4 02)

pertencera entio a [X,f] o que prova a
convexidade deste conjunto.
A condigiio é suficiente. De facto, se [X, f]

é convexo, com (x,f(x)) e (y,f(y)) per-

tencentes a [X, f], vem

6 (z,f @)+ 0y, f@)=>0x+0y,0f(=)+
+0f(y)elX, f]

e portanto
[0z +0y)=<0f(@)+0f()-

Analogamente se mostraria que

II'. f é concava em X sse [X,f]=
= |(®,2):f(x)=2] é conjunto convexo de
Rn-d—l-

Os teoremas II e II' utilizam-se muitas
vezes para caracterizar as func¢des convexas
e concavas. Eis agora uma propriedade extre-
mamente importante para o estudo da pro-
gramacio matematica :

III. Se f é fungdo convexa (cOncava) no
conjunto fechado X, entdo qualquer minimo
(mdximo) relativo de f em & é também minimo
(mdximo) absoluto sobre X .

Suponhamos f convexa no conjunto fe-
chado X e admitamos que f assume um






