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Geometrizaçao da Lógica de Proposições 
(a n c í imensões j 

por António José Mendes Silvo 
Universidade de Coimbra 

I — I n t r o d u ç ã o e proposições básicas da 
teoria. 

Traduzir a rigorosa linguagem da análise 
lógica, psra a sugestiva linguagem dos tra-
çados geométricos, foi a ideia central, que 
presidiu à elaboração deste método, com 
vista à criação de sistemas de cálculo mais 
rápidos e intuitivos. 

As proposições básicas desta teoria, são, 
além de proposições de lógica pura, as se-
guintes condições definidoras do referencial 
lógico : 

1 — «Oi é a origem do referencial e a in-
tersecção dos semi-eixos «fechados»—Pos-
tulado. 

2 — Cada eixo é constituído por um semi-
-eixo verdadeiro e por um semi-eixo falso — 
Postulado. 

3 — Os pontos dos eixos distintos da ori-
gem, representam proposições — Postulado. 

A origem (ponto comum aos semi-eixos 
verdadeiros e falsos) não pode representar 
proposições-Teorema, pois se assim não fosse, 
uma proposição poderia ser simultãneamente 
verdadeira e falsa, o que peca contra o prin-
cípio da não contradição aqui admitido. 

4 — Os pontos P dos quadrantes repre-
sentam pares ordenados, cujos elementos são 
as suas coordenadas — Postulado. 

Deste postulado e do teorema anterior 
deriva que os quadrantes lógicos são con-
juntos disjuntos, pois não contêm OB eixos-
-Corolário, porque se um ponto dos qua-
drantes, pertencesse a um eixo, pelo menos 
uma das suas coordenadas (que são propo-
sições) estaria situada na origem, o que vai 
contra 0 teorema anterior, pelo qual a origem 
não pode representar proposições. 

5 — 0 universo operacional duma operação 
entre proposições x^üyx, é a reunião dos 
pontos P ] , P s , P j e P 4 , que representam 
os pares o rdenados ( t f i j y j ) , 

y{) e respectivamente — 
Postulado. 

6 — O universo operacional duma operação 
entre expressões proposicionais x 6 y, é a 
reunião dos quatro quadrantes, , q 2 , qò 

e qt, ou seja: o conjunto dos pontos que 
representam respectivamente os pares orde-
nados (x,y), (~x,y) (~x,~y) e 
— Postulado. 

Destas duas últimas condições se infere, 
que as deduções, silogismos e problemas, 
quer relativos a expressões proporcionais, 
quer aelativos a proposições, se consideram 
referidos aos respectivos universos opera-
cionais. 

7 — Domínio operacional (}) é o conjunto 
de pontos do universo operacional em que 

( ') Para simplificar, adiante diremoa apenas domí-
nio, em vez de domínio operacional. 
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a operação considerada é verdadeira — Pos-
tulado. 

8 — Duas proposições são contrárias, isto 
é, uma é a negação da outra, quando estão 
situadas no mesmo eixo e ocupam posições 
simétricas relativamente à origem do refe-
rencial — Postulado. 

A fignra que a seguir apresentamos, ajuda 
a visualizar as c o n d i ç õ e s do referencial 
lógico : 

l 2 - : X - T A y = v j 

r i - X m F A 7 -A 

^ - jp t % . v A y -

r i 

q ^ • j • t A j • 

Fig. 1 

II — Apl icação ao cálculo. General ização. 

1 — Com base na axiomática exposta, é 
fácil construir uma tabela com os domínioê 
operacionais das principais operações lógicas. 
A tabela que a seguir apresentamos, foi feita 
para expressões proposicionais (para propo-
sições a tabela ó análoga). Na coluna dos 
«domínios operacionais» estão justificações 
entre parênteses. 

0PBM.ÇÍ0 

x A y 

i V y 

x y 

x y 

e JO 

tOKÜIIO OPERACIONAL 

q̂  (aribos verdadeiros) 
12 v " r 1 "'::t'110 outro faleoT 

^ u U q̂  (™> ou dola verdadeiros) 

l! U U {i j) -
I - V A y m f) 

q-i \J -i (ambos verdadeiros ou aiaboa * falso3) 
doiLir, 1 o cociplenentar do doipínio da 
X 9 7 

É fácil provar, utilizando a teoria das es-
truturas algébricas, que : 

- ) = (£>, (7), (X ,=>) = ( D , c ) , 

<=>) = ( D , = ) , etc. 

— Sendo : estes pares ordenados grupoides, 
A o conjunto das operações entre proposi-
ções, D o conjunto dos domínios opera-
cionais das referidas operações e = a relação 
de isomorjia definida pela aplicação que a 
uma operação entre proposições, faz corres-
ponder o respectivo domínio operacional f1). 

Ora o principio de isomorjia, diz que se 
(E , 0) e ( B , <p) são grupoides isomorfos, 
todas as propriedades lógicas de 0 são veri-
ficadas por D e vice versa; então, pela apli-
cação deste pr inc íp io ao caso presente, 
provamos que para efeitos de cálculo, os 
domínios operacionais podem substituir as 
correspondentes operações. 

Obtém-se assim um novo sistema de cál-
culo, mais intuitivo e mais rápido que o 
cálculo clássico. 

2 — Vejamos alguns exemplos : 

a) Seja a demonstração de que: 

x—>y = — x V V • 

De acordo com a axiomática (e as tabelas 
que dela derivam) e tendo em conta os iso-
morfismos apresentados, tem-se (ver fig. 2 ) : 

O domínio de x=>y é 9iU?aU?3-
O domínio de ~ x(x = F) è q2 U ís • 

O domínio de y (y V) é q2 U íi • 

Como o domínio de ~x\Jy (isomorfismo) 
é a reunião dos domínios de —x e de y, 

(!) O caso das expressões proposicionais <5 análogo. 

7 

\> 7 -
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tem-se que este domínio é : ffiUffaU ffs» Ia® 
ó também o domínio de x—>y. 

Logo (isomorfismo): 

x=>y = ~ x V Y 
c. q. d. 

Fig. 2 

b) Demonstração da 2." Lei de De Morgan 

O domínio de a^V^i é P t U P 2 U Í V 
L o g o : 
O domínio de ~ (a;, V é P s . 
Mas o domínio de (xx = F f\ yx = F) — 

= ~xt A ~y\ é P J . 
Donde ; 

- T A V y { ) = A ~y\-
c. q. d. 

Anàlogamente se deduzia a 1.* Lei de 
D E MORGAN. 

c) Seja a demonstração de que 

O domínio de —(a?! \f y|) é P1UP5 visto 
que o de arj V V\ é P2 U P4 * M m como de 

é P i U P« : 

- C « 1 V V\) = ®I < = > V I 
c. q. d. 

d) Seja o problema 

— Simplificar a expressão: 

( « V y) A ( « < - > ? ) -

Traduzindo pelos isomorfismos apresenta-
dos : 

c?i u S2u?i) n (ff! u ffs)=?i> 
atendendo a que segundo a axiomática, os 
quadrantes são conjuntos disjuntos; mas ql 

é o domínio de x A y . 

e — 1) Vamos demonstrar que o seguinte 
silogismo está correcto: 

* r 
nj y2 

P 2 f -

P 3 

Fig. 3 

O domínio de x1=>y1 é Px U P 2 U P 5 . 
Como (2.® premissa) ~y\ = V, tem-se yx 

Ora, o único ponto de Pi [J PjLJPa ®m que 
y = F ê P 5 e como em P 5 se tem ~ Xj , 
a conclusão é — x x . 

c. q. d. 

e — 2) Pelo método clássico: 

(a?, .=»y,) ~ (y, V 

e como: 
ta Y y i ) = - « i *~>yi 
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tam-se que: 

Ol V - a?i) — c~Vi = > - « 0 
donde pela propriedade transitiva da igual-
dade : 

(a-, = - > - « , ) . 

Portanto a 1." premissa do silogismo é 
igual a : 

~Sl 

Ora tendo-se ~ y ] (segunda premissa), por 
definição de implicação, forçosamente se 
terá - ÍC( . 

Da comparação entre os dois métodos se 
infere que este último é menos intuitivo. 

3 — Trabalhámos em L2 , sendo 

L=\V,F\. 

É fácil generalizar a teoria para L n , ou 
seja para n dimensões. Sendo então os qua-
drantes dados por 2S„ (sequência de dois 
objectos, os valores lógicos V e F, agru-
pados 7i a TI) , pois neste caso geral temos, 
não os dois elementos dum par ordenado, 
mas os n elementos duma sequência de n 
elementos. 

Em certos casos é possível (quando as 
operações são associativas) decompor um 
problema de n dimensões em vários pro-
blemas de 2 , ou de 3 , ou de m (com 
m < n) dimensões. 

Para três dimensões, ó conveniente a repre-
sentação gráfica em perspectiva: 

Mas claro que o estudo segundo esta teoria, 
utilizando Cálculo Combinatório, se pode 
fazer independentemente de qualquer repre-
sentação gráfica, sendo então o número e a 
natureza dos quadrantes dados por 2Sn, no 
caso geral de n dimensões. 

4 — Exemplo para três dimensões (fig. 4 ) : 

— Seja iD (j)> o domínio operacional da 
operação e U o seu universo opera-
cional. 

Temos: 

U - P a U P s U A 

e: 

D fo V yi) = U - (p5 u Pi) - CV(P5 u jPT) 

donde (vide isomorfismo): 

£>(zi A C«i V yO)=Pi U ^ U A 

por outro lado ; 

D(zx A*i)=>Pi U P2 

e: 

donde (vide isomorfismo): 

D ((«I A V (*i A Vi)) ^ A U ^ U Í i 

logo: 

zi A (®i V Vi) = A »0 V («i A V\) • 

Deduzimos assim, dada a arbitrariedade de 

, yx e z , , 

a propriedade distributiva da conjunção em 
relação à disjunção inclusiva. 


