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M A T E M ATI CAS SUPERIORES 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

L S. G. £ . F . — MATSHJCTICAS GKBAIS — 1.* c a d e i r a — 
Exame final - Ano lectivo 1969-70 — Ponto n.° 1 
- 4 6-1970. 

5773 — 1) Prove que 

/"< ( j í ) U / - 1 ( © ) = / " ' (vi U D) • 

R,: Provemos em primeiro lugar que 

f"1 (A) U f " ' (B) £ f " 1 (A U B) . 

i e f - ' (A)Uf - 1 (B) = > i e f " 1 (A) V x e f -* (B)=> 
=> f (x) e A V f (x) e B => f (i) e A U B => 

= > x e f ~ l ( A U B ) . 

Mostremos agora que 

f-< (A U B) £ f"< (A) U f"1 ( B ) . 

x e f~ ' (A lJB)=>f ( i ) s A y B «=>f ( t ) e A V f ( t ) « B = > 
= > x e f - , ( A ) V * e f " 1 (B) = > x e f " ' (A) U f " ' (B) . 

2) Sendo X subconjunto do espaço métrico A , 
prove que o seu fecho X é a intersecção de todos OB 
conjuntos fechados que contêm X . 

Ache o supremo, o ínfimo e o fecho do conjunto 
linear 

X - j l , 3 ] u { * « * : « - ( - 1 ) » ^ - ^ ( » - l . S , . . ) } . 

O eonjuBO X é fechado? É aberto? Porquê? 

R. : Seja K a intersecção de todos os conjuntos 
fechadas que contêm X, Então, como K^X, tem-se 
K ^ X . K i fechado e portanto K = K . Assim 
K ^ X . Por outro lado, X é fechado, X X E assim 
X e um dos conjuntos cuja intersecção é K , Portanto 

K . Assim K ^ X . 
Para o conjunto linear X apresentado no problema 

e supX~ 3, infX ~ - 1/5, X - X u { - ^ ' y } ' 
O conjunto X não è fechado nem aberto. 

3) Considere os intervalos fechados /„ — [ /„ , £ „ ] , 
suponha que Tm+1 (« — 1 , 2 , •••) e que í„-»0. 
Trove que existe um e um só ponto comum a todos 
os intervalas / „ . 

Calcule lim 
Y í - i 

R. : Tem-se 

l iÊ — £ 1.S — 
L i a ••• â ••• 

e, com li l„ L„ í j j L j , as sucessões I„ e Ln têm 
limites finitos e, dado que Ln — 1„ 0 , tem-se lim = 
= ]imLn = Ç. 

É claro que £ e o único ponto comum a todos os 
intervalos I„ . Se houvesse outro u , teríamos Ln —1„ > 

— t)j VaeN e então não era verdade que 
K-Í.-0. 

log 
lim • 

/ log n\ ^ Ioga _ £ 
\ ã* / a n' n = hm 

V ã - 1 

log ti 1 

— tag a 
e» - 1 

— lim • n* 
log n 

V) 1 

l —log a 
Um • 

llog a 
— —1/log A. 

4) Considere a série 2 a„ (aH > 0 ) . Mostre que, 
se o conjunto doe termos da sucessão possui um 
ponto de acumulação maior do que 1 , a série d 
divergente. 

Estude a natureza da série I ——— . 
[4 + { - 1)"]-

R . : Se j V a o I tem um ponto de acumulação maior 
do que 1 , então lim "v^a, ;> 1 e 2 a„ diverge. 
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Como 

n / 1 1 1 
lim t / ; — = lim — < 1 , V [4 -f- ( - l ) T 4+(—1)* 3 ' 

a série dada converge. 

5) Sendo / função contínua em ] — tso , + co [ , 
(inclusivo nos pontos impróprios), mostre que 

xe R, 3 A e fl : / ( « ) + 4 > 0 . 

Na mesma hipótese e supondo / ( — oo) • / ( + <»}<;0, 
indique, justificando, o máximo da função definida 

R . : Como f é contínua em ] — oo , + oo [ , tem-se 
V j e E | f ( x ) | < t (ou V « R - k < f ( x ) < k ) 
donde resulta V i e í l . j k e R f (s) -H k > 0 . 

Como f passa por todos os valores desde f (— ao) a 
f ( + o o ) , toma o valor 0 . Então, max g (x) = I /a* . 

6) Deduza a fórmula que dá a derivada da função 
definida por / (&) ™ log ax com a^=e. 

R : y logt x <=> x =• a1 

Ay j àx 1 1 
d x / dy a" Ion a xloga 

I. S. C. E. F . — MATKMÍTICAS GERAIS — 1.* c a d e i r a — 
Exame final — Ano lectivo 1969-70 — Ponto n.° 2 
- 24-6-1970. 

5774 — 1) Sendo a e 6 números reais, prove que 
») - a"1 i " 1 , 

' 0 I « I ã « I « I â — «* • 

R : i) (a b) ( a - 1 b _ 1 ) = a b ( V 1 a - 1 ) — 

> a (bb~ ] ) a ,-h a - 1 sa 1 
( » " • b " 1 ) (ab) - b " 1 (a - 1 a) b — b _ 1 b =• 1. 
Logo, (ab ) " 1 - a"1 b " 1 . 

a ( a ^ 0 ) 
a (a < 0). ii) | a | — | | 

Senrfo a ^ O , vem — e | a | = a ^ O > — a 
o que dá | a | = a e | a | — a ; supondo a < 0 , 
vem — a > 0 e | a | — — a >- 0 > a o que dá | a | > a 
e | a | — — a . 

Portanto, em todos o» caso», | 3 1 a A t * [ £ — a . 

G A Z E T A D E M A T E M A T I C A 
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2) Sendo X subconjunto do espaço métrico A , 
prove que int-Y <: a reunião de todos os conjuntos 
abertos contidos em X . 

Ache i n t X , e i t X , sup X e inf X para n con-
junto linear 

, „ f 2 ti + ( - 11" n 1 X - [ l j S ] U |6,6f U { xe R- X - -— r 
l » + 1 J 

Justifique as respostas. 

R: Seja G a reunião de todos os conjuntos abertos 
contidos em X . Então G é aberto. O int X é conjunto 
aberto contido em X e portanto intXç G . Se s e f i , 
então x pertence a um conjunto aberto T (T £ X) . 
Como T é aberto, existe e >- 0 tal que V t (x) £ T e 
portanto Y j ( i ) £ X e xe in íX . Logo xe G =>x e int X 
e portanto G ç int X . Podemos pois afirmar que 
G - int X . 

Para o exercido proposto è 

int X - ] 1,8 [ 

ext X - R — j [ l , 3] U 15 ,6 \ U jx e R : : 
2 k +• 1 
2t + 2 1! 

sup X = 6 

i n / X - 1 / 2 

3) Supondo que lim a , / » . - 1 a í sucessão 
limitada, prove que «» — c , - » 0 , 

DO um exemplo de sucessões u„ e v„ para as quais 
mas lim (u„ — =£0 . 

log " 
Calcule lim ( V ã - l ) • 

R ; = 1 + ! „ ( * „ - » Ü)<=.>u„-vn + 
v„ v„ 

+ «.v.(=) Q„ — Vn = v„. 
Ora a„ v„ 0 e a proposição está provada. 

Tomando u„ = n e v„ •= n -f- 1 , vem un/vn 1 
mas un — v„ = — 1 e portanto u„ — v„ não tende 
para 0 porque v„ não i limitada. 

Ion n i— log n , — íoc1 
lim. —-— log CV a — 1) lim —^— log (e —1) = n* 

log n /I V 
; lim —— log I Ç — l°Q a 

n1 \ n J 
log n ^ , 

• lim •——— (log \ + log log a — log n) 

[ log ri log ti . . / ío , jn\2~] 
— l o g l + ^ l o g l o g t - í — ) J 

- 0 . 
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log ! 
Portanto, lim (W * — *) = 1 -

4) Seja p„ uma sucessão de termos positivos e 
a 

\ — — " P„+i («„ > 0 ) . 

Demonstre que: (i) lim P„ > 0 => 2 a„ converge; 
(ít) ÍíüTP„ < 0 A 2 ( l / p J diverg, = ) 2 a„ diverge. 

Deduza o corolário que se obtém fazendo p„ = n 
e mostre que se trata de um corolário do critério de 
RA Aus. 

Estude a natureza das séries 

. 1+ <-!>" e 2 1 + ( - !)" 
nz 

R: Considerando P> 0, tome-se e >• 0 suficien-
temente pequeno por forma que K = P — E >- 0 , Por-
tanto, a partir de certa ordem, è 

K+s - P.-H > K 

Pn 
3n Pn+1 + K 

o que implica a convergência de 2 a„ (1." parte do cri-
tério de KL'MIIEFJ. 

Com P C 0 , tome-se E >- 0 suficientemente pequeno 
por forma que K = P + E -< 0 e então, a partir de 
certa ordem, 

a„ 
pn pn+i < 0 

o que dá 
3 " M P n 

an Pn-H 
condição que, juntamente com a divergência de 2 (] /p„), 
garante a divergência de 2 a„ (2." parte do critério 
de KOTUB ) . 

Fazendo p„ = n , vem 

V an+! / 

lim P„ > 0 => 2 a„ C , equivale a afirmar que 

Uma í - h 1) > 1 => 2 a„ C . V / 
lim P n < 0 /\I ( l /N) D , =>2 a„ D . equivale a 

liiün ( — l ^ < l = > 2 f t „ D . 
\ 3.+1 1 

l + {— 1)" , , „ 
Para 2 basta notar que a soma dos 2 n o 

primeiros termos é a soma dos n primeiros termos da 

série divergente 2 — para garantirmos que a série é 
n 

1 + (_1)° 
divergente; para 2 , a soma dos 2n pri-

n2 

metros é a soma dos ri primeiros termos de Z^—^(conv.) 

e portanto a série converge. 
5) Demonstre que, sendo / função contínua in-

cessantemente crescente em fo , 6], a equação / (x )=» 
admite uma solução única «o-

R : Por ser continua em [a ,b] 3 e J a ,b [ f (x0) = k 
mas como é incessantemente crescente é V s ^ i j f OO^ 

(xo) = k e portanto x0 é a única solução. 

6) Prove que sendo / função periódica, também 
f é periódica. 

Se / não-constante tem o período ft, é necessário 
que / ' tenba o período [i? Porquê 1 

R : f ( x + p.) - f ( x ) = > f ' (x + fi) = f ' ( x ) e por-
tanto {' também é periódica. 

Supondo que a derivada tinha o período jii < n , se~ 
ria [I = M e viria f ' (X + JAI) --« f ' (x) , o que im-
plicaria f (x m) <=> f (x) + K . 

Então, obter-se-ia f {x + m u-i) — f (x) + E m ou 
f (x 4- fi) — f (x) 4- K m donde resultaria K m = 0 ou 
II => 0 . Mat então seria f (x + (Ai) = f (x) o que é 
contrário à hipótese de ser n o período de f. Logo a 
derivada f' tem o mesmo período de f . 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICA3 GERAIS — 1.* cadeira 
Exame final — Ano lectivo 1969-70 — Ponto n," 3. 

5775 — 1) Sendo n inteiro positivo, prove que 

R. : 

/ 2it\3ü 
= ( eis —— ) — cts 2 n ic = 1 



G A Z E T A D E M A T E M A T I Ç A 

(--̂ T-B-̂ r 
(4 it \3o 

eis I — cia 4 n ir — 1 
3 J logo 

- 1 + i v^\Bn ^ ( - 1 / - í + i / ã Y " / 
( — — ) 

- 2 . 

2) A è o espaço métrico com a distância defi-
nida do modo seguinte: 

Seja X ç A . X é aberto ? É lecbado ? É limitado? 
Justifique as respostas. 

Tomando o conjunto linear 

X - J1,2,8] U jzeB:ao — ( * - 1 , 2 , • . . ) } » 

indique i u t X , est S , front X , sup X e inf X . 
O conjunto X é fechado? É aborto? Justifique as 
respostas. 

R . : Atendendo a que V,(a) — )a| ( s g l ) e VE (a)=-
— X (t > 1) , e fácil concluir que X é aberto e por-
tanto não i fechado. É claro que o conjunto X i limi-
tado pois V, (a) = X (« > 1) . 

Para o conjunto linear apresentado tem-se: inf X — 

eictX — R — | l ,3 ,8|uíx ;x — — J * front X X , 

iup X -}- o o , t n / X = 0 e X é fechado. 

3) Sapondo que un — v„ -+ 0 e que l/u„ é sucessão 
limitada, prove que Um «„/«„ — 1 . Dê um exemplo 
de sucessões u„ e v„ para as quaia u, — ti„ -* 0 mas 
l imu„ /u B =£l . 

Calcule lim ( l + — V . 
n - oo \ n" J 

R . : 

lim (u„ — v„) — 0 <=> u„ — v„ a. (*„ — O) <=> 
1 

<=> n = v. + aD <=> — 1 + a, • 
v„ V„ 

donde se conclui facilmente, em consequência da hipótese 

sobre l /v„ , que -+ 1. 

Com Un — 2/n e v„ = l /n vem un — v„ = • • 0 u 

mas, no entanto, lim -

toda. 
Atendendo a que 

2 j/orque l /v„ não è limi-

/ 1 \ 1 / e \ i 
lim e" log ( 1 -j- — *=lim e" w — lim — ) — 0 , \ u" / n" \n / 

4) Seja I o „ ( o n S O ) uma série convergente e 
b, {t>„ - g 0) uma sucessão limitada. Mostre que a série 
s È„ è convergente. 

™ (2 aí -+- 1)" Dada a série V} determine o intervalo 
*t n (n + 2) 

de convergência e a natureza nos extremos desse 
intervalo. 

R. : Como 
a„ brl bn <L K , então a convergência 

de 2 3„ implica a da série 2 a„ b„ . 
+ 1 

Como (2 x + 1) , a série dada converge 

absolutamente para | 2 x -J- 1 | <: 1 (— 1 < x < 0) e 
diverge para | 2 x + 11 >• 1 (x > 0 V * < — 1) . 

» 1 
Para x = 0 , obtém-se a série V1. abso-

T n (n + 2) 
lutamente convergente e, para X = — 1, vem 

2 ( - 1 ) ° n (n + 2) 

que i também absolutamente convergente. 

5) Sendo / função contínua e biunivoca era 
[u,É], prove que f é incessantemente crescente ou 
decrescente em [o , 6] . 

R . : Sendo f biunivoca em [a , b] , vem f ( a ) ^ f f b ) . 
Suponhamos que f (a) < f (b) . Provaremos que f é 
crescente em [a , b ] . 

Sejam i j 712 e [a , b] tais que xj < xj . Deveremos 
ter f (i() <L f (xj) . Com efeito, se fosse f (xj) — f (xj) , 
a função não era biunivoca. Se fosse f ( i j ) > f ( i 2 ) , 
duas hipóteses teríamos de considerar: f (x2) < f (a) e 
f (xs) > f (a) . No primeiro caso, vinha f ( i j ) < f(a) < 
< f (b) e portanto existiria x e ] x2 , a [ tal que f {x)=> 
— f (a) , o que é absurdo em face da biunivocidade; no 
segundo caso, ter-se-ia f (a) -C f < f f1 ! ) analo-
gamente, existiria z e ] a , xj [ tal que f (x) — f (xj) , 
o que é absurdo pela mesma razão. 

Logo, podemos efectivamente concluir que 

Vii,iü6[a,b] x1<xI=>f(i i)<f(si)-
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Analogamente se provaria a proposição na hipótese 
f ( a ) > f ( b ) . 

6) Sendo k parâmetro real e sabendo que a 
equação da tangente à curva representativa de 

x -f- k 
y = é x — 4 y — 4 = 0 , ache o valor do 

x 

parâmetro k e as coordenadas do ponto de tangencia, 

k R. : y' = — e portanto terá de ser 

k 1 
T 

y = l + k , y = l + y = l + X 
s — 4 y -- 4 - 0 

sistema cuja solução i 

k 4 

y = o . 
I = 4 

I . S . C. E- F. — MATEMÁTICAS GKJIAIS — E x a m e f i n a l — 
Ano lectivo de 1969/70-Epocade Outubro-Ponto 
n." 4 —1-10-1970. 

5 7 7 6 — 1 ) Demonstre que (A — C)(J(B — D) S. 
£ ( X U £ ) — (O f\ D) . DE um exemplo em que se 
teoha (A ~ C)\J(B — D) = ( J U S ) — (Cfi-D). 

Bj 

(A— C) U (B - D) - (Af lC)U{BnÜ)=(AUB)n 
n ( A u u) n (C u B ) n (Cu DJ Ç ( A U B) n (S u 5 ) = 
• - ( A U B ) F L [ ~ ( C N D ) J - ( A U B ) - ( C N D ) . 

Tomando 

U ~ ( l , 3,8,4,51, A -| l , a t ,B = í2 ,3 ,4 j , 

vem 

(A — C) U (B — D) = (A U B) — ( C n D ) — |i , 4 ( . 

2) Sendo X subconjunto do espaço métrico A, 
prove que i n t X = estX e front X = front X . 

Deteriniue a e b por forma que o conjunto linear 

X = | 3 , a | u ! » e J Í : a > « » — ( n = 1 „ 2 , •• •) | tenha 
n + 2 

o derivado X' = J3J e i n f X = 1/2 . Qual é o sup X? 
X é fechado? É aberto í Justifique as respostas. 

R : a p. í n í . X = > V e ( a ) ç X = > V E ( a ) n X = f í=> 
=> a p. ext. X; a p. ext. X => V t (a) f| X = 0 => 
=> v i (a) £ X => a p. int. X . 

í < 3 i! ponto fronteiro de X (de X ) em qualquer 
sua vizinhança, por mais pequeno que seja o valor de 
e, hà sempre pontos de X e de X . Logo, a também 
é ponto fronteiro de X (de X ) . 

bn 
Como Itm —-——• — b , terá de ser b — 3 . inf X — n = oo n + 2 

= 1/2 => a =• 1/2; sup X = 3 e X é fechado. 

8) Dada a sucessão u„, suponha que u , n ,u l n i f > 
o tí3„ são convergentes. Prove que «„ converge. 

Diga qual é o conjunto dos sublimites da sucessão 

l i i l í i l i l i i . í l i 
• 3 ' ' a ' 3 ' ' 2 T T ' ' 3 * 8 ' 4 » 5 1" ' * 

Indique, justificando, os seus limites máximo e mínimo, 

R : Supondo que uJn -+• a , u ín + ( -»• v e 
notemos que 3 o é número par (quando n for par) ou 
impar (quando n for impar) e portanto as subsuceseões 
de u 3 , que se obtêm com n pare n impar são, respec-
tivamente, subsucessues de n4n e u ! n + , , Podemos então 
garantir que u = v = w e portanto ua convergi 
para u . 

O conjunto dos sublimites da sucessão dada i 

Os limites máximo e mínimo são, respectivamente, 
1 e 0. 

4) Prove que, sendo tt„ >- — 1 (n > 0) , a conver-
so ao 

gência de 23 "« e 2 implica a convergência de 
o u 

s loe (1 + «O • o 
Discuta a natureza da série 

« 1 - 3 • • • (2 fi-f-1) „ 
g 2 • 4 ••• 2 n 

R : Notando que IIQ —• 0 J log (X UN) « — X U® 

onde X —• —• quando un 0 , 
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Tem-se então 2 (1 + = S ~ S * u=" 
O e ü ao • m 

Ora como converge e V] X û  também converge, 

! os , a série 2 log (l + u„) porque —— n„ 
(soma de séries convergentes) também converge. 

« 1.3...(2n + l) 
Para a série >J (1 — X2)" vem 

, 2 • 4 2 a 

2n •+ 3 
2 n + 2 

Como 
j t - *! I < 1 <=> — 1 < 1 - xS < 1 <=> 

rt - x » < l <=>x=£0 
^ ll - > - ! < = > -

a série converge para — y/2 <i<0 e 0 •< x <; ^2 , 
Por outro lado, 

{1 — x' ;> 1 (impojsivei) 

e poríanío o seWe diverge para s < - ^ 2 í x >y /2 , 
e ™ 1 . 3 (2 n 4-1) 

Para x = 0 , vem a séri > j —-—— que 2-4 ••• 2 n 

è divergente pois 
2 n + 3 
2n + l 

1 + 0. 

_ « 1 3 . . . 2 n + l 
Para x = + \f% vem V (—1)" ... -— ... -T 2-4 . - S n 

2n + 3 
2n +2 >• 1 , o seu termo geral 

não tende para zero e portanto a série diverge, 

5) Se ja f c o n t í n u a em [ a , S] e admita que 
Prove que, sob estas condições, a 

equação / ( i ) x tem sempre uma raiz em [a , í>J. 
Exemplifique com f(x) = \/x em [ 0 , 4 ] . 

R . : Nos casos em que f (a) a ou f (b) — b a 
proposição é óbvia. Se for f (a) > a e f (b) •< b a 
função g (x) .=» f (x) — x toma sinais contrários em 
a e b e portanto g (x) anula-se num ponto c interior 
(teorema de BOLZANO-CACCHY) : g (c) = 0 ou. f ( c ) = c . 

Com f (x) a y/x em (0 ,4 ] a equação y x = x tem 
as raízes x = 0 e x ™ 1 . 

6) A fnnção F satisfaz à condição F (c — 0) <; 
•< F (c) < F (c +• 0) no ponto interior c do seu 
domínio, Eetude a existência de F' (o) . 

, . E (x) — F (c) 
R, : F; (C) = lim - ••' — - + OO i-c-0 X — C 

Fj( (c) - lim 
F (x) — F (c) -J- oo 

Portanto, no ponto x = c rem F' (c) = + ™ . 

I. S. C, E. F. — Matemáticas G E R A I S — Exame final — 
Ano lectivo de 1969/70—Época de Outuüro—Ponto 
n.° 5 - 1-10-1970. 

5777 — 1) Considere as aplicações de ü em JJ 
definidas por / (a) = , g ( i ) — x — 1 e h (x) — %. 

Determine f o g , g o f , ( / o g) a h , f o (g o h), 
ff-1 « / - 1 e ( / o _ s ) - i . 

It.: f o g — (x — 1)5 , g o f — xS_ l j (f o g) o h — 
= (x—1)=,fo (go h) = ( j l - i )sg-< o f ^ i + i ^ ; 
( fo g ^ - l + v / ^ . 

2) Prove as proposições seguintes : 

í) Sendo a um número real qualquer eX=\x:x 
è racional ^ a s c a ] , então o = s u p X . 

it) Sendo A conjunto linear não-vazio limitado 
inferiormente e D o conjunto dos números —x 
tais que a : e A , então D é super i o rmente 
limitado e inf A ** — sop D. 

Indique o conjunto derivado, o supremo e o Ínfimo 
do conjunto linear 

X ~ j x : x = (— l y + — (m , n = 1 , 2 , .. .)J. 

R. : 

i) O número a é majorante de X e, como S >-
> 0 , ] i e Q a — 8 < i < a , é evidente que 
a = sup X 

ii) Sendo I B= inf A , tem-se V j e A i > l e 
V s > 0 , 3 x1 e A : x' < 1 + S . Portanto, 
V - x e B - x ^ - 1 e V S > 0 , ] - x ' e B 
— x' > — 1 — S , Logo —léo sup B . 

Para X = jx : pc = ( - 1)" + - (m , n - 1 , 2 , — ) | 

tem-se X ' 1 , l f U X , infX 1 , s u p X = 2 . 

3} Mostra que, sendo u„ !> 0 e «.. t . lu.. •< k 1 
(í: constante) V » e N , então lim «„ = 0 . O que 

u 
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se pode afirmar quando se sabe apenas que un + 1 / u 0 < 
< 1 ? Justifique. 

Sendo w„ — n !/n", indique o Iim u„ a partir de 
lim uBl_,/u„. 

R.: converge =>«„->0. 
Quando u. ( j /u. cl 1 apegas se pode afirmar que 
un + i<u„ e portanto n.-tuiõ. 

°n+l 1 
Para u„ — n !/o" vem lim — < 1 e por-u„ e 

tanto lim -= 0. 

4) Sendo a„ > 0 (n 1 ,2 , •••) e + 
H -f a„)/n , prove que by 4- +•••* + b„ > 

2 
Tomando a série Z an, aproveito o resultado ante-

rior para justificar que 2 b„ è sempre divergente. 

Estude a natureza da série 

_ (p + l)(p + 2) (p + m) 

(Î + 1) {3 + 2) . . . { 3 + rl) 

K : Como 

bx = a! 

bj 

b| ' 

ai + 

ai + aj + 

a» + ai H H a„ 

resulta imediatamente 

t>l •f b2 + ••• + b „ > a, + ~ + — + . 

e o critério da razão não explica a natureza da série. 
Como 

n . ( — 1) = -\ ».+ ( / a 
( q - p ) " 

+ p + l " q - P i 

o critério de RAABE, permite concluir que a série con-
verge com q > p + 1 e diverge com q < p + 1 . 

5) Seja / contínua no intervalo j"0,2ic] tal quo 
/ {O) — / ( 2 n) . Prove que existe um ponto e nesse 
intervalo tal que f(c) — f (c + it) . Sugestão : consi-
dere a fuução auxiliar g (x) — / (u) — f (x 4- « ) . 

R : Observemos que g (0) = f (0) — f (w) e g (ir) — 
= f (ir) - f ( 2 ^ ) - f (•*) — f {0) . Se f (0) - f ( « ) , a 
proposição è óbvia. Com f (0) f (ir) , a função con-
tinua g {x) tem sinais contrários em 0 e tr e o teo-
rema de HOLZANO-CAUCHY garante que existe um ponto 
c entre 0 e ir tal que g (c) f (t) - f ( c + n) = 0 . 

6) Seja 

x — l 

Í/ãr- 1 
2 ( » - ! ) . . 

Prove que / é diferenciável para x = 1 . 

R : Como 

x - l - 2 ( l / T - l ) 
f <1) ; lim 

• lim • 

l / x - 1 

ft/T-l? 

— lim 
— ( x - I ) ( j / T - 1 ) 

1 1 
( x - i ) ft/*-i) 

a função é diferenciável. 

•• lim -

Esta desigualdade serve para provar que 

bi + b* H 4- b„ — + oo 
pms 

1 1 
1 + — + • • • + - + 0 0 . 2 n 

Para estudar a série dada, notemos que 

»»H p + n + 1 
a„ q + D f l 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — E x a m e f i n a l — 
Ano lectivo de 1969-70 — Época de Outubro — 
Ponto n.° 6 -6 -10 -1970 . 

5778 — 1) Prove as seguintes propriedades no 
conjunto R dos números reais: 

0 - (— o) = o 
> . < n ) a = b <=> — a= — o . < > 



78 G A Z E T A D E M A T E M A T I C A 

R : i) Dado o número real a ~ [A i , A2] , tem-se 
— a = [— A j , — A t] e é claro que — (— a) [Ai , A J . 

ii) Sendo a — [A i , Aj] e b — [B ( , Bj], tem-se 
a wm b <=> Ai = Bi A A» = Bz ma« então também 
— Ai = — Bi A — Aj = — Bj o que mostra que 
_ a b . 

Supondo, por exemplo, a > b tem-se Aj|"lBj 0 
o que indica que 

— b - [ - B , , — B , ] > [ - Ai, — Ai] a. 

2) Prove por indução que todo o conjunto linear 
finito tem mínimo e máxima. Mostre que 

max |a,6| — — [a + 6 + [a — 6]] 

min , i| — — [a + 5 — | a — i |] 

e prove tambdm que 

max |a + c, b + d ( jS max \a, òj + max jc , <í j , 

Ache o supremo e o ínfimo de 

(a; e R: (a; — a) {JC — b) (55 — c) (x — d) < 0| 

com 
a c b c c c d . 

R. : A proposição é óbvia para um conjunto de dois 
elementos. Supondo que a propriedade é verdadeira para 
um conjunto de m elementos, se tomarmos um conjunto 
com m -f- 1 elementos e considerarmos um seu subcon-
junto de m elementos, o mínimo existe. De facto, é o 
menor de dois elementos: o mínimo do subconjunto e o 
elemento que lhe não pertence. Mutatis mutandis, o ra-
ciocínio aplica-se ao máximo. 

Supondo 

a b , max ] a , b | = a — — (a + b + a — b) . 2 

Com a < ; b , vem 

max ! a , b j = b = ~ ( a + b - ( - b — a) . 

Analogamente se prova que 

min { a , b | — — [a 4-b — j a — b |]. a 

max |a + c , b -(- d ] 

- [(a + c) + (b + d) + [ (a + e) - (b + d) | j ã 

£ - [ ( a + c) + {b + d) + I a — b 1 + | c - d | ] = 

- i . [ a + b + i »—b|] + —[« + d + | é - d [ ] -

= max i a, b j + max \ c , d j . 

Para o conjunto 

X - |x e R : (x — a) (x - b) {x - c) (x — d) C 0 [ , 

vem íup X = d e inf X «= a . 

3) Dada a sucessão a , a + S , 1 + 1/2 ,a , a + 6 , 
1 + 1/3 , a , a + 6 , 1 + 1/4, determine os números 
a e b por forma que a sucessão seja convergente. 
Justifique. 

Admitindo que « „ - + « e v , mostre que, 
exceptuando os easos (w = l , v ~ o o ) , (u = oo, t>=-0) e 
(« — 0 , v = 0) , a sucessão wn — ti*" {u„ > 0) possui 
o limite « " . 

Calcule lim + 2 tg . 

R.t a - 1 e b = 0 . 
Notando que log w„ = v„ log u„ -*• v log u , facilmente 

se conclui que w„ -+• uT , 

n log (1 + 2 tg — 2 n tg — = 
V n / a 

2 Y] • 

e portanto 

1 1 
— cos— 
n n 

+ 2 tg é». 

4) Dada a série 2 u„ , demonstre que 

0 I "n+i/"»I ã ^ 1 = > 2 u» ® absolutamente con-
vergente. 

ii) | «„+.i/«„ | Sg 1 => 2 u„ é divergente. 

Estude a natureza da série de termo geral 

a" 
u„ — (1 + o) (1 + »=) — (1 + o„) <«>0) . 
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R, : 

| uB+íju„ | h < 1 =>2 | u„ ] conv. => 2 u„ conv. absol. 

não é evanescente \ nBl.,/u„ 1 S 1 => 2 | u„ | div => u„ 
=> 2 u„ div . 

U,..M a 
1 + an+l 

a (a < 1) 
1/2 (a ^ 1) 
O (a > 1) 

e o critério da razão permite concluir que a série con-
verge para todos os valores de a . 

5) Sendo J monótona em [a , 6], justifique que / 
só pode possuir descontinuidades de 1.« espécie nesse 
intervalo. Estude a continuidade da função 

/<») - { 
0 (x rac.) 
x (x irrac.)' 

R . : Uma função monótona tem sempre limites late-
rais nos pontos de [a , b] e portanto só pode possuir 
descontinuidades de 1." espécie. 

A função 

0 (x rac.) 
x {x irrac.) 

é continua para x 0 pois | f (x) — f (0) ] — ) i j . 
Em todos os outros pontos apresenta descontinuidades 
de 2." espécie. 

6) Considere a função 

í f 1 ) 
f y / ^ x ( s < 0 ) 
l i / í " (x^O) 

e calcule g' (0) . Esboce a imagem da função na 
vizinhança de x => 0 . 

R. : Notando que 

e « ~ g ( 0 ) 

resulta g' (0) = 4- 00 . 

( * < 0 ) 

<x>0) 

I. S. C. E. F — MATIMÍUCAS GKIIAIB — Exame final — 
Ano lectivo de 1969-70 — Época de Outubro — 
Ponto 7 - 6-10-1970. 

5 7 7 9 — 1) Prove a seguinte propriedade: se 
a,beJt e a > 6 , então a + c>- f i + a V c e ü . 

R , : Com efeito, seja a = [A j , A2] , b — [Bj , Bj] , 
O - . [C, , Ctf , a + c - [ D I , D , ] e b + c - [Ei , E j j . 
Como a > b , exisíe a'i e A ! * b'j e B^ tais que 
a', > b'j ou a'i — b'j > 0 . Então, poderemos deter-
minar e1! e Ci e c2 e Cs tais que c'i — e'i < a1! —b'i 
ou b' j + e'i < a'i + c ' i . Mas b'2 + c'j e Ej e a'i + 
+ c'i e D( e portanto a + O b -j- c , 

2) Prove que X é ponto de acumulação de A se 
e só se em qualquer vizinhança de X existe pelo 
menos um elemento de A distinto de X. 

Mostre que sup A — sup A , onde A designa o 
fecho de A , Indique dois conjuntos A e B tais que 
AÇ\B 0 o ÃÇ\B4: 0 . 

Indique o Ínfimo, o supremo e o fecho do conjunto 
X - |a>e R:x = n'"""' (m,n - 1,2,—) \ . 

R. : Se X i ponto de acumulação de A , numa V, (X), 
por menor que seja 1, existe uma infinidade de elemen-
tos de A e portanto existe sempre um elemento de A 
distinto de X. Reciprocamente, se em qualquer V ({X) 
existe um elemento de A distinto de X, há uma infi-
nidade de elementos de A em qualquer V, (X), 

Notando que A =» A U A ' , basta examinar as hipó-
teses sup A >• sup A t sup A > sup A . No primeiro 
caso haveria a >• sup A , o que é absurdo; no segundo 
caso, haveria a !> sup A que é uma contradição. Logo 
sup A = sup A . 

Sendo A = ] a , b [ e B = ] b , c ] vem A fi B — 0 e 
ÃnB - |bt- í « / X - 0 , iiíjiX^+oo, x=xut<H. 

3) Indique, justificando, quais das proposições 
seguintes são verdadeiras: 

t) Se u e wlB+1 v, u e v são os únicos 
sublimites de u„ . 

fi) Se o conjnnto dos termos de uma sucessão 
não tem máximo nem mínimo, a sucessão é 
divergente. 

tti) Se \f n e N t i n > 0 ^ » , - » 0 , então u„ é 
decrescente. 

Calcule 

R. : A proposição i) é òbviamente verdadeira. Para 
ii) basta notar que o ínfimo e o supremo de ( u j são 
pontos de acumulação, e portanto sublimites de nB) para 
provar que ii) é verdadeira. Para ML), observemos que 

2 + (— l)a 
u„ = — > 0 é evanescente e no entanto não 

n 
é decrescente. Logo iii) é falsa. 


