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O ¢paradoxo dos gémeos» e «tempo formal»

por Anténio Brolas
(Centro de Caleulo Cientifico, Instituto Gulbenkian de Cibneia)

O tempo é uma grandeza que se mede com
rel6gios. Relogios sio maquinas que se podem
comprar na Suissa(!). Estas duas sélidas
verdades nem sempre sio respeitadas nos
textos sobre a Teoria da Relatividade.

Como, com frequéncia, em sobreposigio
ao conteudo fisico da teoria, se instalam ideias
arelativistas», produtos do simples poder in-
vocador da palavra relatividade, que condu-
zem a paradoxos relacionados com o tempo,
surgem textos em que os autores se dedicam
a definir «tempos» convenientemente elabo-
rados para levantar esses paradoxos.

Um exemplo flagrante desta tendéncia
é-nos dado pelo artigo: «Proper time, appa-
rent time, and formal time in the twin
paradox» de V. IlLavary [1].

Ora, qualquer relégio suisso desmentiria
a0 «tempo formal» definido neste texto a
qualidade de ser tempo.

Consideramos importante comentar este
artigo para sublinhar a diferenca que existe
enire o habil manipular do aparelho mate-
matico da teoria e a compreensdo do que ela
quer dizer em termos de comportamento das
coisas.

(1) E corrente nos textos de Relatividade falar-se
em «tempo biolégicon. Consideramos que o tempo
biolégico vivido por um ser vivo é o mesmo que é
marcado por um relégio que o acompanhe e parece-
-nos que os relogios-relogios sempre sfo mais pre-
cisos e mais cémodos que os relégios bioldgicos. Para
estabelecer as relagdes entre este texto e esses outros
basta fazer eorresponder «tempo bioldgico» ao que
designamos por «tempo medido por reldgios».

* L

Vejamos em primeiro lugar quais os para-
doxos relacionados com o tempo que corren-
temente aparecem na Teoria da Relatividade.

O primeiro paradoxo.

A Teoria da Relatividade Restrita pode
ser enunciada do seguinte modo: As coorde-
nadas espaciais (ortonormais) e temporal de
um acontecimento em dois referenciais de
inércia estdo relacionadas entre si pelas fér-
mulas de transformag¢io de LORENTZ:
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(no caso dos eixos Ox e Ox' dos dois re-
ferenciais serem paralelos a v e das origens
coincidirem).

De (1) obtemos com facilidade
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féormula que permite pér em evidéncia o re-
sultado seguinte:

Um relégio B, mével com uma velocidade
constante em relagio a um referencial de
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inércia S, atraza-se em relagio a relogios
tquais fixos em S.

Com efeito, sendo ' a coordenada (cons-
tante) do relégio B num referéncial de
inérecia S, moével em relagio a S com a
velocidade 7, a formula (2) permite escrever:

3 ty — Uy = (tg—t)) V1 — B*

em que i e t; representam o tempo mar-
cado pelo relégio de B nos instantes 2 e
1(}) e t2 ® & o tempo marcado pelo rels-
gios de S (fixos em §) que estio préximos
do relégio B nos instantes 1 e 2.

Este resultado surge como um paradoxo

quando raciocinamos do seguinte modo :
«Se os relégios fixos em §' se atrazam em
relagio aos relégios fixos em S, entdo os
rel6gios fixos em S avangam em relagio
aos relégios fixos em S'».

A ser assim, haveria de facto uma distin-
¢do entre os referénciais S e S’ contréaria
ao Principio 'da Relatividade que exige a
equivaléncia de todos os referénciais de
inéreia,

O raciocinio indicado ndo pode, porém, ser
usado em Relatividade. Com efeito, a sua
validade pressupde que simultaneidade tenha
um significado absoluto o que nio verdade
em Relatividade (#2=1t/1 nido implica to=1).

O Principio da Relatividade ¢ de facto
respeitado. Em (3), ¢s e ¢y representam o

tempo marcado por um mesmo relégio e s

e i o tempo marcado por relégios diferen-
tes, O rel6gio B atrasa-se em relacio aos
relégios fixos em S, mas é sucessivamente
comparado com diferentes relégios de S.

Consideremos agora o relégio A fixo em
S. As férmulas inversas de (1) permitem
escrever

2) t=ty1— (% —
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(1) O instante # marcado pelo relogio B e a posi-
¢do do relégio B nesse instante definem o aconteci-
mento 1 da linha de Universo de B.

Sendo x a coordenada (constante) de A4

em S temos
)

(3’) ta — ) = (t‘rg —_ i’;) V1— ﬁz,

em que 72 e #; representam o tempo mar-
cado pelo relégio 4 e 3 e t; o tempo
marcado por dois relégios fixos em S’ que
no instante inicial e no instante final se cru-
zam com o relégio A(!). A atrasa-se por-
tanto em relacéo aos relégios de S’.

Em conjunto temos : cada relégio de §', B
por exemplo, atrasa-se em relacio aos reld-
gios fixos em S que encontra no seu cami-
nho e cada relogio fixo em S, 4 por exem-
plo, atrasa-se em relaciio aos relégios fixos
em S’ que encontra(2). Ha perfeita equiva-
léncia entre um e outro referéncial. O Prin-
cipio da Relatividade é pois respeitado.

Esta questio s6 foi considerada um para-
doxo, no finicio, quando a Teoria da Relati-
vidade estava ainda insuficientemente divul-
gada. A sua compreensio, hoje faz parte da
compreensio elementar da teoria.

(Em linguagem da geometria espacio-tem-
poral o resultado (3) enuncia-se: dados dois
acontecimentos 2 e 1, o comprimento do
segmento que liga 2 a 1 é menor ou igual a
diferenga f3—t;, em que .¢; é o instante
em que num dado referéncial de inércia se
verifica o acontecimento z. A igualdade 6
valida quando os dois acontecimentos 2 e 1
ge verificam no mesmo ponto do referéncial
considerado. A diferenga #, — t;, igual entio
ao comprimento do segmento de Universo
que liga 2 a 1, é chamada intervalo de tempo
préprio).

(1) 1 e 2 sio agora acontecimentos da linha do
Universo de 4.

(3) Podemos ainda dizer: I cada vez maior o avango
dos relégios de S em relagdo a um certo reldégio de
8! e ¢ cada vez maior o atrazo de um certo relogio
de S em relagio aos relogios de S/. E vice-versas
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O 2.° pasradoxo. O paradoxo dos gé-
meos.

Seja A4 um observador imé6vel num refe-
rencial de inércia S e B um observador
que inicialmente se afasta de A com uma
velocidade constante v. Atingido um ponto
C (fixo em S), B inverte o sentido da
marcha e regressa a A com a mesma velo-
cidade v.

Sendo d a distdncia 4 a C e t o ins-
tante inicial de passagem de B por 4, o
observador B atinge C no instante #y=1fy+4
+ d/v e atinge de nove A mno instante
ta=1ty+ 2d/v. (fo,t1 e fo sio valores indi-
cados por reldgios fixos em S e acertados
entre si).

O estudo anterior diz-nos que um relégio
que B leve no bolso se atrasa em relagio
aos relogios fixos em S. Durante a viagem de
A para C esse relogio anda (fy — to)V/1—[2
e durante a viagem de regresso de C para
A (ta—t)VT—F.

Neste problema os dois observadores to-
cam-se nos instantes inicial e final. Enquanto
o relégio de A andoun (f2 — #) o relogio de
B andou 86 (f2— to)V1 — B2. Atrasou-se
portanto A = (fa — #) (1 — V1 — f?). Este
atraso é o atraso de um relégio em relacgéo
a wm outro relégio. A situagéo é diferente da
do problema anterior em que vimos o
atrasar de um relégio em relagio a um con-
junto de relégios.

O tempo que efectivamente vive cada um
dos observadores é o tempo marcado pelo
rel6gio que traz no bolso. Se 4 e B fo-
rem gémeos, no regresso da viagem, B vai
encontrar A mais velho (tendo efectivamente
vivido mais tempo) do que ele préprio.

Este resultado 6 um facto afirmado pela
Teoria da Relatividade. A surpresa que pode
causar niao deve ser confundida com a cons-
tatacio de um paradoxo. Um paradoxo surge
quando encontramos um resultado contradi-

tério com um outro resultado ou com um
principio de que nio estamos dispostos a
abdicar. Tal néo se verifica neste caso como
vamos procurar mostrar.

Mas vejamos em primeiro lugar como HrLaA-
VATY trata a questio no artigo referido. Na
primeira parte do artigo escreve:

«From the point of view of geometry the
only paradoxical thing about this problem
is its name».

Chamando em seguida a, b e c aos
acontecimentos passagem de B por 4, che-
gada de B a C e segunda passagem de B
por A, mostra que o resultado: tempo me-
dido pelo relégio de A superior ao tempo me-
dido pelo relégio de B, é 86 a traducio do
resultado geométrico.

(ab) > (be) + (ca)

em que (ab) ¢ o comprimento, em métrica
pseudo-euclideana, do segmento de Universo
que vai de a a b.

Serfamos tentados a dizer que o artigo
podia acabar aqui. Na pagina seguinte Hra-
VALY, porém, escreve:

«On the other hand, there is something
deeper in this problem than meets the eye on
first glance. From the relativistic point de view
the statement that B recedes from A and
retuns to ‘A is equivalent to the statement
that A recedes from B and returns to B"».

O sublinhado é nosso. Este ponto de vista
relativista é, como dissemos no infcio, nm
ponto de vista induzido pela pratica nsunal da
palavra relatividade, mas nio pela Teoria da
Relatividade.

A Teoria da Relatividade, bem ao contrario,
estabelece uma clara distincdo entre o que
acontece ao observador A e o que acontece
ao observador B. Enquanto que A esta
sempre imével num referéncial de inéreia S,
B esta inicialmente im6vel num referencial
de inércia &' e depois num outro S”, E esta
diferenga que tem como consequéncia a dife-
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renc¢a de marcha dos relégios de 4 e de B.
Ignora-la, é fazer surgir este resultado como
um paradoxo.

Hravary defronta-se com esta dificuldade
porque considera que «do ponto de vista
relativista» 4 e B estio nas mesmas cir-
cunstincias. No seguimento do artigo procura
resolvé-la, ou melhor, procura evita-la com
meios artificiosos que comentaremos adiante.
De momento queremos s6 sublinhar que nio
nos defrontamos com esta dificaldade dado
que consideramos que do ponto de vista da
Teoria da Relatividade é diferente o que acon-
tece a A e o que acontece a B.

Podem no entanto surgir outras dificul-
dades.

Uma outra maneira errada de abordar o
problema consiste na aceitagio do raciocinio
seguinte :

«Enquanto A esteve sempre imével num
referencial de inércia, B esteve im6vel num
referencial de inércia excepto no periodo
(que podemos sup6r instantineo) em que in-
verten a marcha em C. Entdo a diferenca
na marcha dos relégios sé pode ser devida
ao que se passa nessa inversiao de marchar.

A aceitagio deste ponto de vista conduz
imediatamente a um paradoxo. Com efeito a
diferenca acusada pelos relogios a chegada
2d(1 —V1I—p%)

= 1
B, mantendo a mesma velocidade v, inver-
ter a marcha ndo no ponto C mas no ponto
C' a distdncia d' de A o atraso passa a

. 2df Cm
A= (1—V1—F%). Mas o que se

de B a A é A= Se

passa em (' é rigorosamente o que se pas-
sava em C. Sendo os atrasos diferentes niio
podem portanto ser devidos ao que se passa
na inversdo de marcha. (Estio votadas ao
fracasso todas as tentativas para explicar a
diferenga A por meio de eveatuais efeitos
devidos & aceleragio em C).
Como explicar entio esta diferenga ?

+Ha que ndo pedir a teoria mais do que ela
nos tem a dar, mas ha que utilizar o que ela
nos dia. O problema dos gémeos néo é mais
do que a sobreposi¢io de dois problemas
idénticos a0 que consideramos quando consi-
deramos o «1.° paradoxo». Ora, se este pri-
meiro paradoxo é assunto esclarecido, tam-
bém o segundo o pode ser sem apelo ao que
quer que seja de diferente.

Procuremos em primeiro lugar responder
a uma pergunta:

Hé em relatividade efeitos devidos a
velocidade 2

O Prineipio da Relatividade afirmando a
equivaléncia de todos os referenciais de inér-
cia nega, (em Mecanica Classica e em Rela-
tividade), a possibilidade de efeitos absolutos
devidos a velocidade. Isto ndo significa,
porém, impossibilidade de existéncia de efeitos
relativos. O atrasar do relégio de um obser-
vador B que se move num referencial S &
bem o exemplo de um efeito relativo devido
a velocidade. (Efeito que existe em Relativi-
dade e nio em Mecanica Classica).

A ideia de que «em Relatividade nio exis-
tem efeitos devidos a velocidade» tem no
entanto sido tdo divulgado e tornou-se tio
corrente que se nota nos textos de Relativi-
dade como que uma espécie de retraimento
em afirmar o que claramente é indicade pe-
las equacdes de LoORENTZ, a saber, que em
Relatividade ha efeitos relativos devidos a
velocidade (e até mais do que em Fisica
Classica).

Em consequéncia, vem constantemente ao
decima uma «necessidade de explicar» o
atraso do relégio de um observador em mo-
vimento. Em vez de encarar este atraso como
um efeito relativo devido a velocidade (e in-
teiramente compativel com o principio da
Relatividade como ja vimos) ha autores que
procuram ainda outras «explicagdesn».




GAZETA DE MATEMATICA

29

O atraso do relégio do observador em
movimento rectilineo e uniforme num refe-
rencial e o atraso do relégio do observador
que sofre inversio de marcha e volta ao
ponto inicial, um e outro, sio efeitos relati-
vistas devidos a velocidade. Ndo ha que pro-
curar outras explicagdes, ha s6 que mostrar,
no segundo caso como ja foi mostrado no
primeiro, que o efeito em questio é compa-
tivel com o Principio da Relatividade.

A demonstragio fica logo feita quando é
feilo notar que o segundo problema ndo 6
mais do que a sucessio de dois problemas
iguais ao primeiro. Mas, dadas as dificulda-
des que a questio tem levantado, uma analise
mais detalhada talvez nido seja excessiva.

Problema dos gémeos e Principio da
Relatividade.

Partamos do facto assente (e compativel
com o Principio da Relatividade) de que o
rel6gio de um observador se atrasa em rela-
¢io aos relégios de um referencial no qual
ge move com uma velocidade constante.

Encaremos o problema dos gémeos do
ponto de vista do referéncial S em que A
esta imovel.

O observador B estd em movimento e o
seu relégio atrasa-se em relagio aos relégios
fixos em S. Se, inicialmente, o relégio de
B estiver acertado com o relégio de 4, ao
chegar a (', estarAa atrasado em relagio a
um relégio fixo em C' e acertado por 4.
Durante o regresso de C a A o relégio de
B continua a atrasar-se. E pois clara a razio
do atraso do relégio de B & chegada a A.

Encaremos agora o problema do ponto de
vista dos referénciais de B. B esta inicial-
mente imével num referéncial S’ que se move
em relacio a S com a velocidade v e,
depois da inversio de marcha, fica imével
num outro referéncial S” que também se

mové em relagio a S com a velocidade v,
mas em sentido contrario. ‘

O rel6gio do observador A atrasa-se cons-
tantemente em relagio aos relégios fixos em
S' e em relagio aos relégios fixos em S”.

Vamos sup6r que inicialmente todos os
rel6gios de S’ estio acertados com o relégio
B e que os reldgios de S” estio acertados
entre si e de modo tal que, quando B chega
a C, o relégio de S’ que encontra esta
acertado pelo seu. (Depois da inversio de
marcha B viaja lado a lado com este relo-
gio). Satisfeitas estas condi¢des B estara
acertado com os relégios de S’ na primeira
fase da viagem e com os relégios de S” na
segunda fase. Admitamos ainda que A4 esta
acertado com B no momento inicial.

A estA em movimento em relacio a S’
em relacgio a S”. Durante um periodo com-
paremos o relégio de 4 com os relégios de
8. O relégio de A atrasa-se. Como na fase
final da experiéncia temos de comparar o
relégio de 4 com o relégio de B (que nessa
altura estara acertado com os relégios de S”)
passamos num momento qualquer a comparar
o relogio de A com os relégios de S”. (Por
outras palavras: consideremos um aconteci-
mento na linha de Universo de A . Até esse
acontecimento estudemos A do ponto de
vista de S’ e depois do ponto de vista de
Sﬂ)'

No momento da mudanga(!) 4 contacta
com um relégio fixo em S' e com um relé-
gio fixo em S". Um calculo (que pode ser
deixado como exercicio simples) mostra que
nesse momento esse relégio de S'' esta atra-
zado em relagiio a esse relégio de S' de

A,,.=t"m—t:,:=(tg—fu)-

) (711_—@— VI=F).

valor independente do momento considerado.

(1) Mudanga de sistema de referéncia e nfio mu-
danga fisica, bem entendido.
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Como A estd acertado com B no mo-
mento inicial e B marcha acertado com os
relégios de S'" na fase final, temos que o
atraso de A em relagio a B no encontro
final é dado pela soma do que A se atrasou
em relagio aos relégios de S' até ao mo-
mento da mudanca, mais o avango do relégio
de §" em relagio ao relégio de S' no mo-
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mento da mudanga (valor negativo igual a
— A,), mais o atraso de A em relacio aos
relégios de S” desde esse momento até ao
encontro final.

Um caleulo simples mostra que a soma
da primeira e terceira parcelas é igual a

—t5) (‘/1;_{32 22 1) .

A soma total tem o valor negativo

(ta—to) (V1 — P2 —1).

Vemos que, no momento do reencontro, o
relogio de A esta avangado em relagdo ao
de B sem ter deixado de se atrasar sempre
em relagiio aos relogios dos referenciais S'
e 8" em que B esteve fixo. Em tudo foi
respeitado o Principio da Relatividade.

O «tempo formal» de Hlavaly.

Vejamos agora a continuagio do artigo de
Hravary.

Dado o ponto de vista crelativista» que
adopta, para Hravary, o atraso do relégio
de B no problema dos gémeos é uma dificul-
dade, uma espécie de facto contra natura que
procura evitar.

Adopta entdio a atitude de definir uma
variavel a que chama «tempo formal» conve-
nientemente escolhida de modo a que o
«tempo formal» de B venha coincidir com
o «tempo formaly de A no momento do
reencontro. Fala em seguida de relégios que
medem o «tempo formal». Para estes «reld-
gios» a «dificuldade», naturalmente, desa-
parece.

De facto, a base de partida de Hravary
nio é propriamente a Teoria da Relatividade
(teoria fisica) mas sim a consideracio de
um espac¢o pseudo-euclideano, objecto mate-
matico utilizado no aparelho mateméatico da
teoria.

(Enunciamos atraz a Teoria da Relatividade
falando de férmulas de LORENTZ, de referén-
ciais de inércia e de coordenadas espaciais e
temporais, coordenadas estas que sfio gran-
dezas fisicas mensuraveis com réguas e rel6-
gios. Foi esta a formulagido inicial de Eins-
TEIN. Posteriormente, MINKOVSKI apresentou
uma formulagéo elegante e fecunda (os desen-
volvimentos o provaram) que se pode resumir
assim : o espago-tempo é um espaco pseudo-
-euclideano. Este segundo enunciado identifica
o comprimento de um segmento do espago-






