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is idempotent. Let t r A denote the trace 
of A . Then (1) gives 

tr Ai = f r d iag( l , . , 1 , 0 , . . . , 0) = n ( . 

nt 

On the other hand we have trE= 2 *r 

m 

and so « = 2 • 

We show now that b) implies e). This has 
been proved by DJOKOVIC, LANGKORD and 
others (see [3], where a stronger result due 
to K. C. THOMPSON is mentioned). For the 
sake of completeness we repeat a proof here. 

Let ici ' ' , ... , be a basis for the range 
of Ai. Let x bo any 11 dimensional vector. 
We bave 

m 
x—Ex — 2 AiX 

i- 1 

which proves that any x can be expressed 
as a linear combination of the vectors 

m 
a?i°, • • •, «»? (* = 1, • • • , rn). As 2 Bi = 711 

1 

the number of tliese vectors is exactly n 
and so they must be linearly independent. 
It follows that any x can be expressed uni-
quely in the form 2 with ar< belon-

i s 1 
ging to the range of Ai, namely a\ = A{ x. 
Therefore A} At x = 0 (i , x arbitrary) 
and so A jA i = 0 ( i ^ j ) . 

Finally we show that c) implies a). 
T.I 

Multiplying ^ A(=E by Aj we get 

A f ^ A j 

and the proof is complete 
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Sôbre os teoremas de Zorn, de Zermelo 
e de Bernstein-Canfor 

por Constantino M. de Barros 
lustllutü do MatejQitlca da Uoiverãldado Federal Flu:uii:t>nic, lir.iuI 

O» teoremas referidos acima são deduzidos 
facilmente de um bem conhecido lema que 
assegura a existência de partes bem orde-
nadas compatíveis com uma função dada. 
De passagem dá-se uma demonstração sim-
plificada dêsse lema. 

1. Sejam E e F conjuntos. Uma relação 
unívoca de E para F é um subconjunto f 

do produto cartesiano E X F tal que se 
(ar, y) , (ar1, y') ef e x = x1, então y = y'. 
Diz -se que f é uma função de E para F 
se f é uma relação unívoca de E para F 
verificando a seguinte condição suplementar: 
para todo xeE existo pelo menos um yeF 
tal que ( x , y ) e f . Se / é uma fnnção de 
E para F, então para todo x e E existe 
um único elemento de F , indicado por 
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f ( x ) , tal que (x, f (x)) e f . Uma aplicação 
é um terão ( F , f , E ) tal que f seja uma 
função de E para F. Uma função f de E 
para F, resp. uma aplicação ( F , f , E ) , 
ê dita bijetiva se para todo yeF existe um 
único elemento xeE tal que y=f(x). 

Diz-se que ^ ó uma relação de ordem 
«Obre o conjunto E se ^ é um subcon-
junto de E x E satisfazendo os tr5s seguin-
tes axiomas : 

(ROÍ) Se xeE, então x^x-, 

(R02) Se x^y e y^s, então x ^ z; 

(R 03) Se x ^Ly e y ^.x, então x y; 

onde x ^ y significa (x ,y) 6 ^ . 
Seja (E , um sistema ordenado, isto 

ê, Z. ó uma relação de ordem sfibre E . 
Para cada xeE põe-se 

Ar = ] •— , a?] = |tf | w e E e 

Por A indica-se a função de E para 
$(E) tal que A (ar) = A^ se xeE. Por 
(3(2?) nota-se o conjunto formado por todas 
as partes de E , 

PROPOSIÇÃO 1. Se ^ É uma relação de 
ordem sõbre E , então existe uma única 
função A de E para [3 (E) tal que 

(FOI) Se xeE, então x e A x , onde 
A« = A (a:); 

(F02) Se ( x , y ) e E x E e xeAyi então 
A , C A f ; 

(F03) Se (x,y)e E x E e A* — A , , 
então x = y; 

(F04) Se (x,y)eEXE, então x^y 
se, e sòmente se x e A y . 

Reciprocamente, ae A é uma função de E 
para (3{E) satisfazendo (FOI), (F02) e 
(F 03), então existe uma única relação de 
ordem ^ sôbre E tal que A(aü) = A I=> 
= ] t- , x } para todo xeE. 

Seja aeE. Diz-se que a é maximal se 
o conjunto \X\XBE e a<a;| é vazio. Seja 
X c E . Diz-se que a é uma coía superior 
(resp. inferior) de X se x ^La (resp. a^x) 
para todo xeX. Diz-se que a 6 primeiro 
elemento de X se a e A' e a é cota inferior 
de X . Indica-se por X + o conjunto das 
cotas superiores de X . Designa-se por Pri 
a relação únivoca de f3 (E) para E tal que 
(X , a) e Pri se, e sòmente se a ó primeiro 
elemento de X. Diz-se que X possui pri-
meiro elemento se existe a e E tal que 
( X , a ) e P r i . Indica-se por Sup a relação 
unívoca de fi(E) para E tal que (A!,a)eSup 
se, e só se (X+ ,a )6Pr i - Diz-se que X 
admite supremo se existe se E tal que 
( Z , í ) e S u p . Se X admite supremo indica-
-se por SupX o elemento de E tal que 
(X , Sup X ) e Sup e diz-se que SupX ó o 
supretno de X , 

Seja K um subconjunto de E . Diz-se 
que K é bem ordenado (por se todo o 
subconjunto X de K possui primeiro ele-
mento. Portanto K é bem ordenado se, e 
só se para todo X C K existe we X tal 
que W e p| AX . 

H.T 
Diz-se que ( E , é bem ordenado se E 

é bem ordenado por ^ . 
Por (3f ( E ) indica-se a coleção constituída 

por todas as partes não vazias de E. Uma 
função escolha sõbre E ó uma função a de 

(E) para E tal que cr(X)6X para todo 
Xe í3 . ( £ ) . 

2. Seja ( E , f , ^ ) tal que ( j E , f , E ) 
seja uma aplicação e (E, seja um sis-
tema ordenado. 

L E M A 1. Se ( i , a ) e E x E verifica 

(C_f) x ^ a ou f ( a ) ^ x , 

então (x , a) verifica também a eondição : 

(Nf) se a < x , então f (a) ^ x . 
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Se além do mais a ^ f (a) , então 

(C) a < x ou i Z a . 

Reciprocamente, se um par (x , a) e E X E 
verifica ( N f ) e ( C ) , então (x , a) satis-

faz (CO-

DEMONSTRAÇÃO. (CS)=>(Nf). Se A < x, 
então, x ^ a , logo f { a ) ^ . x por [ C f ) . 

[CP) =•>(O). De facto, ae x ^ a , então 
a ^lf{a) ^ x . A recíproca ó trivial. 

LEMA 2. Se ( x , A ) E E X E satisfaz a 
condição (C% e se x ^ f ( x ) , então ( f ( x ) ,a ) 
também sattisfaz (Cf). 

DEMONSTRAÇÃO. Se a : < A , então f{x)^la 
pelo lema 1. Se x = a, então / (G ) ^/ ( ÍC ) . 
Sef(a)^lx, então f(a)^lx^.f(x). Logo 
f(x)^a ou f ( a ) ^ f ( x ) . 

Seja K uma parte de E. Para cada sub-
conjunto A de K se escreverá 

CA-4 = | ;ce A' e se ae A, então x^a 
ou f ( a ) ^ x \ , 

CAA = jas | x 6 K e se ae A , então x^a 
ou a^Lx j , 

NKA = jar jase K e se aeA e a<x, 
então f ( à ) ^ - x \ . 

Tem-se 

OÍA = KÇ\CÍA e 2SÍA^KÇ\NfBA, 

Do lema 1 resulta: CAA d NíA f j CKA. 

Se além do mais a^.f(a) para todo aeA, 

então CÍA = NÍ-ACl CKA. 

LEMA 3. Se A C K C E , então 

(C1 ) Se w é primeiro elemento de K , 

então w e Ck ; 

( C L ) Se B C C R A , AE B admite supremo 

e se (Sup B)eK , então (Sup B ) e C í í A . 

DEMONSTRAÇÃO de (C2) . De fato, seja 
aeK. Se a ó uma cota superior de B , 
então ( S u p B ) ^ a . Se a não é cota supe-
rior de B, então existe xeB tal que x a, 

logo / (a ) ^ x . Portanto / ( « ) ^ x ^ Sup B . 
Consequentemente ( S u p Z f ) ^ a ou f ( a ) ^ l 
^ S n p B. Logo (Sup B) e @í A . 

Uma parte K de E será dita uma corrente 
em w se (K ,w) satisfazer os três axiomas 
seguintes: 

( C l ) / ( J E ) c í j 
(C 2) w e K ] 
(C 3) Se A d K e se A admite supremo, 

então (Sup^4)e7T. 

Se além do mais ( K , w ) satisfizer 

(C4 ) Se xeK, então w^lx, 

diz-se que K é uma corrente de origem tv . 
Para todo w e E tem-se: ( í ) E é uma 

corrente em w; (ti) a interseção de todas 
as correntes em w é uma corrente em to . 

Por AT[ÍÜ] indica-se a interseção de todas 
as correntes em w e será dita a 
a corrente gerada por io . 

Da definição de K\w] resulta o seguiate 
principio de indução: se Xcz E ese ^[ I Í ÍJH^ 
ó uma corrente em ic , então K[w~] C. X . 

Diz-se que (E,ft^.) é uma dilatação a« 
(E, é um sistema ordenado e f ó uma 
função de E para E tal que 

(D) Se xeE, então x ^ f ( x ) ; 

ou equivalentemente 

(D) Se weE, então [w, \x\xe E 
e w ^.xJ é uma corrente em w , 

Se {E , f , é uma dilatação e weE, 
então K[w~\ cz [w, -*• [ , logo to é primeiro 
elemento de K[w\, Portanto A'[W] é um i 
corrente de origem w . 
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LEMA 4 . Seja ( E , F, é uma dilatação 
Se w e E e se K [w] CZ N r K [w] , então 
K [w] é uma parte bem ordenada de (E , . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja I c À ' [ w ] tal que 
X ^ t f , onde 0 é o conjunto vazio. Suponha-
mos que X nau possui primeiro elemento. 
Então Jt =— yt f onde X~ é a parte de 
E formada por todas a» cotas inferiores 
de X. 

(a) Seja aeX~, então a < a; para todo 
a:eX, logo f{a)^x para todo xeX. 

Consequentemente f(a)eX~. 

(b) ioeX~ visto que w é o primeiro ele-
mento de A' [w]. 

(c) Seja Acz X tal que A admita su-
premo. Então para todo xeX se tem 
( S u p A ) ^ x . Logo ( S u p ^ e Z - . 

De (a), (ô) e (c) resulta que X~ — K[w], 

logo iV = 0 , o que é absurdo. 

LEMA 5 . Se (E , f , é uma dilatação, 

então K [ * ] c C K [ w ] , 

DEMONSTRAÇÃO. Em virtude dos lemas 2 

e 3 se a e K[w\, então o conjunto (Á'[u>])a = 
Ja; xZ.a ou f(à)^-x\ 6 uma 

corrente em w. Portanto K [«;] = (A* [ « ] ) „ . 
Dos lemas 4 e 5 e do fato de Cr K[w~\ d 

K[w\ resulta 

PROPOSIÇÃO 2 . Se (E ,f é uma dila-
tação e se WGE, então é uma parte 
bem ordenada de E. Além do mais w é o 
primeiro elemento de A" [MI] e f(m) = me X[w] 
se K[m?] admite supremo e m Sup Á"[w?j. 

COROLÁRIO 1 (do ponto fixo para dilata-
ções). Se ó uma dilatação e se 
tôda parto bom ordenada de E admite 
supremo, então para cada to e li existe 
me E tal que to ^ m e f(m) = m . 

3. TEOREMA DE ZORN (J.* forma). Seja 
(E, um sistema ordenado tal que tôda 
parte bem ordenada de E admite supremo. 
Então para todo w e E existe um elemento 
maximal m e E tal que w m . 

DEMONSTRAÇÃO, Seja f a função de E 
para E definida pela formula : 

J-r ^ l x 30 x se x ê maximal, 
[ ) se x não é maximal, 

onde a é uma função escolha sObre E. 
O teorema resulta do corolário 1. 

4. Seja a uma função escolha sôbre E . 
Indica-se por o a função de para 

definida pela seguinte formula: se 
Xcz E, então 

; r E se 

— J T ) t se X 4 = E , 

onde E — A" = ju; j tí? e I? e tü^-Zj. Tem-se 
que (P(2f) , d, cz) é uma dilatação Seja 
ATo[0] a corrente gerada pelo conjunto vazio. 
Por A'* se indicará o conjunto A , [0] — 
— |J?j. Se xeE, por A i se indicara a 
reunião de todos os conjuntos YeKl tais 
que x$ Y . Em virtude de definição de A* re-
sulta : 

(O*) Se YeK*, então xf Y se, e só 
se y c z A S . 

PROPOSIÇÃO 3. Para todo x e E existe 
um único subconjunto de E, indicado por 
A í , tal que 

(1*1) A 
(1*2) x t K ; 
(1*3) a(E — A.*) = x . 

Além do mais se Ye K* , então Y=AJ ( j í _ r ) . 
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DEMONSTRAÇÃO. A B propriedades ( I * 1 ) e 
( I * 2) são consequências da caracterização de 
A ; por intermédio de (O*) e de definição de 
A' o [0j . Besta mostrar apenas (1*3). Se 
A:"(J — M)\ - E, então x=a(E~K) 

pois x $ A* . Se c (A*) e K* e (A í ) , 
então cr(A*)cA£-, em virtude da definição 
de A í ; logo v(E — Aí ) e A" o que ó absurdo. 

Seja y tal que Ye K; , Y e a(E— Y)= 

= x . Da definição de A í e de (1*2) resulta 
que Y c = A Í . Se Y4= A * , de ( I* 1) e do 
lemma 1 resulta que i ? ( y ) C A í , logo 
a(E— Y)G A í , portanto Q (E — Y)=j= x pois 
í c ^A* , poróm isto contraria a hipótese 
v(E- Y) = x, logo F = A Í . 

Se YeK* e se x — a(E— Y), então 
xeY, logo r = A í pela unicidade. 

COROLÁRIO 2. Se x,yeE, então 

(CO x ^ A l se, e só se A* d Aí , 

(Oc) « e A , se, e só se A ^ c A J ( 

onde A^ = Aí U . 

COROLÁRIO 3 . Seja CR uma função escolha 
sóbre E. Se a* é a função de K* para E 
tal que « « ( 7 ) — < r ( £ — Y) se YeK* e A * 
é a função de E para K, tal que A* (ar)=AÕ 
se xeE, então <7* ó bijetiva e A* é a 
inversa de a * , isto ó, t7*A*(:r) = a; .se 
xeE e A * = r * ( r ) = r se YeK*,. 

TEOREMA DE ZERMELO. Seja u uma fun-
ção escolha sóbre E . Então existe uma única 
relação de boa ordem ^ sObre E tal que: 
(i) KJ é o conjunto cujos elementos são da 
forma ] - » - , x [ , onde x e E ; ou (ii) <r(E—[+-
—, x [ ) = x para todo x e E . Além do mais 
A* (x) = ] , x [ para todo x e E , er(E—Y) 
i o primeiro elemento de E — Y se Y e K * 
6 A*{E> = 0 . 

D E M O N S T R A Ç Ã O . Pondo-se ar < y se 
(a;, y) e E x E e Aí cz A* , de A* ser bi-

jetiva resulta que ^ é uma relação de boa 
ordem sóbre E. 

A unicidade é consequência do lema 6 
abaixo aplicado à K— Ka[$] e à 

K' - A * ( 0 ) U |J?j em ( p ( E ) , í , <=). 

LEMA 6 . Seja ( E , ^ ) um sistema orde-
nado tal que tôda a parte bem ordenada 
admita supremo. Seja f uma função de E 
para E . Se w e E , então existe no máximo 
um subconjunto K de E tal que 

(1) K é uma corrente de origem em w. 

(2) Se x e K , então x ^ f ( x ) ; se 
( x , y ) e K x K e x ^ y ^ f ( x ) , então x = y 
ou y = f ( x ) ; 

(3) K é bem ordenado; 
(4) Se p e K e p = f ( p ) , então x ^ p 

para todo x e K . 

Se alim do mais x ^ f ( x ) para todo x e E , 
então K ( w ] é a única parte de E verifi-

cando as condições (1), (2), (3) e (4) acima. 

D E M O N S T R A Ç Ã O . Seja A'1 uma outra 
corrente de origem to. Tem-se K c K'. 
De fato, em caso contrário K — 
Nêste caso seja q o primeiro elemento de 
K—K', o qual existe visto que K é bem 
ordenado. Seja A , (A ' ) |a: e A" e x <. qj. 
Da definição de q resulta A* (K) d K f| A". 
Seja s = Sup A£ (.ÍT) . Das duas uma: s<Cq 
ou s = q . 

Caso 1. Seja S < q , Como s < q < / ( s ) 
é impossível, então f(s)^q, pois q,f(s)eK 
e K é bem ordenado. Ora /(s) < q implica 
f(s) = s em virtude da definição de s e de 
(2). Se / (s) = q, então q = / { * ) e Á'1, pois 
s e A", o que também é absurdo pois 
qe K — A"'. 

Caso 2. Seja s = g . Orá A* (A ' ) cz K' 
e K' ê uma corrente, logo qe K', pois 
q — s, mas q e K — K'. Por tanto êste 
segundo caso é impossível. 
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Conseqiiêntemente K — A'' — 0 . Portanto 
K CZ K'. Pelas mesmas razões K'd K. 

Das proposições 1, 2 e do lema 5 resulta 
que K = K [w ] satisfaz (1), (2) e (3). Resta 
apenas demonstrar (4). Se jseATfwi] e 
p = f ( p ) , então ["?,/>] é uma corrente em 
w, logo A!"[u>] cz [«) ,p]. 

5. Diz-se que { E é um sistema 
crescente se (E , é um sistema ordenado 
e / é uma função de E para E tal que 

(FC ) Se (x, y) e E X E e x ^y, então 

LEMA 1 (do ponto fixo para funções cres-
centes). Se (E , f , é um sistema crescente 
e tõda parte bem ordenada de E admite su-
premo, então existe m c E tal que m = f(m). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja W=\x\xeE e 
x ^ f ( x ) \ . O conjunto W é uma corrente 
de origem O ^ S u p t f . Aplicando o coro-
lário 1 à ( W, fw, ^ ,y), onde fw(,x)=f(x) 
para todo xeE e ^ n = ( W x W ) 
resulta que existe um elemento meW tal 
que m— f (m) . 

TEOREMA, DE BERNSTEIN-CASTOR. Sejam 
(F , g , E) e (E , h , F ) aplicações injetivas, 
i. e., se x , x ' e E , se y , y ' e F e se g (x ) = 
= g (x1) e h (y) = h (y'), então x = x' e 
y = y ' . Então existe uma função bijetiva f 
de E para F . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja 6 a função de fi (E) 
para tal que para todo Ã'.efi(E) se 
tenha Q(X)=C(h(C(g(X)))), onde C(Y)-
™ E—Y se Y(zE. O temo (p (E)i, 9 , c} 
á um sistema crescente. Pelo lema 7 existe 
um elemento E^efi^E) tal que 6(£,,) = £ 1 . 
Seja Fl—g(Ei); então C(Ei) = h(C(Fl)). 
Seja f a função de E para F tal que para 
todo xeE se tenha f ( x ) = g(x) se xeEl 

e h(f(x)) = x se xeCiEj). Da definição 

de / e do fato de g e h serem injetivas 
decorre que f é bijetiva. 

6. Nas demonstrações acima, dadas para 
os teoremas de ZORN, de ZERMELO e de 
BERNSTEIN-CANTOR usou-se fragmento (pro-
posição 2 e lemas 6, 7) do seguinte resultado 
básico: 

TEOREMA DA EXTRAÇÃO DE PARTES HEM 

OROENADAS E DO PONTO FIXO. Seja ( E , f , ^ ) 
uma dilatação ou um sistema crescente. Se 
toda parte bem ordenada de E admite su-
premo, então existe uma única parte de E , 
indicada por K , tal que (K , w) verifica as 
condições (1), (2), (3) e (4) do lema 6, onde 
•\v=Sup 0 . Além do mais í(Sup K } = Sup K. 

7. Seja um sistema ordenado. 
Seja A' um subconjunto de E . Diz-se 
que X ê 

(t. o.) totalmente ardenado se para todo 
(x ,x')e XxX se tenha ou x'^.x: 

(p. b. o.) parcialmente bem ordenado se 
túda parte totalmente ordenada não vazia 
contida em X possui primeiro elemento; 

(f. d.) filtrante (à direita) se para todo 
(a;',x")e (X x X) existe um elemento i e . Y 
tal que x' ^ x e x" ^ x. 

Por A'^ indica-se o subconjunto de E 
constituído por todos os elementos yeE 
tais que y x para todo x e X. Tem-se 

X + c = A # . 

Por C f (resp. C + ) indica-se a relação 
de ordem sôbre fi(E) definida do seguinte 
modo: 

I C * Y se, e só se A r c Y e T—X C l * . 

(resp. í c + r se, e só se X <z Y e 
Y— A ' c l + ) . 
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A relagão de ordem C ^ (resp. CI+) será 
chamada a (jfcyinclusão (resp. (#)-inclusão) 
associada à (E , . 

PROPOSIÇÃO 4 . Seja ff um conjunto cujos 
elementos são partes de E. Se ff é filtrante 
pela (#)-inclusão (resp. pela (+)-inclusão), 
então 9 admite supremo com respeito à 

C^fresp. C + ) e 

Sup ̂ = ( ( J ff) (resp. Sup^= ( ( J^ ) ) , # + 

onde Sup£" (resp. Supíf) indica o supremo 
# + 

de ff com respeito à (4£)-inclusão (resp. 
(=$=)-inclusão). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja X = U 

(a) Tem-se para todo Xx6&. 
De facto, seja m e l — X a , então existe 
Xpeí* tal que weX$ , porém ff é filtrante 
pela (^J-incIusão, logo existe X-jeff tal 

que e weXf — Xa , Conseqüên-
IT -H-temente w e X*, portanto X* C X . 

(Ô) Seja W uma parte de E tal que 

A i C ^ W para todo Xxe&. Seja w um 
elemento de W — X ; para todo X a e& se 

tem : iv e W — X* , logo w e X^ , portanto 

l o e l ^ . Conseqiiêntemente I c ^ 

LEMA 8 . Seja 5 um coniunto cujos ele-
mentos são partes parcialmente bem ordenadas 
(resp. totalmente ordenadas) de E munido de 

. Se & è filtrante pela (#)-inclusão, então 
((j ér) = Sup & e Sup ff é parcialmente bem # # 
ordenado (resp. totalmente ordenado). 

DEMONSTRAÇÃO. Em virtude da proposi-
ção 4 resta apenas mostrar que ( U y ) 6 
parcialmente bem ordenado (resp. totalmente 
ordenado). Seja Seja I I uma 

parte totalmente ordenada não vazia de E 
e tal que II (zX. Existe X^e? tal que 
11 D X* =f= 0 . Seja a o primeiro elemento 
11 n Xx • Tem-se que a é também primeiro 
elemento de H . Com efeito, para todo 

xell existe X^eff tal que Xa cz^X^ e 
sceXp, pois ff é filtrante pela (#)-inclusão. 
Das duas uma: xeXa ou xeX^— Xa . Se 
x e Xa , então a x . Se x e Xjj — Xx , 
então x <C <* Xp , portanto 

a^.x, pois a}xell e II é totalmente 
ordenado. 

COROLÁRIO 4. Seja ff um conjunto cujos 
elementos são partes bem ordenadas de E 
munido de Z. . Se ff é filtrante pela 
(+)-inclusão, então ( U ^ ) = Sup^e (Sup í") 

+ + 
é uma parte bem ordenado de E . 

8 . TEOREMA DE ZORN (2 .A forma). Seja 
(E, um sistema ordenado tal que tõda 
parte bem ordenada de E possui uma cota 
superior. Então para todo w e E existe um 
elemento maximal m e E tal que w ^ m . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja o conjunto for-
mado por tôdas as partes bem ordenadas 
de E que têm w por cota inferior. Do 
corolário 4 resulta que S6*, munido de <z + 

satisfaz a seguinte condição: se ff Cl e 
^ ó bem ordenado pela (-f-)-inclusão, então 
X = Supff" e Xe3S„. Da l.a forma do teo-

+ 
rema de ZORN resulta que existe M e 3BK 

maximal em cEw munido da ( + )-inclusão. 
Logo M—M\J M se to fOr cota superior 
de M. Portanto M+ — \m\ e meN. Con-
seqiiêntemente to Z.m e m é maximal em 

9- Seja ( E , um sistema ordenado. 
Se M e A são partes de E diz-se que M 
é cofinal em A «Q Mcz A & para cada a s A 
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existe wgM tal que a^iv. Se M fôr 
cofinal em A, então M + = A+ e A admite 
supremo se, e só se M admite supremo. 

LEMA 9. Para toda parte A de E existe 
M cofinal em A tal que M seja parcialmente 
bem ordenado. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja o conjunto das 
partes parcialmente bem ordenadas contidas 
em A. Pelo lema 8 e pela 1.* forma do 
teorema de ZORN existe um elemento Meê£A 

maximal em S£A munido da (#)-inclusão. 
Resta apenas, mostrar que M é cofinal em 
A . Se M não fosse cofinal em A , então 

para todo a e A — M se teria a e j l í^ , logo 
M LI jaj seria parcialmente bem ordenado e 
M U \a\ <z A, porém isto ó absurdo visto 
que M é maximal em óÊ  . 

Do lema 9 deduz-se : 

PROPOSIÇÃO 5 . Seja ( E , um sistema 
ordenado. As seguintes condiçOes abaixo são 
equivalentes 

(BI) Tôda parte bem ordenada de E possui 
nma cota superior (resp. admite supremo); 

(T I ) Tôda parte totalmente ordenada de E 
possui uma cota superior (resp. admite su-
premo). 

O U S E R V A Ç Ã O . Se I J K C + H ' , então 
Xcz+Y ou Kc:-•"A". Seja & um conjunto 
cujos elementos são partes de E . Com res-
peito a (-f-)-inclusão & ó totalmente orde-
nado se, e só se & fór filtrante. 

10- Do lema 7, por relativisação, re-
sulta : 

COROLÁRIO 5 . Seja (E , f , um sis-
tema crescente tal que tôda parte não vazia 
e bem ordenada de E admita supremo. 
Para todo w e E tal que w*Cf(w) existe 
me E tal que to < m e / (m) = m. 

No corolário acima, a hipótese w<Cf(w) 
é essencial como mostra o seguinte exem-
plo : seja Afí=\(x,y)l(x,y)eExE e x=y\; 
se / é uma função de E para E a qual 
não admite ponto fixo, então ( E , f , áB) ó 
um sistema crescente tal que toda parte não 
vazia e totatmente ordenada de E admite 
supremo. 

COROI JÁRIO 6. Seja (E , f , um sis-
tema crescente tal que E seja finito. Se E 
possui primeiro elemento ou se existe um 
elemento weE tal que u-<if(w), então/ 
possui ponto fixo. 

Sobre a de/erm/nacão do con/radomín/o 
de cerfas funções de mafrizes 

por G. N, d« O f i v s i r a 

Coimbra 

1. Seja G um conjunto de matrizes e ff 
um conjunto arbitrário. Seja y = f { A ) uma 
«função« que toma valores em & quando A 
percorre © . Suporemos que f pode ser 
multivalente, isto é, que a cada matriz A 
podem corresponder vários elementos de 

Designemos por ^ ( (3 ) o contradomínio de 
/ , isto é, ^ ( (5 ) é o subconjunto de f defi-
nido por 

y 8 í^(6)<=>3 Ae 6 tal que y é um dos 
elementos de & que f faz corresponder a A . 


