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existe wgM tal que a^iv. Se M fôr 
cofinal em A, então M + = A+ e A admite 
supremo se, e só se M admite supremo. 

LEMA 9. Para toda parte A de E existe 
M cofinal em A tal que M seja parcialmente 
bem ordenado. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja o conjunto das 
partes parcialmente bem ordenadas contidas 
em A. Pelo lema 8 e pela 1.* forma do 
teorema de ZORN existe um elemento Meê£A 

maximal em S£A munido da (#)-inclusão. 
Resta apenas, mostrar que M é cofinal em 
A . Se M não fosse cofinal em A , então 

para todo a e A — M se teria a e j l í^ , logo 
M LI jaj seria parcialmente bem ordenado e 
M U \a\ <z A, porém isto ó absurdo visto 
que M é maximal em óÊ  . 

Do lema 9 deduz-se : 

PROPOSIÇÃO 5 . Seja ( E , um sistema 
ordenado. As seguintes condiçOes abaixo são 
equivalentes 

(BI) Tôda parte bem ordenada de E possui 
nma cota superior (resp. admite supremo); 

(T I ) Tôda parte totalmente ordenada de E 
possui uma cota superior (resp. admite su-
premo). 

O U S E R V A Ç Ã O . Se I J K C + H ' , então 
Xcz+Y ou Kc:-•"A". Seja & um conjunto 
cujos elementos são partes de E . Com res-
peito a (-f-)-inclusão & ó totalmente orde-
nado se, e só se & fór filtrante. 

10- Do lema 7, por relativisação, re-
sulta : 

COROLÁRIO 5 . Seja (E , f , um sis-
tema crescente tal que tôda parte não vazia 
e bem ordenada de E admita supremo. 
Para todo w e E tal que w*Cf(w) existe 
me E tal que to < m e / (m) = m. 

No corolário acima, a hipótese w<Cf(w) 
é essencial como mostra o seguinte exem-
plo : seja Afí=\(x,y)l(x,y)eExE e x=y\; 
se / é uma função de E para E a qual 
não admite ponto fixo, então ( E , f , áB) ó 
um sistema crescente tal que toda parte não 
vazia e totatmente ordenada de E admite 
supremo. 

COROI JÁRIO 6. Seja (E , f , um sis-
tema crescente tal que E seja finito. Se E 
possui primeiro elemento ou se existe um 
elemento weE tal que u-<if(w), então/ 
possui ponto fixo. 

Sobre a de/erm/nacão do con/radomín/o 
de cerfas funções de mafrizes 

por G. N, d« O f i v s i r a 

Coimbra 

1. Seja G um conjunto de matrizes e ff 
um conjunto arbitrário. Seja y = f { A ) uma 
«função« que toma valores em & quando A 
percorre © . Suporemos que f pode ser 
multivalente, isto é, que a cada matriz A 
podem corresponder vários elementos de 

Designemos por ^ ( (3 ) o contradomínio de 
/ , isto é, ^ ( (5 ) é o subconjunto de f defi-
nido por 

y 8 í^(6)<=>3 Ae 6 tal que y é um dos 
elementos de & que f faz corresponder a A . 
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O problema que aqui nos propomos tratar 
é o da determinação de 9} (©) para várias 
concretizações de 6 , f e f . Problemas 
deste tipo têm, ultimamente, sido tratados 
por vários autores embora nem sempre se 
lhes tenha dado esta formulação. Formu-
lações bastante semelhantes podem encon-
trar-se em [8] e [16]. Vejamos alguns 
exemplos. 

Seja 6 o conjunto das matrizes simétricas 
reais de ordem TI . Seja & o conjunto das 
sequências y =» (X(, •. - , X„ ; al , • • • , an) em 
que os Af e a, são números reais e se supõe 
que Além disso, dois ele-
mentos de & que só difiram pela ordem dos 
ÜÍ não são considerados distintos. Definamos 
agora uma função f em © e que toma va-
lores em & do seguinte modo : 

,...,).»-,«!, -•- ,aB) =f(A) 

se e só se X t , . . • , são os valores próprios 
de A e «i , - ,a„ são os elementos prin-
cipais de A. Põe-se agora o problema: 
determinar o contradominio desta função. 

Sejam a t,-•-,<*„ os números aít---,a„. 
mas escritos por uma tal ordem que 
a, ^ • • •, ̂  a„. De acordo com ÍÍIKSKY [14] 
y e se e só se 

k k 

2 2 (& = 1 , • • • . " ) J 
i.=1 i-t 

verificando-se a igualdade para k = n . 
Graças a este resultado, dado um elemento 

y de podemos sempre decidir se y per-
tence ou não a ^ ( Ô ) • 

Seja agora C uma matriz complexa, fixa 
do tipo &><&• Designemos por 6 o con-
junto de todas as matrizes complexas, qua-
dradas, de ordem n (n > &) cuja submatriz 
contida nas primeiras k linhas e k colunas 
é C. Seja & o conjunto de todos os poli-
nómios de coeficientes complexos, de grau 
TI e primeiro coeficiente unitário. Finalmente 

seja f a seguinte função: se f(A) 
é o polinómio característico de A , Qual 
o contradominio de f ? A solução deste pro-
blema, que aqui não apresentamos por ser 
demasiado longa, pode eneontrar-se em [20] 
e [21], 

Como estes dois exemplos deixam ver, um 
sem número de problemas do tipo conside-
rado acima pode ser formulado. Como vere-
mos, muitos deles são extremamente difíceis 
e então, em vez da determinação de £>-(6), 
podemos, simplesmente, procurar algumas 
propriedades deste conjunto. Assim pode-se 
perguntar: será &f ( 6 ) conexo, convexo, 
limitado etc., sempre que estas noções tenham 
sentido em 9. Podemos ainda procurar sub-
conjuntos de 9 tais que í1, c ^ ( O ) ou 
i n W ) - * , onde <J> representa o con-
junto vazio, etc. 

Fm [15] e [16] encontram-se interessantes 
exposições de problemas deste tipo. Estes 
dois artigos contém uma boa parte dos resul-
tados conhecidos na altura em que foram 
publicados. No presente trabalho concentra-
remos a nossa atenção noa casos em que © 
6 o conjunto das matrizes estocásticas de 
ordem « ou o conjunto das matrizes dupla-
mente estocásticas da mesma ordem. 

2. Uma matriz A = [ a i j \ do tipo « X n 
diz-se estocástica se 

n 
ffljj-^0 e 2 = 1 (i>J= !)•••,»)-

Estas matrizes tôm importantes aplicações 
no Cálculo das Probabilidades. Seja então 
© o conjunto das matrizes estocásticas de 
ordem TI e & o conjunto dos números com-
plexos. Seja f(A) = um (qualquer) valor 
próprio de A . Neste caso especial designa-
remos por Mtl. Segue-se pois que 
ze Mn se e só se existe uma matriz estocás-
tica de ordem n de que z é uma das raízes 
características. O problema du determinação 
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de Mn resulta dum outro um pouco mais 
geral, mas que a este se reduz, posto por 
KOLMOGOROV em 1937 (veja-se [10]). Se z 

é raiz característica da matriz estocástica 
A — [a; j ] , satisfará um sistema de equações 
do tipo 

efeito, suponhamos que (zt , ... , z„) =f(A) 
com Í 6 0 . Teremos (zj , . • • , z*) =f(A") 
para qualquer inteiro positivo k . Como o 
traço de Ak tem de ser não negativo, por 
A" não poder ter elementos negativos, 
teremos 

z — 2 aU xi (f ""* 1 > •'" >n ) f 
1 

( f t - 1 , 2 , . . . ) , 

com um, pelo menos, dos xi diferente de 
zero, Sendo | xr j => max j;c; |, teremos 

i-1 

e portanto a região M„ está contida no cir-
culo de centro na origem e raio I . Este pri-
meiro resultado obteve-se com grande facili-
dade mas a determinação completa de Mn 

foi um problema bastante difícil resolvido em 
1951 por KARFELEVIC [9]. Mostrou este 
autor que M„ è a região limitada pelos 

pontos do círculo unitário da forma 
em que a e b são dois inteiros quaisquer 
tais que 0 a <C b ^.n, e ainda por certos 
arcos (de equações complicadas, pelo que as 
não reproduzimos) ligando aqueles pontos. 

Em 1949 SULELHANOVA propôs um outro 
problema de certo modo parecido com este: 
© é o mesmo do problema anterior, & é o 
conjunto das sequências (zj , • • • , sH) em que 
os z; são números complexos, sendo irrele-
vante a ordem por que se encontram escritos 
e f (A) — (2j, • • •, z„) se e só se z , , • • •, z„ 
são os n valores próprios de A . 

No seu primeiro artigo sobro o assunto 
SUI.EIMAXOVA determinou parte de 
que neste caso designaremos por mas 
o problema continua até hoje sem solução 
completa. 

Uma condição necessária para que 
(si, ,z„) tira-se imediatamente. Com 

Sabe-se que se os zt forem reais e se 
n ^ 4 aquela condição é também suficiente. 
Porém para n > 4 , mesmo que os z; sejam 
reais, aquela condição já não ó suficiente. 
Com efeito, não é difícil provar que não 
existe nenhuma matriz estocástica de 5.1 or-
dem com as raízes características 1, 1, —1/2, 
— 3/4, —3/4 embora estes números satisfa-
çam a condição acima. Este exemplo deve-se 
a II. PERFECT e podem encontrar-se porme-
nores em [19] e [24], 

Em [19] introduzimos um processo para 
atacar este problema que conduziu a resul-
tados novos com bastante simplicidade. Esse 
processo baseia-se na transformação L que 
a seguir definimos. 

Seja A uma matriz arbitrária do tipo 
ti X n, X outra matriz do tipo « X l e q 
um número complexo. Prolonguemos A com 

a coluna 1 , à direi 
L? J 

direita e com uma linha 

de zeros, ein baixo. Designemos por B a 
matriz assim obtida. Seja T uma matriz 
qualquer não singular do tipo (n X 1) X 
X ( » + 1) e 

Bx - TB T~x. 

(?) 
Representaremos por BV (A) e eha-

mar-lbe-emos transformada L de A . 
Seja agora Ax — [z,] e 

Ai+, = I * t-M7 
Ti MO (l= l , ... ,71 — 1) 
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em que Xt e Ti são matrizes de tipo con-
veniente. Claro qne as raízes características 
de An são os números zx , • • • , zn (ao passar-
mos de Ai a ^Í+I * introduzimos» a raiz 
característica Zj+i) e Aa apresenta-se assim 
como extremo duma icadeias 

A j , - • * , Ai, • ••, Att 

em que A { á do tipo i ' x i e cada matriz é 
uma transformada /„ da anterior. A ideia 
do método é construir An e depois investi-
gar em que condições se pode dispor das 
matrizes e Tt ( i = 1 — 1) por 
forma que An seja estocástica. Uma das 
dificuldades aparentes do método é o apare-
cimento da inversa de T (i = 1 , • • -, n — 1) 
no decorrer do processo. Felizmente foi-nos 
possível provar que toda a matriz A„ se 
pode «construir» pelo método acima usando 
só matrizes Ti do tipo 

" 1 0 . - 0 0 " 

0 1 . • 0 0 

0 0 ... 1 0 

2 . • « t o 1 1 

e efectuando, por vezes, certas permutações 
de linhas e as mesmas permutações de 
colunas em certas matrizes intermédias A { . 
A inversa de f j obtém-se, trocando simples-
mente o sinal aos aW ( j = 1 , . . . , / ) . Não 
é também difícil mostrar que se tomarmos 
A j = [1] e as matrizes Ti por forma que 

a matriz An é tal que a soma dos elementos 
de qualquer das suas linhas é 1. Para que 
seja estocástica só temos, pois, a preo-
cupar-nos com a não negatividade dos seus 
elementos! A título de exemplo damos uma 
proposição que se pode obter imediatamente 

com a transformação L e que tem como 
consequência quase imediata um outro teo-
rema apresentado em [25] por H, PERFECT 

com uma demonstração bastante mais com-
plicada. 

TEOREMA 1. Seja A [ A ^ ] uma matriz 
estocástica de ordem n . Seja 1 um número 
negativo e suponhamos que A tem um elemento 
diagonal, ak t por exemplo, tal que | À ] ̂ at t - E 
então possível construir uma matriz estocástica 
B de ordem n -f-1 cujas raízes características 
são as de A e o número A. Além disso os 
primeiros n elementos diagonais de B com-
cidem com os correspondentes de A à excepção 
do da linha k que i at k -[- /; o último ele-
mento diagonal de B é 0 . 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos, para fixar 
ideias, que k = n . Seja rl a matriz Ti atrá» 
definida para t-=ji com k<") = ... = « ( ^ = 0 
e «W -= I . Sendo S uma matriz do tipo 
( * + l ) X ( n + l ) , TST~X obtém -se somando 
à última linha de S a penúltima e depois 
subtraindo a sua última coluna da penúl-
tima. Seja 

r « i i • •. aln 0 

H — X 

1 Lo . . . . 0 A 

em que todos es elementos da última coluna 
são nulos à excepção dos dois últimos. A 
matriz TCT~l é a matriz B cuja existên-
cia se afirma no teorema. 

A transformação L admite uma generali-
zação natural; antes de se achar a transfor-
mada mediante T prolongue-se A com uma 
matriz do tipo («• -J- k ) X k colocada à direita 
e preencham-se com zeros os lugares vagos 
em baixo para que se obtenha uma matriz 
quadrada. O uso desta generalização da trans-
formação í é de particular utilidade para 
o estudo da construção de matrizes estocás-
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ticas com raízes características complexas. 
Tanto quanto nós sabemos o primeiro resul-
tado neste caso (para n > 3) é o seguinte 

TEOREMA 2. Seja A — [AIJ] MM« matriz 

estocástica de ordem n , Sejam p e q núme-

ros reais e i = v '—1. Suponhamos que A 
tem um menor principal 

r « r r a™" ] 

| air aISJ 

tal que | p | ^ a r r , ass e \ q j ^ a s r , ar» . Então 
a partir de A pode construir-se uma matriz 
estocástica de ordem n -f- 2 cujas raízes carac-
terísticas são as cie A e ainda os números 
p ± i q . 

A demonstração do teorema 1 deixa adi-
vinhar a demonstração deste. Para porme-
nores veja-se [19]. 

3- Se tanto A como AT ião estocás-
ticas diremos que A é duplamente estocástica. 
Ter-se-á pois neste caso 

Oí i ^ 0 

n 

2 A ' k = 1 

i 

rt 
2 = 1 

i - i 
( i j — 1 , - - , . « ) . 

Se nas definições de Mn e s>lin substituirmos 
«matriz estocástica» por »matriz duplamente 
estocástica* obtemos duas novas regiões que 
designaremos por Dn e S>„ respectivamente. 
Nenhuma destas duas regiões é completa-
mente conhecida embora haja um conheci-
mento parcial das suas naturezas (veja-se [18]). 
Claro que 

D„ c Mn e í>„c<Mr„, 

Uma via que seria interessante explorar 
seria a da procura de relaçùes entre D„ e 
Mn por um lado e S>n e í®„ por outro 
(veja-se [19], Capítulo I I I ) . 

A transformação L , embora não pareça 
tão apropriada para o estudo de matrizes 
duplamente estocásticas como para o de 
matrizes estocásticas, pode contudo conduzir 
a resultados de interesse como mostrámos 
em [19]. 

4. Chamaremos matriz de permutação a 
toda a matriz que possa ser obtida da iden-
tidade por conveniente permuta de linhas. 
Em 1946 BIRKHOFE demonstrou o seguinte 

TEOREMA 3. Se A é uma matriz dupla-
mente estocástica então pode representar-se na 
seguinta forma 

A = + 

em que Pj , • * - , PIU são matrizes de permuta-
ção e i l , - * - , Àm são números reais satísfa-

rn 
zendo ^ 0 e 2 ^ = * -

í - i 

Pode acerca deste Teorema perguntar-se 
se há alguma relação entre o número m e a 
ordem « da matriz, por exemplo. Demons-
traram MIRSKY e FARAHAT ( [ 1 7 ] ) que se pode 
sempre supor m ^ n 3 — 2 n + 2 e que este 
limite é o melhor possível. 

As matrizes duplamente estocásticas tSm 
sido objecto de numerosos estudos sobretudo 
no que diz respeito às suas propriedades 
combinatórias. Certos problemas de Análise 
Combinatória levam à consideração duma 
função de matriz bastante interessante: o 
permanente (veja-se [27]), A definição de 
permanente é muito semelhante à de deter-
minante : adicionem-se todos os termos da 
matriz ; o resultado chama-se permanente. 
Portanto a diferença entre permanente e de-
terminante consiste em que na formação da-
quele não se troca o sinal aos termos Em-
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pares. Apesar da semelhança das definições 
as propriedades são bastante diferentes. Com 
efeito algumas propriedades do determinante 
mantêm-se no caso do permanente mas 
outras, fundamentais, faltam completamente. 
Por exemplo a regra de L A P L A C E mantém-se: 
o permanente duma matriz é igual à soma 
dos produtos que se obtêm multiplicando os 
permanentes de todos os menores contidos 
em k linhas (ou colunas) pelos permanentes 
dos respectivos menores complementares. Ao 
contrário do determinante, o permanente não 
é em geral multiplicativo, isto é, em geral 
tem-se perm (.4 B) perm A • perm B (onde 
o símbolo perm X designa o permanente de 
A ) . Como é sabido, se adicionarmos a uma 
linha (coluna) duma matriz quadrada outra 
linha (coluna) multiplicada por uma constante 
o determinante não se altera. Infelizmente 
isto não é verdade para o permanente o que 
bastante dificulta o seu cálculo. 

Pode também pensar-se se não existirá 
ama regra uniforme de troca de sinais dos 
elementos duma matriz de tal modo que se 
obtenha uma nova matriz cujo determinante 
seja o permanente da inicial. Se existisse te-
ríamos assim reduzido o estudo do perma-
nente ao do determinante. Porém, para ma-
trizes de ordem superior a dois, PÓLYÀ 

mostrou que tal regra não existe (veja-se 
[ 1 2 ] ) . Mais do que isso, segundo MARCUS e 
MINC [11], não existe nenhum operador 
linear sobre o espaço das matrizes do tipo 
« X J i ( N > 2 ) tal que o permanente da trans-
formada duma matriz seja igual ao determi-
nante da matriz de que se partiu. 

Seja agora A uma matriz duplamente es-
tocástica. A partir do Teorema de BIRKHOEF 

não é difícil provar que perm A > 0 . Na 
realidade sabe-se que se A é duplamente 
estocástica e tem A valores próprios de mó-
dulo 1 então 

perm A > 
1 

e se além disso A é indecomponlvel ter-se-á 

, / hV 
perm A ^ I — 1 . 

A consideração da função permanente 
conduziu a um famoso problema do tipo 
mencionado no parágrafo 1: determinar o 
contradomlnio da função perm A quando A 
percorre o conjunto de todas as matrizes 
duplamente estocásticas de ordem n. 
Prova-se com facilidade que deverá ser 
perm A ^Ll e a respeito do limite inferior 
existe a seguinte conjectura (com mais de 
40 anos mas ainda por resolver) devida a 
VAN DER WAEKDEN : 

perm A ^ 

verificando-se o sinal igual se e só se A é a 

matriz com todos os elementos iguais a . 
n 

Os principais estudos sobre esta conjectura 
devem-se a M . MARCUS e seus colaboradores. 
Dois dos mais interessantes resultados 
obtidos são os seguintes [13]: 

I. Se A0 minimiza perm .4 e se todos 
os elementos de A0 são positivos então A0 

é a matriz com todos os elementos iguais a 

—• (que designaremos por Jn). 
n 

I I . Se A=j=Jn e A pertence a uma vi-
zinhança suficientemente pequena de Jn 

ter-se-á 
perm A > perm Jn. 

De acordo com o primeiro resultado a 
conjectura de VAN DEE WAERDEN ficaria re-
solvida pela afirmativa Be fosse possível 
provar que para cada matriz duplamente 
estocástica com alguns elementos nulos 
existe uma com todos os elementos positivos 
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e permanente inferior, Isso conseguir-se-ia 
se para cada matriz A com elementos nulos 
fosse possível construir uma matriz B (ambas 
duplamente estocásticas) tal que A B tivesse 
todos os elementos positivos e 

perm ( A B) < perm A . 

Dentro deste contexto talvez valha a pena 
citar o seguinte resultado de BRUALDI [4 ] : 

Se A e B são duas matrizes não nega-
tivas (não necessariamente duplamente esto-
cásticas) ter-se-á 

perm ( A B) X perm A • perm B 

5. Embora as diferenças entre as pro-
priedades do determinante e do permanente 
sejam grandes, a importância do polinómio 
det (zE— A) (ondo E é a identidade da 
mesma ordem de A ) na teoria das matrizes 
sugere a consideração do polinómio / ( z ) = 
= perm(zi í— A). Assim BRENNER e BRUALDI 

provaram que as raízes de f(z), quando A 
é uma matriz duplamente estocástica, estão 
dentro ou sobre a fronteira do círculo 
j z | ^ 1 [2], É notável a coincidência com a 
mesma p r o p r i e d a d e das raízes de 
det (zE — A). 

Como dissemos atrás quando A ó dupla-
mente estocástica tem-se perm A > 0 e por-
tanto se n é par será f(0} > -0 e se » é 
ímpar Berã /(O) < 0 . A respeito de /(1) 
mostraram BRUALDI e NKWMAN que /(1) ^ 0 . 
He A é simétrica sabe-se que é com certeza 
/ ( 1 ) > 0 , desde que a matriz não tenha 
nenlium elemento diagonal igual a 1 . Uma 
outra conjectura ainda pendente ó a se-
guinte : 

Se n é par e A (que continuamos a supor 
duplamente estocástica) é irredutível, f ( z ) não 
tem raízes reais. Se, sob as mesmas hipóteses 
a respeito de A , n ê impar, f (z) tem uma e 
uma só raiz real. 

Se nas definições das regiões Mn, Sff* fD* 
e substituirmos «raiz característica» por 
«raiz do polinómio perm(z/?— j4)> obtemos 
outras quatro regiões que designaremos res-
pectivamente por M* , dtt*n , D l e . Ne-
nhuma destas regiões foi, até agora, deter-
minada. 

A consideração do permanente e do poli-
nómio f(z) = perm (z E — A) leva a muitos 
problemas do tipo exposto no parágrafo 1, 
envolvendo aquele polinómio ou as suas raízes. 
Assim pode pflr-se o problema: sob que con-
dições os números Aj, e a l f - ^ , a „ 
podem ser respectivamente as raízes do po-
linómio f ( z ) = perm (z E — A) e os ele-
mentos diagonais duma matriz real e simé-
trica Af 

Claro que numerosos problemas deste tipo 
se podem enunciar. Em [22] encontra-se o 
primeiro resultado nesta direcção com o 

TEOREMA 4 . Para que os números 
).[,-•• e a [ , - - . , a„ possam ser respecti-
vamente as raízes do polinómio í(z) — 
~perm (z E — A ) e os elementos principais 
duma matriz A (qualquer) i necessário e su-
ficiente que 

Se esta condição se verifica e tanto os a; 

como os A[ são reais, A pode escolher-se real. 

S U M M A R Y 

This is an expository paper where wo are 
concerned with the following problem : let © 
be a set of matrices, i> an arbitrary set and 
f a function from S into &; determine the 
range of this function. Wo treated mainly 
the case in whicb (5 is the set of stochastic 
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or doubly-stochastic matrices of order n. 
A survey of some known results is given 
and attention is called for some up to now 
unsolved problems. 
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