CAZETA DE MATEMATICA

Introdugdo a um espaco complexo de fase

por F. Teixeira de Queiroz

Num artigo anterior, (G. M. n.® 96-97),
mostramos algumas propriedades dos opera-

dores

e i_ que & fungdo f(z), de-
z Dz

finida nas vizinhang¢as do ponto zp, faziam
corresponder, sempre que os limites existiam,
as funcbes que tomavam nesse ponto os
valores
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em que /2 era o raio do circulo I' de centro
zp. Vimos em particular que para uma classe
muito geral de func¢des (Fungdes de classe
C,) esse limite existia e, com z=—=a |7y e
f@=X(=,y)+iY(z,y), era
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Neste artigo aplicaremos duma forma sis-
tematica esses dois operadores mostrando o
seu interesse no estudo das variedades sim-
pléticas.

I— O formalismo canénico.

Sejam @) ,@g9, -, Ta,Y1:Y25 " sYn 20
variaveis conjugadas e H(x;,---,%,t) uma
fungiio de HAMILTON que caracteriza um dado

sistema mecanico. Como é sabido da mecdnica
analitica, a evolu¢do do referido sistema &
dada pelas 272 equagles candnicas
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Associemos a todo o par de variaveis con-
jugadas x;,y;, uma unidade imaginaria 7 e
formemos a variavel complexa z,—a; + ¢ y;.
Em tais condigdes o sistema de equagles
canénicas escrever-se-a

d z; =dm_,- 6l d y; £ aH_l. o
dt dt dt oY; 2 x;
ou seja
) d z; =£ .D_H
dt t Dz

em que /7 é agora uma funcéo real das varia-
veis complexas z;,--+,z, e da variavel real ¢.

Um outro sistema de equacdes candénicas é
obtido de (2) por passagem as conjugadas:

(2)

N#@o o considéraremos distinto do anterior.
A partir dos sistemas de equagbes dedu-
zidos vemos que
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dH:.  aH DH dz o que conduz as condigdes
m'_at+21hfdt+

6))

o H

DH dz _
+2 Ds dt . 9t

anulando-se o segundo membro sempre que
H nio dependa explicitamente de ¢.
Fazendo depender as n variaveis z; de =
novas variaveis u,;, passara I7 a ser funcdo
das novas variaveis e da variavel ¢. K facil
determinar as condi¢des para que o sistema
de equagldes (2) continue a ser candnico.
Sajn z;==F.~(u| gUgy e Uy, !). Sera entio

dzj__ de DZj duk
= 7 ha s

dt Duk dt
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+2 DE* di ] D—j
e ainda
d z; 9 z; Dz; du
dt dt +2 D u; dt o
DZJ d u; % D:H
+2 ST TR I T

Multiplicande a primeira destas equagles

Zj

D z;
, © a segunda por L e sub-
Uy U,

por

traindo-as vira
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que sio equivalentes as deduzidas com col-
chetes de LAGRANGE, e onde ¢ é uma fungéo
real das variaveis u;.

Por passagem as conjugadas deduziremos
outras relagdes que serio equivalentes as
anteriores. Sio elas

3 0z Dz; oz Dz __
j(at Du, ot DE;;)_
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Duma forma analoga deduzem-se as igual-
dades que correspondem as obtidas com os
parentesis de PorssoN. Para isso basta tra-
tarem-se os segundos membros de (2) e (2')
duma forma analoga & que usamos com os pri-
meiros membros na dedugio das igualdades
anteriores. Obtém-se como resultado final



GAZETA DE MATEMATICA

27

Z(Dq Dz Dg Dzk)_l_
J Dﬂj Duf Duj Dh‘j
+ RAVENS
ot
®)
2(33_»_. Dz, . D& Dir):o
7 Du; Duy Du; Duy

B(L5 D DR Dny_,,
J Du; Du; Du; Du; ¥y

e trés outras ignaldades dadas por conju-
gacdo.

Por tltimo a condigio de POINCARE trans-
crever-se-a da seguinte forma :

E condigiio necessaria e suficiente para que
uma dada transformagio seja canénica que
exista uma fungio ¢ tal que

= 2 DAL
(6) DY=7 Dz —uDuj+ —(H — H)dt
1

em que / é o novo Hamiltoneano.

Para o verificarmos basta reparar que a
condi¢io necessaria e suficiente para que
exista uma fung¢io ¢ tal que

DY =(A4;Dz+ B; D)

J

é qne
oy= DA DA
s D3 D z;
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H D z; Dz
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No nosso caso poderemos dar a (6) a
forma

Do =z<;j_z o D“')m,-_z by
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e virad portanto
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Vé-se que o anulamento de w, ,w,;, ©
w;7 6 verificado sempre que se verifiquem
as condigdes (4) e (4'). Em tais condigdes as
transformacgdes que verificam (6) sio cané-
nicas.

A dedug¢io do método de Jacosr para a
integragio das equacdes do movimento (2)
nio oferece dificuldade. Pelo que vimos ante-
riormente, o hamiltoneano num espago com-
plexo de configuragio é obtido por meio da

z;+ 2z Zi— 24

) CaP=— 94 .
A partir de H formemos a equacdo dife-
réncial

0 H(zi, aS):E

0z

substituicio ¢i=
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ou

; ) S
O nasS)rdmo

conforme /! dependa ou nio de ¢ e onde

z; é substituido por LAY designarmos

por S(zi,a;) ou S(t,z,a;) o integral geral
da equagio, que seri uma fun¢iio holomorfa
de z; e de «;, vemos de (7), que ele satisfaz
as equagdes

pn o S T
Dz +2 De; 0808

J

D H 08
N—-
DZJ' aa;dﬁ"«j

(8)
=0

3
ou, por (2), a

2 DH 5 &8 dx

T D Z; 7 d Zj 0J &5 dt
9
ol R T
d z; d o dt
que mostram que
(10) = 98
0 2;

satisfaz as equagdes (2') e em que «; sio
constantes de integragio. A demonstragio no
caso (7') em que I/ depende explicitamente
de ¢ n#o difere da anterior.

3)— O espago Z,.

Seja 2, um espago vectorial sobre o corpo
dos nimeros complexos referido a uma base
(¢). Todo o vector de %, é determinado
por = nimeros complexos x!,x2,...,2".
Evidentemente, o0 mesmo vector ficara igual-
mente determinado se em vez dos n valores

2¢, conhecermos os seus conjugados .

Dada uma mudan¢a de bases, as novas
componentes dos vectores de 2, estiio rela-
cionadas com as antigas por uma transfor-
macio da forma

(1) a.-":Zaj;ci 5
>

s

Por passagem a conjugada, vemos que a
mesma transformacéio da origem as transfor-
macdes

1) zi=aizi.
J

entre as conjugadas das componentes. Dire-
mos que tanto os » nimeros complexos =z
como o8 seus conjugados sio componentes
do mesmo vector, sendo as primeiras de pri-
meira espécie e as segundas de segunda
espécie. Representaremos as primeiras por '
e as segundas por x'. As leis de transfor-
macio duma e de outras numa mudanca de
bases séio dadas por (1) e (1'). Da defini¢éio
dada verifica-se a identidade

) T=a,

As transformacgdes (1) e (1') ndo conmsti-
tuem as transformacgdes mais gerais que
que conservam o conceito de componentes
de primeira e de segunda espécie (ou seja a
identidade (2)). Com efeito elas ndo sio mais
do que um caso particular das transformagdes
do tipo

w"—_:zu;mi +Za;— xl
i i

(3) PRI i
m":Za} ) - 2‘“;— ad
J 7
com
(39 aj=—=al @ ar=0 .

Esta dltima transformacéo depende de 2n
pariametros. Néo pode ser identificado com
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uma mudanga de bases do espago ¥, visto
que sempre que algum a} seja diferente de

zero, os novos vectores de base ndo depen-
dem linearmente dos antigos. Apesar disso,

as novas componentes a'' ou ¢ determi-
nam ainda univocamente os vectores de ¥,.

No formalismo que agora desenvolvemos
vamos considerar a familia de objectos (a que
damos o nome de vectores) determinados por
27 numeros complexos, verificando a igual-
dade (2), sobre os quais definimos as opera-
¢bes adicio de vectores e multiplicacio por
um escalar real por tal forma que aos vecto-
res ',y corresponda, por adigio o vector
'+ ' e ao vector ', corresponda por
multiplicagiio pelo escalar real «, o vector
axz' e, além disso, que se transformam numa
muodanga de bases, segundo transforma.
¢Bes (3).

Conservaremos para as transformacdes
(3) (3") o nome de mudanga de bases. Como
o leitor facilmente v&, os conceitos dados de
adigiio de vectores e multiplicagio por escalar
real sdo consistentes para uma tal familia de
tranaformacdes.

O conceito de vector pode ser generali-
zado pelo abandono da propriedade (2). Cha-
maremos tensores monovalentes aos objectos
geométricos determinados por 2n complexos
sobre os quais sio definidas do modo usual
a adi¢io e multiplicagio por um escalar
complexo e que se transforma numa mudanca
de bases segundo (3).

A partir do conceito de tensor podemos
formar o conceito de produto tensorial e o
de tensor polivalente. Importa salientar que,
no formalismo aqui desenvolvido, um tensor
bivalente, além das componentes U;; e
Ur; , tem ainda as componentes U, e U,;.
Diremos que um tensor bivalente tem quatro
folhas de fndices.

A partir da lei de transformag¢io das com-
ponentes dum tensor monovalente numa
mudanga de bases podemos deduzir a lei de

transformaciio dum tensor de valédncia qual-
quer. Assim, a lei de transformacio dum
tensor hivalente sera

! f‘j:a:a} Urs'i‘“;: G}UF; +
+ ajas U+ af & Uss

I - o r & .
l’j““a" o Url —}“ “,_- oy Drr.l +
ek = r 5 2
+ ﬂt;: G\!; Urt + af & Ur.:

4 =
(4) fU,;:a:,’-a}- U. + a; u} Ur.+

Yo = R s
+af “j- Urc+aa' & Ur

r L] r

"5 =3 o5 Ue + a; a} Urt
v T T
—{m&!‘— XI}: U,.‘—}—G\!’—. GJT U,-.

em que os coeficientes o/ o’ ,al e a;’: veri-

ficam ainda a igualdade (3'). Em consequén-
cia um tensor que verifique as igualdades

(3) Uij= ﬁ;’f e Uj= ‘7-_]:'-.5

numa base verifici-las-a em todas as outras.
O mesmo se pode dizer dum tensor que veri-
fiqjue em alguma base alguma das colegdes
de igualdades

6) Uij=Uj:, Ui =Uj7,U;;=Ujx

() Uy=—"Tij,Us5;=— U

8) Uij=—0U;i,Urj=—"Uj%,Uzj=—"Uj
©®) Ui="Ur,Us=Ujs.

Fica ao cuidado do leitor fazer a demonstra-
¢io da consisténcia de tais igualdades.

As consideracdes de natureza algébrica
que temos vindo a fazer ser-nos-do iiteis no
estudo da variedade Z, que passamos a
fazer.

Em I, referimo-nos a um espaco geomé-
trico em que cada ponto era definido por =
nimeros complexos. Vimos também a impor-
tincia que tinha para nés uma func¢io H,
definida nesse espago, e que ai tomava valo-
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res reais. Designemos entio por & a fami-
lia de funcgdes de classe C, definidas no
espaco referidlo e que al tomam valores
reais.

Designemos, além disso, por @ a familia
de aplicagcdes biunivocas e continuas do inter-
valo real (0, 7") sobre o referido espacgo.

A cada fungdo de fe& e cada aplicagio
a €@ corresponde enifio uma funcgho real de
variavel real definida no intervalo (0, 7).
E a fungio de funcio que resulta da compo-
sicio delas e que designamos por (f,a).
Diremos que uma aplicagio de & admite
tangente em P, (ponto que corresponde ao
valor ¢, da variavel definida no intervalo
(0,7)), se e s6 se existir em 7, a derivada
da fungio composta (f,a) acima definida,
qualquer que seja a funcio fe&.

Podemos agora definir dois operadores de
grande importincia para o estudo da varie-
dade Z,.

Consideremos a subfamilia de &, consti-
tuida pelas aplicagtes de @ que tém tan-
gente em P . Podemos introduzir numa tal
familia uma relagio de equivaléncia ~ tal
que dadas a;,a,ed seri a;~a; se e s6
se for

(fsa) =(f,ag)

para toda a funcio fe #. As classes de
equivaléncia definidas pela relagio ~ dare-
mos o nome de vectores contravariantes
definidos em P.

Duma maneira idéntica, podemos definir
uma relacio de equivaléncia = entre os ele-
mentos da familia #. Dadas as fungdes
fisfaeF sera fi+f; se e g6 se for

(fi,a8) =(f2,a)

para toda a aplicagio a~d,. As classes de
equivaléncia definidas por = daremos o
nome de vectores covariantes.

Das definigdes dadas vemos que a todo o
par de vectores c¢d e contravariantes pode-

mos fazer corresponder um nimero complexo
que sera o valor da derivada (f,a) onde
f,a séo dois elementos quaisquer das clas-
ses de equivaldneia referidas: Diremos que
é o producto escalar dos dois vectores.

Vemos ainda das defini¢des dadas que um
vector contravariante pode ser considerado
um operador que actua nas fungdes de &
para dar um nimero complexo e que um
vector covariante pode ser considerado como
um operador que aplicado a uma aplicagio
de @, dia um nimero complexo.

Caracterizemos, agora, mais completa-
mente a variedade Z,, com que temos
vindo a lidar. Vimos ji que cada ponto da
referida variedade era determinado por =
nimeros complexos (ou seja por um ponto
do espago Z"=2Z, Zy.-- Z,). Definimos
entio o espagco Z, cOmoO um espago COnexo
tal que cada ponto esti contido num aberto
homeomorfo a um aberto de Z" (ao qual
daremos o nome de carta local de Z,), por
uma forma tal que dadas duas cartas de Zj
de interseccio nio vasia entre as coordena-
das dos pontos dessa intersecgio numa e
noutra carta existe uma transformacio cons-
tituida per n fungdes de classe niao inferior
a C,. A uma tal transformaciio di-se o nome
de transformacdo admissivel de cartas.

A uma familia de cartas que cobre Z,
da-se o nome de atlas, Entre as cartas de
dois atlas duma mesma variedade existem
famflias de transformacdes admissiveis e com
uma transformagiio admissivel é sempre pos-
sivel introduzir uma nova carta local num
dado atlas.

Representada uma variedade Z, com auxi-
lio dum atlas, toda a aplicacio de & sera
representada localmente por = fungdes con-
tinuas Zi(t)=X/({) + 7 Yi(t) em que t &
uma variavel definida no intervalo real
(0,7). Se ao ponto f interior-a (0, 7)
corresponder o ponto P da variedade a
aplicaciio terd tangente nesse ponto se exis-
tir Z7'(t).
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Com efeito, qualquer que seja fe I” sera
af Df dz DE. dz
10) —=—= b
g dt =25 Dz D z dt

e, pela definigio dada anteriormente, a tan-
gente existe. Além disso, vemos por esta
igualdade, que o vector em P definido pela
classe de equivaléncia que corresponde a
tangente referida, ficard determinado no sis-

tema de coordenadas local pelos 2n opera-
dores
pie D. © dz"—'l')——-.' (f=1,:-,m)
dt Dz dt, *Dz
-d—?— e Ll seriio entdio as componentes do
dt dt
D

vector nas bases - @ ———. Yemos, por

) 2 D z :

t ser real, que as componentes dum vector
sio duas a duas conjugadas.

Podemos definir adi¢gio de dois vectores
a0 vector cujas componentes sio a soma das
componentes desses vectores e produto dum
escalar real por um vector ao vector que se
obtem multiplicando as componentes do vec-
tor pelo escalar real.

Utilizando um sistema de coordenadas
local, dados o vector v, os escalares reais
« e (B, qualquer que aeja f,ge& vemos
que se tem

v(e:-fl=9v(f)+Sv(9)

e que

v(eg+Bf)=av(e)+ Lo (f).

De (10) e das defini¢des dadas vemos ainda
que o vector cdvariante, classe de equivalén-
cia associado a Jf, tem por componentes
e

L Além disso por tomar
Dz Dzt P Y

valores reais vemos que as suas compo-
nentes sio conjugadas duas a duas.

Dadas duas cartas U e V que contenham
o ponto P, existira uma transformacio de
coordenadas locais nas vizinhancas de P

dada por

w=fi(z) (=1

em que f‘ sio funcdes de classe C,. As
componentes do vector cdvariante no novo
sistema de coordenadas serio dadas por
B & oD
D ul Dy

D E(Df Dz  Df Dz

D Dzl Duw Dz’ Duf

(11) S
Df ~(Df D& , Df D%
u‘"’z(nai Da T Dy DE")'

Analogamente as novas componentes dum
vector contravariante serio

du' i dzi Dul dz Du
ol ( Dz ' dt dz )’
Vb ’ -t g
___Z dzi Dut dzi Dut
( Dgles" i dzf)'

A partir dos conceitos de vectores cd e
contravariante podemos sem dificuldade in-
troduzir o conceito de tensor.

Estudado o conceito de variedade Z, vol-
temos agora ao de espago complexo de con-
figuracgio.

Um exame das transformagdes canénicas
mostra-nos que um espa¢o complexo de con-
figuraciio nio é mais do que uma variedade
Z, onde é definido um tensor bivalente

EJ';‘ ] E;;}:O
&%= r=—=10k

invariante nas transformacles de coordena-
das locais e onde d;; é o simbolo de Kro-






