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Sobre as aplicações de (A) em 
por José Morgado 

Seja g:B->-A uma apl icação de B em 

A. Se í ç j , designa-se por j r ' ( X ) o 

conjunto dos elementos de B cujas imagens 

por g são elementos de X , i. e. , 

a e g~l ( X ) , te e só se g (a) 6 X 

Isto significa que g~1 ó uma apl icação do 

conjunto >^(^1), formado pelas partes de A , 

no conjunto ^ { B ) , formado pelas partes 

de B . 

No entanto, dada uma apl icação f i & ^ Â ) - * 

-* é?(B), pode acontecer que não exÍBta ne-

nhuma a p l i c a ç ã o g: B -* A para a qua l 

se tenha f — . For e x e m p l o , sejam 

A = \a , b\ e B = (1 , 2| ; se f é uma apli-

cação db &(A) em &(B) tal que /(A) = j l | 

e y ( j a j ) = j 1 ,2} , não existe nenhuma apli-

cação g : B A tal que f = g~} , visto que, 

se X e Y são partes de A, então 

í ç T impl ica ^ ( Z ^ r H ^ ) 

para toda apl icação g : B A , 

Surge naturalmente o problema de carac-

terizar as aplicações f : A) ^ ( B ) para 

as quais existe a lguma apl icação g i B A 

ta l que f — gr 1 . 

Para que exista uma tal apl icação g:B-*A, 

é evidentemente necessário que f satisfaça 

às condiçOes: 

f(A-X)-3-f(X), 

(I) / ( n ^ - n / ^ o » 
iel iel 

para toda família não vazia { A i i de par-

tes de A ; 

t1) Nota de anla. 

para todo X e <?(AJ . 

Isto resulta do facto de que, para toda 

apl icação g : B -»- A , se tem 

r H n ^ t - n r 1 ^ 

quaisquer que sejam a famíl ia não vazia 

de partes de A e a parte X de A . 

Vejamos que as condiçOes ( I ) e ( I I ) são 

também suficientes. 

E m primeiro lugar , observemos que 

m = 0 e f { A ) = B . 

Com efeito, das condições ( I ) e ( I I ) re-

sulta 

/ ( 0 ) = / ( 0 n (a - 0)) = f(0) n f{A - 0) -

- n m ( B - f r m - 0 

e, ut i l izando novamente a condição ( I I ) , 

obtém-se 

f(A) — f ( A ~0) = B - / ( 0 ) » B. 

Para estabelecermos a suficiência das con-

dições ( I ) ( I I ) , basta mostrar que para todo 

b e B existe um e um só elemento a e A tal 

que bef(\a|), porque, pondo então g(b)=a, 

obtém-se uma apl icação g-.B~+A tal que 

f=srl-
Vejamos então q u e : 

e 
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1) Existe pelo menos um elemento a e A 

tal que b e f ( ) a j ) . 

D e facto, se para nenhum aeA se tem 

& € / ( ) « } ) , então tem-se 

/ C t M < ) = U / ( ^ ) , 
iel itl 

beB — / ( | a| ) para todo aeA, 

donde 

A e n ( B - / ( H ) ) - n / M - | f i | ) , por ( I I ) 
aeA aeA 

= f ( n ( A - |«D) , p o r ( I ) . 
aeA 

Mas 

porque 

aeA 

xef~l(A — |a[) impl ica xe A — |a;}, 
aeA 

o que é absurdo. 

Quer dizer, se p a r a nenhum aeA se 

tivesse è e / ( | a | ) , ter-se-ia be0. 

2) Não existe mais que um elemento aeA 

tal que b e f ( J a j ) . 

C om efeito, se 

è e / ( i « i ) e bef(\a'\) 

onde a,a'eA e a ' ^ j t a , e o tão resultaria 

b e/(|«i)n/(l«'|)-/(|«| n Kl) = m = # , 

o que é absurdo. 

Por consequência, é vál ido o seguinte 

TEOREMA : Seja f uma aplicação de A) 

em <^(B). Para que exista uma aplicação g 

de B em A tal que se tenha f = g _ I , é ne-

cessário e suficiente que f satisfaça àsc on-

dições (I) e ( I I ) . 

É imediato que a condição ( I ) pode ser 

substituída pela condição 

para toda família não vazia jA[jiei de par-

tes de A . 

Na verdade, se as condiç&es ( I ) e ( I I ) são 

satisfeitas, então 

f{\jAt)^f(A—C\(A — Ai)) = 
iel iel 

- s - / ( n (^4 - A^-B £ n ( f ( A - At)) « 
iaJ i ç l 

= u ( B - f ( A - A i ) ) ^ 
itl 

= \J(B — (B — f(Ai)f) = U f{Ai), 

o que mostra que ( I ) e ( I I ) implicam (I') e 

( I I ) . Ana logamente se vê que (I') e ( I I ) impli-

cam ( I ) e ( I I ) . 

Recordemos que, se St e são álgebras 

de BOOLB completas e f è uma apl icação de 

Si em sf ta l que 

/ ( A « 0 = A / ( « < ) , 
iel iel 

para toda família jatj|8i de elementos de & 

para todo elemento ae£t, onde por x se 

designa o complemento de x , 

então diz-se que f é um homomorfismo com-

pleto de et em & . 

Ora , se A e B são conjuntos não vazios, 

então os conjuntos <^(.4) e B) constituem 

álgebras de BOOLE, relativamente À intersec-

ção, união e complementação de conjuntos. 

Podemos, por consequência, afirmar que, 

se A e B são conjuntos não vazios e f é 

uma aplicação d.e (A) em ^(B), então 

existe uma aplicação g de B em A tal que 

f = g- 1 , se e só se f é um homomorfismo 

completo da álgebra de BOOLE ^ ( A ) na álge-

bra de BOOLE * ( B ) . 


