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M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S D E E X A M E D E F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F, C. P. — MATEMÁTICAS GERÀIE — (Lie. em Matemá-
t icas e Fís ico-Químicas) — Exame F i n a l — Ju lho 
de 1963. 

I U 
5 5 8 8 — I. Seja a e R e seja fi —> R, / „ (:c) = 

= 2 x3 - 9 x* -j- 12 x - a . 
1) Note g (fi) o número de raízes d i s t in tas de 

/ , ; represente graf icamente a função a e i ï j (a) e fî . 
Just i f ique. 

2) Uti l ize conjuntamente o método das cordas e 
o método das t angen tes a fim de calcular os t rês pr i -
meiros termos do desenvolvimento decimal da única 
raiz de / 1 . 

f \/l + Xr 
5 5 8 9 - II. Seja R —* R , f { x ) = — 

+ l /7 +• (2 - x y . 
1) f ( R ) & m i n o r a d o e f (R) = [inf f(R),-> [. 

Just i f ique. 
2) Determine os números xgR ta is que /(se) = 

= i n f / f . B ) . Jus t i f ique , 

f 
5 5 9 0 — III. Seja —*R nas condições seguin-

t e s : é duas vezes cont inuamente derivável j 

Mostre que : / ( ü j ) não é majorado ; 

l » • * $ & / " ( • ) - < > ( 
é | 0 j ou íí • 

-*•-#• -V 
5 5 9 1 — IV. Seja (0;i,j,lc) um referencial orto-

normado. 
1) Coordenadas dos vértices dos quadrados do 

plano que passa pelos pontos A = ( 1 , 0 , 0 ) , B = 
= - ( 0 , 1 , 0 ) e C = (0, 0 ,1 ) e têm A e B como 
vértices não opostos. 

2) Equações car tes ianas da cónica que passa pelos 
pontos : 

(— L JL\ í 2 1 2 \ 
l ? ' ! ' H 5 \ ^ ' " T ^ j ' 

/ 2 2 i \ / 2 2 1 \ 
{T'~T'jJ j \ 3 " ' T ' ~ t ) ; 

( í - L ' 2 ± í \ 3 1 8 ' 3 / 

Nota — Comece por representar a cónica no refe-
- / 2 1 2 \ 

reneial (O ; l , J ) com / = I - - , - - , — — ) e 

-* / 2 2 Í \ 
' 7 = [ t ^ t ^ J j 1 

F. C. P. — MATKBÁTICAS GEHAIS — (Lie. em Matemá-
t i c a s e F ís ico-Químicas— Exame F ina l — Outubro 
de 1963. 

5 5 9 2 — I. Considere as sucessões reais seguintes : 
1 

("Jits.v c o m a" = 11 > c o m K^tg — . 
1) Conclua, a t ravés da definição, a regular idade 

ou a não-regular idade da sucessão (a„)neN' 
2) Conclua a existência de números reais a e b 

a b 
ta is que, p a r a qualquer 1 i e N , é r < 

n TI3 

a b 

Ji s z 

5 5 9 3 — II. Considere as funções segu in tes : 

f f 3 a ; - l se 0 < I < 1 
[ 0 , 2 ] — / ( » ) - - = ] , í ' ' w ae 1 < a; < 2 

, 9 1 - , e"' - 1 gfj») - L i 

1) Mostre que / é derivável no ponto 1 {utili-
zando, nas considerações que fizer, apenas definições) 
e aproveite a função f a fim de verificar a lguns 
dos teoremas que conheça e a ela sejam apl icáveis . 

2) Determine o contradomínio de g . Justifique* 

5 5 9 4 - IH. Seja A ( l0 - 3 ) e de-

termine as matrizes B e Ülfg, 3 (R) inversíveis t a i s 
que B A B"1 seja d iagonal . Jus t i f ique . 

, 
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2 a — 6 y — 2 = 1 

; determine equações car tes ia-

5 5 9 5 — IV. Seja (O'; i , k) um referencial orto-
normado. 

r a; + 2^ -}- 2z = 0 
1) Considere as rectas r í 

{3 x -f- y — 3 s = 1 

to— » = 2 
nas duma recta t nas condições seguin tes ; o ângulo 
de t e í é t / 2 ; o ângulo de s e t, é t r / 4 ; t é 
copiaria com r e com s . Quantas rectas existem nas 
condições re fer idas? 

2} Considere os pontos A = ( 1 , 2 , 2) e B ~ 
= (11, — 2 , 1 0 ) ; determine equações paramétr icas 
das bissectrizes dos ângulos das rectas O A e O B . 

Enunciados dos N,0! 5588 a 5595 

do Aníba l C o i m b r a Airos do Matos 

I. S, C. £. F. — MATKSÍÍTICAS GERAIS — 1 . ' Cadeira — 
1.° exame de frequência (1.* Chamada) — 7-3-964. 

1 

5 5 9 6 — 1) Seja S uma relação reflexiva e t ran-
si t iva definida num conjunto A , Mostre que a rela-
ção (a S b \ b S a) é uma relação T entre a e b 
que é uma equivalência. 

2) No conjunto M dos números reaÍB define-se 
uma operação, simbolizada por # , do seguinte modo: 
a*b = a + b — (a - b) , 

O conjunto R fica munido de uma es t ru tura de 
grupo? PorquÊ? 

2 iu 2 j 
3} Sendo MÎ  => cos —— + « sen ™ 

O ü 
prove que 

(LC + y tiî  + z íuj) (x + y ivj 4- z = xz y- + z2 — 
— y s - í i - x i / . 

R : 1) a T a = a S i a S s = a S s e, como S é 
reflexiva, o mesmo acontece a T j a T b = a S b f\ bS a = 
= b S a / \ a S b = b T a e portanto T ê simétrica ; 
quanto à transitividade, note-se que a T b / \ b T c = 
= ( a S b A b S a ) A ( b S c A c S b ) = ( a S b A b S c ) A 
A { c S b A b S a ) = a S c A c S a = a T c . 

2} G, I . a , b e R — > a # b e R . 
G. 2. a * (b * c) = a + {b # e) - a • (b * c) = a + b + 

-t- c — b c — a ( b 4- c — bc) = a 4 - b 4 - c — b c — a b — 
~ a c +• a b e . 

{a# b) #c = ( a # b ) 4- c — ( a # b ) c •= a 4- b — ab 4 c — 
— (a - t -b — a b ) c = a + b - f - c — b c — a b — nc + a b c 
e portanto a operação é associativa: a * (b * o) = 
•=> (a * b) # c , 

G. 3. A equação a # e = a tem a solução e = 0 e 
portanto existe elemento neutro. 

G. 4. A equação a # a[ = e , ou a # a' — 0 , tem a 
a 

solução a1 = (a 1 ) 5 o elemento 1 não tem 
a — 1 

inverso, 
Como há um elemento que não tem inverso, basta isso 

para afirmar que o conjunto R não fica munido de 
uma estrutura de grupo com a operação * . 

3) Notando que wf — 1 e 1 + w í -t- w* = 0 , vem 
{x + y iv] + z tvJ) (x + y wj + z Wj) = 4- x y wf + 
4- x z Wi 4- x y wj +• y 3 wj + y z w j + x z w^ + y z \vf + 
-f- z ! ivj = x ! -I- y3 -J- z ! + xy (\vj + wj) + xz (w^ -f- w') 4 
4 - y z (w; + w)) = x s 4-y 2 4-z ! — xy — x.z + y z w?(l 4-wî) = 
= 4- y- 4- z3 — x y — x z — y z . 

II 

5 5 9 7 — 1 ) Defina sublimité de uma sucessão e 
prove que todo o ponto de acumulação do conjnnto 
(«„) è sublimite de «„ . 

Mostre que a sucessão 

é divergente qualquer que soja o número real x. 
Indique lim (x) e l imi )„ (x ) . 

2) Sendo S a„ uma série de termos positivos 
convergente e S u„ uma série do termos quaisquer, 
prove que S «•„ C absolutamente convergente quando 

lim — — = h 0 , oo . 
— K l 

1 f i . \ 
Estude a natureza da série £ — log 1 H IS n \ n / 

R : 1) iímvs„_,(x) = + IÍ»ÍT„,(S) = l - e s . 
[I—OO !,• ̂ C 

A sucessão v„ (x) é divergente qualquer que seja- o 
número real x pois é sempre — {1 + e1) =j= 1 — e 1 . 

lim un (x) = 1 — e1 e lim un (x) = — (1 + e 1 ) . 

2) Como log (\ -f——^ = r, — (lim jj = 1) . a série 
\ n / n n=oo 

dada pode escrever-se na forma E M — que tem a 
n' 

mesma natureza de £ — (convergente). 
nz 

III 

5 5 9 8 — 1} Defina extremos absolutos de uma fun-
ção num certo conjunto e mostre que, para função 
contínua num intervalo feebado, a sua existência é 
certa. 

Considere f ( x ) — x no intervalo "] 1., 3 [ e d iga 
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como deve definir / ( l ) e / { 3 ) p a r a que a função 
seja desprovida de extremos absolutos em [ 1 , 3 ] , 

2) Mostre que g (x) — \/x1 + xl não tem der ivada 
em ® = 0 , Es t e ponto é um ex t r eman te pa ra a fun-
ção? P o r q u ê ? 

3) Calcule P x V í + ~ ã j . 

R : 1) 1 < f ( l ) < 3 e 1 < f (3) < 3 . 

1 gOO-g(O) A H ^ I M l / r — 2) — = ——1/1 + x e por-
x X I 

tanto gi (0) = 1 e g'e (0) = — 1 . O ponto x = 0 e 
um minimizante porque gj (0) < 0 e g'd (0) > 0 . 

de verdade: 

p q (p =>! <=> t CP V(qA -p)3<=>ql 

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 

0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 
1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 

2, | (l + i | 
Fazendo n = 1 ,2 , • 

< e vem n log n log + < t «u 

3) P i Y l + x = P x ( l + x)T = J. (1 + *Y» 

3 4 3 , . . . -
- — P (1 + x)T 1 _ x V ( 1 + *)4 ~ 

4 í 

3 (1 + x ) T 3 3 „ - 9 3 , 
— — r x V ( l + *)4~ x r V f l + 4 7 4 28 

Y 

I. S. C, E, F. — MATRMÍTICAS GEIUIS — 1.* cadeira — 
1.® exame de frequência (2.* chamada) — 14-3-964. 

5 5 9 9 — 1) Sendo A e B subconjuntos de um 
conjunto fundamenta l U, prove que 

A £ B <=> A U (B - A) = B . 

IA" 
2) P a r t a da des igua ldade K)' < e pa ra 

. . . 1 1 1 , deduzir a relação 1 + — -i h *•• -t > l o g ( í i 4-1) • 
2 3 n 

Aprovei te o resul tado pa ra most rar que a série 
harmónica ó divergente. 

3) Ache os números complexos de módulo 3 cu jas 
imagens estão sobre a parábola y — x* — 7 . 

8: 1) A proposição sobre conjuntos e equivalente 
à seguinte proposição: 

(xe A = ) x e l i ) < = > J x e A V A ) ] < = > x e B | , 

Fazendo p = x e A e q = x e B , vem 

(p = > q) <=> I [p V (q A ~ P)] <=> q I 

cuja veracidade se pode provar por meio de uma tabela 

log —<1 

® ? < T 

log 

e, somando ordenadamente estas desigualdades, resulta 
1 1 1 

imediatamente log (n + 1) < 1 + — + — + • •* H . 
2 3 n 

Ora log (n -J- 1) 

1 

í 1 1 oo => 1 -}- —• + — + ••• + 

H > + oo e assim a série S •—é divergente injiniía. 
n n 

3) Os números complexos x + iy têm módulo 3 e, 
portanto, ^ x 2 + y2 = 3 ou x2 + y s = 9. Como as ima-
gens estão sobre a parábola y = x2 — 7 , as componentes 

„ I x4 + y2 = 9 
têm de satisfazer ao sistema de equações j 

{ x = 2 í \ = 21/2 
v J v Jt - 1 l y = 1 

j s J i m Í x — j/ö 
í y = _ 2 t y = - 2 

Os números complexos pedidos são 2^2- }- i , 
— 2 - ( - i , v/5"—2i e — — 2 i . 

II 

5 6 0 0 — 1) Se, a pa r t i r de uma certa ordem, é 
d < u„ < i e se « „ - > « , demonstre que a u b . 
O que pode afirmar acerca do sinal dos termos de 
uma sucessão cujo l imite é positivo (nega t ivo) ? 
P o r q u ê ? 
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(v„/v)" — l 
Calcule l i m — — — — , onde = 

X — Vn/ V 

2} Enuncie o Critério (la razão e prove que a série 
S a„ é convergente com y < l e divergente com 

Mostre que a série i l l o g ^ l 4- — Ĵ .13" é uniforme-

mente convergente em qualquer intervalo [— l , r ] 

( r < l ) . 

v„ V. V 
R: 1) Como ~ = — , 

V V ÉP̂ i 
V„ — V 

= 1 + v Ï (iitíi Ï = 1) e portanto 
V II=TO 

m { v ; h y - í 

ir=o° 1 

V Ï • 

v„/v 
— lim -

na, CO 

2) Como lim 
togl 

intervalo de convergência da série S log -f ^ x" é 

J — 1 , 1 [ . Notando que para x = 1 a série é diver-
gente e que para x = — 1 é convergente, pode garan-
tir-se a convergência uniforme em qualquer intervalo 
[— 1 , r] com r d , 

Ill 
5601 — 1) Defina oscilação de uma função num 

ponto de acumulação do seu campo de existência. 
Prove que, sendo / (œ) contínua em x = a, a sua 
oscilação nessa ponto é nula. 

Considere a função n (as) = | * ^ 5 < " ^ e moB-v 1 /1 1 lo5»+Í (»>!) 
tre que ela apresenta uma descontinuidade de pri-
meira espécie em x — 1 . Qual é o salto de g (LC) 
em x = 1 ? 

Calcule j í ( l ) e gl (1) . 

2) Calcule P Î . 
+ x +1) 

R : 1) g {1 + 0) = lim g (x) =. lim + 1) = 2 
L=J+0 Í=I-H> 

8 (l - 0) Hm g(x) i-l—0 ' lim x i=L-0 : 1 

e como g (1 - 0) < g (1) = g (1 + 0) vem a (1) = 
= g (1 + 0) — g (1 — 0) = 1 e x = 1 é um ponto 
de descontinuidade de primeira espécie. O salto é 
a ( l ) - g < l + 0 ) - g ( l - 0 ) = I . 

S g W - g t l ) 7 , x * + l - 2 
gj (1) = hm — = hm i=!+0 x — 1 ïal+c x — 1 

x3 - 1 
= Um • = lim (x -h I) = 2 

s =1+0 X — 1 x=J-H> 

gí (1) = Um = hm •• = + t» s — l x — 1 

1 ao + ai x So 
2 ) -

' yfl (xí + x + 1) 

Cálculo de a0 e 

Considerando R0 (x) 
1 

x2 + x + 1 

e dividindo o 
1 + X + xí 

numerador pelo denominador até o quociente atingir 
o grau 1, obtém-se ao = 1 e ai = — 1 . 

Cálculo de iS0: 

Considerando tíA (x) = —• e ordenando o denomi-
x' 

nador segundo as potências crescentes de A =-x 2 - j -x+l , 
1 vem RA (X) = , Como 1 não é divisi-

- (x + 1) + A 
vel por — (x -}-1) , faça-se [1 — «o (x2 -f- x + 1)]_, — 0 , 
o que dá a.Q — 1. O coeficiente corrigido será — x2 — x 
que, dioidido por — (x -f 1) , dá Sfl = x . Então 

1 1 - x x 
x3 (xí -f- x -I- 1) x2 x2 + x + 1 

ï_ _ I 2s + 1 - 1 1 1 
x2 x 2 x* + x + 1 x2

 X 

1 2x+1 1 1 
¥ x2 + x + 1 ~~ ¥ ~8 

1 ^ 1 1 2x +.1 
x ' X 2 I Î + S + 1 

_1 2 

X 2 ( x 2 + X + 1 ) X 
-log I x I 

1 1 / 2 x + 1 \ 
+ _ % (tf + x + 1) - arctg j . 

I . S . C. E . F . — MATEMÁTICAS GERAIS — 2.» P o n t o d e 

Informação (1,* chamada) — 11-6-64. 

I 
5 6 0 2 — 1) Prove que toda a série de derivadas 

é primitivável o termo em qualquer intervalo de con-
vergência uniforme. 
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Ache o desenvolvimento era série de 

segundo as potências de l / x e indique os valores de 
x pa ra os quais é válido. 

2) Sabendo que as raízes da derivada de f ( x ) = 
= 18 as1 — 8 a;3 — 9 xz + G % -f- 6 são racionais, mos-
tre que f ( x ) não tem raízes reais. Qual é a natureza 
das raízes de f(x)1 P o r q u ê ? 

E: 1) Utilizando a fórmula do binómio vem 

2 x3 

válido para 

( l ) xí + ' " + ( n ) x1" 

< 1 Ott ) X \ > 1 . 

2) Utilizando o método de NEWTON, calculam-se 
facilmente os limites excedente e deficiente das raízes de 
f (x): L = 1 e I = - 1 . 

Pesquisando as raízes cia derivada f1 (x) = 6 {12 s 3 — 

— 4 x3 — 3x ->-1) , obtém-se xí = , xí = — , xí = — 
2 2 3 

e construindo a sucessão de ROLLB para f (x) 

- 1 - 1 / 2 1 / 2 1 / 3 1 
+ + + + + f (x)" 

conclui-se imediatamente que f (x) não tem zeros reais. 
As raízes de f (x) são complexas porque todo o poli-

nómio de grau n tem exactamente n raízes. Como f (x) 
é do quarto grau e é polinómio real, tem quatro raízes 
complexas da forma p + i q , r + i s . 

II 

5 6 0 3 — 1) Dada a equação f ( x , y) = 0 e sendo 
/ ( a , 6 ) = 0 , enuncie as condições de existência de 
uma função implícita y — ç (35) na vizinhança de 
x = a. 

Mostre que, sendo f{x,y) diferenciável em P ( a , b ) 
e f(, (a , b ) 0 , a função y = a(x) é diferenciável 
em x =a a . 

2) De uma certa função g (x ,y) conhece-se a 
seguinte tabela de valores: 

0 1 

0 2 - 1 

1 3 5 

C a l c u l e 3 ( 2 , 0 ) , g(2,1), ff(0,S), ( , ( 1 , 2 ) e 
g (2,2), uti l izaodo a teoria da interpolação. 

Suges tão : Considere uma das variáveis constante 
e interpole em relação à outra. Não é necessária a 
construção dos polinómios interpoladores 

R : 2) 

X A g < x , 0 ) 

0 2 1 

1 3 

2 

X 

0 - 1 6 

1 5 
2 

y g(0,y) 

0 2 - 3 
1 - 1 

2 

y g ( i , y ) A g ( i , y ) 

0 3 2 

1 5 

2 

v g ( 2 , y ) a g ( 2 , y ) 

0 4 7 

1 1 1 

2 

g ( 2 , 0 ) = l F 3 = 4 

g ( 2 , l ) - 6 + Ô - l l 

g (0 ,2 ) = - 3 — 1 4 

g { l , 2 ) = 2 - F 5 ~ 7 

g ( 2 , 2 ) - 7 + 11 - 18 

111 

5604 — 1) Prove que a t ransposta do produto de 
duas matrizes é o produto por ordem inversa das 
t ranspostas dos factores. 

Supondo que A = | a j | , de ordem n , é s ingular , 
mostre que existe sempre uma matriz D = |6Í| ^ 0 
de ordem n, tal que A B -= 0 . 

2) Es tude o sistema de equações lineares 

a; *f- S/ + 2 E + í - 5 
2x + 3 y - 2 í = 2 

por meio da teoria dos determinantes. 
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FE: 1} Sendo ] A | — O , o problema da existência de 
uma matriz B =j= O tal que af ba => O esclarece-se con~ 
siderando o sistema homogéneo af xa •= O . Neste caso 
o sistema é indeterminado e portanto tem soluções não 
nulas. 

R : 

2) A matria do sistema é A = rt 1 2 1 

2 3 - 1 - 2 

Li 5 3 0. 
cuja característica é 2, Tomando para determinante 
principal a : o único determinante caracte-

k — 12 d diferente de zero 

1 1 , 
2 3 

1 1 5 

2 3 2 

4 5 k 
quando k =f= 12 e igual a zero quando k = 1 2 . Por-
tanto, de acordo com o teorema de ItoucHÉ, o sistema é 
impossível com k 12 e •possível com k = 12 . Neste 
segundo caso o sistema é indeterminado de grau 2 e a 
sua solução geral obtém-se do sistema principal 

f x + y 4- 2 z 4- t = 5 

i 2 x 4- 3 y — z ~ 2 t = 2 

OU 

í x 4- y = 5 - 2 z — t 

l 2 x + 3 y = 2 + z + 2 1 

e, -pela regra de Ca AH EU, vem 

x = 5 — 2 z - t 1 

2 4- ss -f 2 t 3 

1 5 — 2 z ~ t | 

2 2 — z + 2 t l 
y ' 

13 — 7 z — 5 t 

= - 8 4 - 5 z + 4 t . 

L S. C. E. F, — MÀTHKÍTIÒAS GERAIS — 2.° Ponto de 
In fo rmação (2." Chamada) - í8-6-64. 

I ' 

5 6 0 5 — 1) Deduza a fórmula do binómio, que 
permite obter o desenvolvimento em série de MAC 
LAURIN dc {1 4- ®) . 

Recorra aos desenvolvimentos em série p a r a cal-
cular 

sen x — a r c t g x 
lim • 

-o x 3 log (1 + x) 
2) Mostre que a condição necessár ia e suficiente 

pa ra que Y ~ M X + p soja ass in to ta da imagem de 
/ ( x ) é que / ( x ) = m x 4- p + a {x) com l i m t p ( x ) ~ 0 . 

x—<00 
Determine a e b por f o r m a que K— 2 X — 3 

a x? 4 - 1 
seja assintota da imagem de y = — ——. 

1) 
X3 X5 x~ 

sen x = x — — f- — — 4- - • • 
3 ! 5 ! 7 ! 

x2 x3 x1 

log (1 4- x) = x 4- - t —- 4- • y v ' 2 3 4 

x3 x? x" 
arctg x = x i — • • J 3 5 7 

desenvolvimentos todos válidos para x | < 1. 

sen x—arctg x 
lim 
x=o x2 log (1 4- x) 

= lim 

X3 X5 / X3 XS \ 
. r . s t + n T + ~ ü I 

/ X» \ 

— lim -

x3 5 
H — XS 4-

6 24 

x3 + • 

2) 
a x3 4- 1 a 2 a 

T x 4- 2~ = ~b X ~~ + 

1+ 

1 

2 a 

b x 4-2 ' 

1 + 
2 a 
bT 

lim 
**à> b x 4- 2 

• = 0. 

Então 

2 
b 

2 a 
donde 

- 3 

' a = 8 /3 

É í 

n 

5 6 0 6 — 1) Sendo x = g (í) c y = h (í) diferen-
ciáveis no ponto t — ta e / { x , y ) diferouciável no 
ponto correspondente g (í0) = a , h = b , mostre 
que a função F (í) = / [g (Í!) , h (i)] é diferenciável 
pa ra í = t0 . 

2) Relacione as diferenças d iv id idas com as dife-
renças ord inár ias e deduza a fórmula in terpoladora 
de GREGOHIT-NEWTON a pa r t i r da de NKWTOH. 

I I I 

5 6 0 7 — 1) Ueduza das relações de LAPLAOB que 
toda a matr iz regular tem inversa, determinando ao 
mesmo tempo asna composição. Matr iz s ingular tem 
inverBa ? P o r q u ê ? 
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Sendo A ' a matriz inversa de A , prove as se-
guintes propriedades : 

a) {A- ' ) - ' ,= A 

b) (A")_t = (-'i"1)". 

2) Considere o sistema homogéneo A X = U sim-
plesmente indeterminado. Sendo Xq uma solução não 
nula, prove que toda a solução X se pode escrever 
na forma X=$X0 (0 constante arbi t rár ia) . 

Aproveite o resultado para mostrar que, em matriz 
quadrada singular, filas paralelas tem complementos 
proporcionais. 

H : 1) a) Da própria definição da matriz A" ' 
se conclui imediatamente que A ca inversa de A - 1 ' 

B) (A")"1 = (A • A - - - A ) " 1 = 

= A - 1 • A"1 • •• A~' = (A~*)°. 

2) Sendo A matriz singular de ordem n, se a 
característica de A for inferior a n — 1 então os 
complementos são todos nulos e portanto filas têm com-
plementos proporcionais. Se a característica de A for 
n — 1 então há pelo menos um complemento significa-
tivo e o sistema homogéneo af = 0 é simplesmente 
indeterminado. Como afA" = 0 (teorema de LAPLICB) 
designando por AJ , • • • Aí1) a solução não nula, vem 

_ AJ ^ AJ 

pois todas as soluções do sistema são proporcionais. 

Enunciador • soIuçQas dos N." .1 -,í:.07 de Fernanda do Jesus 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

Academia Mil i tar — CÍLCULO ÍMFINITÉSIMÍL — Exame 
final da 6.1 c a d e i r a — É p o c a de S e t e m b r o — 1962-
-1963. 

Responda apenas a quatro questões. 

I 

5 6 0 8 — Considere o campo vectorial definido pelo 
vector genérico v = (y + a) i + (z + a ) j + {x + y) k . 

a) Mostre que o campo é conservativo e determino 
uma sua função potencial. 

b) Calcule a circulação do vector v ao longo dum 
arco de circunferência part indo do ponto jí = ( 1 , 1 , 1 ) 
e terminando no ponto B •= ( 2 , 2 , 2 ) . 

II 

5 6 0 9 — a) Represente poi* uma série trigonomé-
trica de FOUKIER de senos a função 

/(as) = x + 1 

no intervalo ] 0 , i: [ . 

b) Represente graficamente no intervalo [ — 2ir,2ir] 
a função definida pela série a que se refere a alínea 
anterior. 

III 

5610 — O) Fórmula de RIEUANM. 

ft) Use a fórmula anterior para estabelecer que a 

área dum domínio simplesmente conexo limitado por 
uma linha feehada simples regular por secções é dada 
por 

área = 1 / 2 J xdy— ydx. 
Jt;' 

IV 

5611 — Considere o integral 

(x y)2 d v fã 
sendo D o domínio limitado pelo elipsóide 

XZ yZ %2 
— .j. _ _ = i . 
«2 

a) Efectue no integral dado a mudança de variá-
veis definida por 

as = a ! ; , y = b 11, s = c í . 

b) Calcule o valor do integral . 

V 

5612 — Determine as soluções part iculares ç (x) 
da equação diferencial 

3y0[ _ Jj 2y' - x 

para as quais se tenha tp (0) = ç' (0) = <p" (0) , 

Enunciados dos N.c" 5608 a 5612 de A. César de Freitas 
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F . C. JJ. - CILCULO INFINITESIMAL — E x a m e f i n a l — 

11-6-64. 

5 6 1 3 — 1. a) Indique as propriedades mais im-
por tan tes d a s e q u a ç õ e s diferenciais l ineares de 
ordem n . 

i ) Se a equação tem os coeficientes constantes, 
como obter a expressão geral das soluções? A que 
condição devem obedecer as raízes da equação carac-
ter ís t ica pa ra que qualquer solução da equação homo-
génea se mantenha l imi tada quando a variável inde-
pendente tende pa ra + co ? 

e) R e s o l v a o problema d e v a l o r e s i n i c i a i s 
f y'1 ' — y1 = 2 cos a; 
U < 0 ) - y ' (0) -s y" (0) = 0 , 

2. Seja |e j , e j .e<i | u m a base o. n. fixa de , 
í ( s ) , n (a) , b (tf) o t r iedro de SBBKET de uma curva 
do espaço. 

А) Escreva as fórmulas de FBENBT-SEKHET. 
б) Pondo f~ 1 ~"J = A (s) e j , mostre q u e [3T13 

d n r i u dA 
. — n „ 

- c com C • A~ 
ds « ds 

e dê a 

expressão da matr iz C em função da curva tura e da 
torção da curva dada . 

c) Determine , em par t icular , as matr izes A e C 
s s 

para a l inha r = a cos , ei 4-« sen . — — e2 1 b* 

+ b e3 (a e b constantes) . Quais as equa-
)/a? + bz 

ções int r ínsecas desta l i n h a ? 

3. Considerando a l inha r do plano XOZ defi-

{ x = tf (z) 

n (®o < 2 < *i) -y.— 0 

d) Verifique que a equação da superfície de revo-
lução § gerada por r quando executa uma rotação 
de 360° em torno de O Z se pode escrever na forma 
x1 + y1 = [íp ( z ) p . 

b) Designando por S> o domínio do plano XOZ 
definido por j ( » , z): «o < j s zi /\ 0 as <f (z) \ , 
mostre que a definição dada pa ra área de uma super-
fície permite concluir que a á rea de 5 é dada por 

ifiy [ ? « ] « l i WPI d x d s . 
/© v E* (a)]2 - s3 

o) Mostre que a expressão anter ior c o n d u z a 

A j* 2 jr ® (b) d 5 , des ignando por s o compri-

mento de arco referente a r . 
ri) Atendendo a que o centro de g rav idade da 

linha r (suposta homogénea e de comprimento L) 
t e m u m a a b c i s s a ( n o p l a n o X O Z ) dada por 

x d s^j ! L ) es tabeleça o seguinte teorema: 

A área gerada por uma linha plana homogénea quando 
executa uma rotação em torno de um eixo do seu plano, 
que a não corte, é igual ao produto do comprimento da 
linha pelo perímetro da circunferência descrita pelo 
seu centro de gravidade. 

Enunciado N.° 5613 de F. R. Dias Agudo 

E R R A T A 

«Gazeta de MatemáficB» n.° 88-89—O enunciado 
correcto do problema 5649 — 5), pág. 38, ê o seguinte: 

«Sejam / e g funções reais definidas em B , con-
t ínuas e cujas restrições a Q são i g u a i s : f]Q=glQ. 
Mostre que / = j » . 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nasta secção, alúm de oxtractos de críticas aparecidas O I T I roristai estrangeiras, sorüu publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores oiiyiarem dois exemplares à Redacção 

156 —A. TOHTKAT — Caleul des Probobililés, Masson 
& Cie. , (1963) Par is , VIII + 168 pp. 
P r e ç o : N E 2T,45. 

O livro aqui em crí t ica foi publicado em princípios 
do ano passado, precisamente numa colecção de mono-
grafias de Matemát ica , onde já anter iormente apare-

cera um livro sobre o mesmo assunto (J. BASS (1962), 
Éléments du Calcul des Probabilités), e onde também 
recentemente foi publ icada uma obra notável sobre a 
moderna teoria das Probabi l idades (J. NEVEAU (1964), 
Bases Mathématiques du Calcul des Probabilités). Se o 
l ivro de BASS é uma obra de carácter «clássico» (no 
domínio das Probabil idades), e o de NB VEAU é de bases 
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