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vada por forma que o produto da espessura 
pela secção eficaz de difusão macroscópica 
seja finita, nomeadamente 0 ,71—0,33=0 ,38 . 
A solução do problema da difusão com tal 
elemento dispersivo entre o meio multiplica-
tivo e o completamente absorvente que o 
rodeia, apresenta para o interior do meio 
multiplicativo (o elemento de combustível) o 
mesmo fluxo que o calculado por IXÕNÜ. 
Considerando a variação de fluxo neutrónico 
nas vizinhanças da fronteira entre dois meios 
diferentes, verifica-se que é pouco provável 
que a introdução de uma superfície disper-
siva explique adequadamente em todos os 
casos as perturbações no fluxo dessa vizi-
nhança. Ainda preferível, em geral, é o con-
siderar-se em adição à superfície dispersiva 
uma superfície absorvente, positiva ou nega-
tiva. Do facto, para dividir a absorpção res-

ponsável pela variação do fluxo entre os 
dois meios, será necessário atribuir parte da 
absorpção superficial a um, parte ao outro 
meio, isto é, será necessário introduzir duas 
superfícies absorventes. Juntamente com a 
superfície dispersiva, dever-se-ia reproduzir 
desta forma o efeito das perturbações junto 
das fronteiras era termos da teoria da difusão. 

10. C o n c l u s ã o 

O objectivo destas observações é o de 
exprimir a ideia de que a ciência dos reacto-
res pode ser altamente auxiliada pela atenção 
dos matemáticos por esces problemas; mas 
também a convicção de que os matemáticos 
encontrarão muito interessantes problemas 
na ciência dos reactores. 

Decomposição de ideais em ideais primos: 
teoria de Kummer-Dedekind 

por Ubireten D'Ambrosia 
F.icuJdadô d » Filoaoiio, C.P...-ÍAK, Loiras de Rio Claro, S. P. , Brasil 

0 . O teorema fundamental da teoria dos 
ideais estabelece a decom posição única de 
ideais não triviais num produto de ideais 
primos [1, pág. 4.>](+), isto é, 

% = %>• 

Como se verifica, a demonstração do teo-
rema não nos dá nenhum processo de deter-
minar efectivamente tal decomposição. 

Para e f e c t u a r a decomposição, sendo 
5Í = («i , ora, - . . , «,) basta conhecer a decom-
posição dos ideais principais (a ; ) , pois SI se 

obtém como m. d. c . dêstes [1, pág, 4 Í ] , que 
pode ser calculado com facilidade a partir 
das decomposições de ( o j ) , («2) , - • • , (ar) . 
0\ pág. 110]. 

P a r a d e c o m p o r ( » ) , observamos que 
(a) [ N (a) , e sendo racional inteiro, 
temos AT(«) = p^ f " ' • Então só entram 
na decomposição de (xj os ideais primos 
que entram na decomposição dos efec-
tuando então a decomposição dos números 
primos racionais (++) em ideais primos, obte-
mos os ideais primos do corpo. 

f4") Os números em colchetes referem-se à biblio-
grafia. A notação adotada é em gerai a usada em [1J. 

(++) Por números primos racionais queremos dizer 
ideais principais gerados por números primos rac io -
nais. 
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Esporemos em 1. e 2. a teoria da decom-
posição conforme foi desenvolvida por De-
dekiod, generalizando os estudos de Kum-
mer, que se restringia a corpos cicIotOmicos. 
Não desenvolveremos a teoria em toda sua 
generalidade, explicitando as restrições e 
indicando o desenvolvimento m a i s g e r a l 
em 3 . 

1. Consideremos o corpo Q ( 8 ) , extensão 
de grau R do corpo Q , dos números ra-
cionais. Suponhamos quo a base natural 
1 , 6 . 62 , • , 0" -1 seja uma base inteira de 
Q ( 0 ) , o que nem sem pre acontece. Con-
forme veremos em 3. os resultados aqui 
obtidos podem ser estendidos aos casos em 
que isso não se dá. 

T o d o a inteiro do corpo pode ser escrito 
então como « —- rQ -j- c, 0 + . • . + c„_j 6"- ' , 
com os C; racionais inteiros. 

Seja f(x) = ar™ + aK_i a"1-1 -| 1- a t x + a0 

a equação do corpo de 0 . 
Seja p um primo racional, com decompo-

sição (p) ^Pi' onde os são 
ideais primos em Q ( 0 ) . 

Sendo ^ ( ( P ) ) = | i V t 1 p 1 ) | e ' - -
e JV((j»)) = pn , temos pn — | V̂ ( I j4' • 

e então N(<$,)=pS<, 
com f i ^ l n - f i é chamado grau de e et 

é chamado ordem de ramificação de . 
Assim, ii = p j / , -(- - + e3 fg . 

DEFINIÇÃO. Consideremos o ideal 21 tal 
que 2 í / ( j » ) e 2 1 ^ ( 1 ) e sejam 7i - 7a , • • •, 7* 
inteiros do corpo . Diremos que 7i • 7a -*-••> 7* 
são linearmente independentes mod 21 quando 

t 
2 " » (mod 21), com x„ racionais in-
I 

teiros implica a - w = 0 (mod p) (m = 1, 2, • • k). 
Ca«o contrário -/j . / 2 . • • • , y* serão ditos li-
nearmente dependentes mod 21 • 

Observemos que a independência linear 
dos inteiros yx , y2 , • * • , y* fica estabelecida 

uma vez fixado 21, pois o número primo p 
fica univocamente determinado por 21 ( + ) -

TEOBEMA. Sendo N (21) = p r , o número 
máximo de inteiros do corpo linearmente inde-
pendentes mod 21 é igual a f . 

Observemos de inicio que 1 De 
facto , S l / ( p ) logo [ p ) = 21 -33 ; então 
N((p)) - AT, 21). , logo p=pf .N{33). 
Como 21=fc ( l ) , 1 ^ f ^ n . 

Para a demonstração do teorema utiliza-
remos dois lemas. 

LEMA 1. Sendo F o número máximo de 
inteiros do corpo linearmente independentes 
mod 21, temos 1 ^ i ' ^ f . 

DEMONSTRAÇÃO. 1 é linearmente indepen-
dente mod 2Í , pois x • 1 = 0 (mod 21) im-
plica x = 0 ( m o d p ) . De facto, se assim não 
fosse, isto é, se x^O (mod p), existiriam 
racionais inteiros u e v , tais que u x + 
-\-v-p=' 1 e então, como 2t|(ar) e 21J(p), 
teríamos 211 ( 1 ) , o que é absurdo, pois 
2 I i ( l ) . L o g o / ' ^ l . 

Sejam y1 , y2 , • •* , 7/< inteiros do corpo 
linearmente independentes mod 21 . EDtão 
Pl7l + Vi7a + * ' ' + .V/' 7 / ' c o m 0 ^ V' < P 
formam pf' classes de restos incôngruas 

f f' 
mod 21, pois se 2 y\ yt = 2 , ? ' A ( m ° d 21), 

i ' 1 f 
com 0 4.y\,yl<.p, então — y'i) yi = 0 

i ' 

f 
(mod 21) e — = 0 ( m o d p ) , e 2 ( £ ' Í A e 

i 

2.3, ; ' yi coincidiriam. Como o número de clas-
t 

( + ) ü e facto, se existissem, ; e ; tais que SI/(p) 
e 2 l / [ q ) , sendo p e q primos entre si existiriam 
r e » tais que pr + qs = 1 e 311 (1) , contra a hi-
pótese. 
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Bos incóngruas mod 21 é À7(2I) [1, pág. 51], 
temos pf' pf, e daí f ^ f . 

Notemos que não é possível concluir que 
f ' = f i pois não se p o d e afirmar q u e 
Vl 7l + ffaTfo +" • + Vf 7/' dão todas as clas-
ses de restos mod 21 quando 0 ^ yt < p . 
Isto acontece efectivamente, como veremos a 
seguir. 

L E M A 2 . Sejam '/] , y2 , • • •, yt' linearmente 
independentes mod 21 , onde Î' é o número 
máximo de inteiros do corpo nessas condições. 
Então cozia inteiro do corpo pode ser escrito f 

como 7 = 2 xm'/m (mod 21), com x m rácio-fÚ 
1 

nais inteiros univocamente determinados mod p . 

D E M O N S T R A Ç Ã O . YT , y2 ,••••>'//•, 7 s ã o l i -

nearmente dependentes mod 21, isto é, po-
de-se ter yl H \-yc '/f +y y = 0 (mod 2t) 
com nem todos y j , 7/3, • •. ,yf,y divisíveis 
por p . Mais explicitamente, é 0 (mod p). 
Então existe um único racional inteiro z tal 
que zy =—l (modjw). L o g o 

— zyy = zyx yt +- ..--)- zyf>yf,<=0 (mod 21) 

e fazendo xi = z y i , temos y y t 

+ x f "íf (mod 211. A representação ó única, 
pois se y = Mj /, 4- * • • +M/Í y fi (mod 2Í ) , então 
(jr-, — u,)-/ , h h- (x,< — Ufi)yfl^ 0 (mod 21) 
e pela independência linear de yx , , • • •, y/t 
temos Xi Ui (mod p) ( i = 1 , •• • , f ) . 

Então os pf números y\y \ +• • - • + yf jy r, 
com 0 ^ i/í < p , formam um sistema de re-
presentantes das classes de restos mod 21, 
pois são incongruos mod 21 (lema 1) e todo 
inteiro do corpo é côngruo a ura deles 
(lema 2) Como o número de classes de res-
tos mod 21 ó N (21), temos pf' = pf, e 
f = f , o que demonstra o teorema, 

2 , Voltemos ao problema da determina-
ção dos ideais primos que aparecem na de-

composição (p) = 93Í' • . . . Fare-
mos, neste parágrafo ^Jj = e el = e . 

Seja f o número máximo de potências de 
0 linearmente independentes mod , isto é, 
o c o rpo é extensão de prau f do 
corpo Z/p. Pelo teorema demonstrado em 
] . sabemos que / é o grau do ideal <JJ em 
(p). Podemos tomar como as f potên-
c i a s d e 0 l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e s 
mod as f primeiras. De facto, 1 , 0 . 0a • • • 
. . . 0 / 1 , 0 / são l i n e a r m e n t e dependentes e 
0 f é combinação linear de 1 , 0 . 0a , • • • , 0-f_I , 
bem como 0 A , V ^ > / . L o g o , 1 ,0 ,0 a . - .• ,0 / " t 
são linearmente independentes mod^p. 

S e j a L (0) = hQ + bt 0 + b2 03 + + 
+ f í y ô ' = 0 (rnod^JÍ), c o m os bt 

racionais inteiros, nem todos divisíveis por 
p, em p a r t i c u l a r com bf^0 ( m o d p ) , e 
como estamos trabalhando num corpo , pode-
tomar bf = 1 . 

Consideremos o polinómio L(x) = b0 + 
+ by x + b2 + • •* + xf-l + x f , c o m 
coeficientes em Z j p . 

Como podemos dividir f ( x ) por 
L(x), e reduzir mod^j , obtendo f(x) = 
. 0(x) + H(x) (mod p) . ( ! ) . 

Observemos que se vale (') temos 

/(*) -L(X)-G (X) - II (x) = p.*(x), 

onde ^(JS) é um polinómio cora coeficientes 
em Z e então / ( 0 > - L (0) . ( ? (6) — H(9) -
= ^ • $ ( 0 ) , com < J > ( 9 I E Q , E J . Mas 
logo (/>) d e /j-<ti(0) é um elemento de 
<P, e e n t ã o / ( « ) = L[Q) ( ? ( 0 ) + / / ( 0 ) mod«p . 

Sendo / ( 0 ) = O (mo.i ^Jj e L ( B ) ^ 0 (mod ^p), 
temos / / ( 0 ) ^ O (mod , com grau de U(x) 
menor que f . Mas então, sendo / / ( ® ) = r 0 + -
-f- x + • • • 4- > " / - ! t e m o s n = 0 ( m o d p ) 
(i = 0 , 1 , * • • , / — 1) , pois o número má-
ximo de potências de 0 linearmente indepen-
dentes mod íp ó f . Kntão / / ( . r ) ^ 0 (mod/>) , 
e / (ar) = L(x) • G(x) (mod p). 

Façamos (p , L (9)) = 21 - Vamos ver que 

\ 
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É i m e d i a t o q u e 21 <Z í p , p o i s p e e 
L(9)e <p. 

Para demonstrar que ^í tz St, t o m e m o s 
um qualquer fi e Í|J - Temos jS = B (9), onde 
B(x) é um polinómio com coeficientes em 
Z. Dividindo B(x) por L(x), e reduzindo 
modjp , o b t e r e m o s B{x)= L {x) • G' (a:) + 
+ ir(x) (mod/?) , com grau de II'(x) menor 
q u e / . E n t ã o B (9) = L(9). G' (91 + IV (9) 
(mortal . Como fie^p, lemos Zí(9)=0 (mod <P) 
e L(9) = 0 ( m o d ^ ) . * . / / ' ( 9 ) (mod-Ç) , lofío 
tf' (ar) = 0 (mnd/ í ) . E n t ã o B(x)=L(x). 
. G'(x) (medp ) . isto é, B(x)=?L(x)-G'(x) + 
+ p-<\>(x) e / i (9) = L{0). f í ' {9) +. p 0 ( 9 ) , 
com G' (9) e O (9) inteiros do corpo. Isto 
equivale a dizer que um elemento qualquer 
de Ç5 pode ser escrito como j| = p. • L(0) + 
+ *•/>, com f A . v e Q f 9 ] , l o g o (3e2 í , ou 
seja C 91 • Então tp = 31. 

Se a ordem de ramificação de em ( p ) 
for maior <)ue 1, temos *P/£ (0 ) e <pa /L(6). 
De facto, $ = ( p , Z ( 9 ) ) . Se como 

, dividiria , o que só ó possí-
vel se - (1 ) . 

Sendo / ' ( » ) = L(x) • G (x) (modp) t e m o s 
f(0) = L(0) • G{6) (mod "P2,, pelo visto ante-
riormente. e como /19 ) = 0 (mod^J2 ! . temos 
^ 2 /Z . (9 ) • 0 ( 9 ) . MaB $ 3 / í , ( 0 ) , logo <!p/<?(0). 

C o m o 71^2'f, de f(x) = L(x) • G (a:) 
(mod p) temos que grau de G (ar) é ^ f . 
Então d i v i d i n d o G (a:) por L (a;) t e m o s 
G {x) = L (a-) • G a (®) + I/2 (ar) (mod p) e 

(9 (9) ^ L (9). G2 (0) + ÍI2 (9) (mod ^ ) 

e analogamente ao que foi feito para f ( x ) , 
temos (a-) = O (mod . Logo 

L(a-)!a . Ga (x) ( m o d p ) . 

Assim sucessivamente, teremos 

f(x)^\L{x)\<-Gt{x) ( m o d p ) , 

com grau de Gc(x) igual a n — e f . 
Considerando agora s oJ a ,/a «»número 

máximo de potências de 9 linearmente inde-
pendentes mod ip2 , e 1-2 (6) = «fo + dj 9 + 

+ d2 92 H + df,-x ftfr-» + 0^ = 0 (mod , 
Com di e Z jp . 

Sendo n — e f2 , podemos repetir o 
processo para obtendo 

G t (aO=j / , a (ar ) } « . . G^X) (mod p) 
e 

VÊ*<P*1 2 ( 0 ) ) -

A s s i m / ( a r ) s j i ( a r ) | ' . \L2 (a?)|* . GC, (x) 
(mod p). 

Sucessivamente, chegaríamos a 

• Ge^x) (mod />) . 

Mas GE, (x) tem o grau O pois « — « • / + 
+ ''a " /a " * + ea ' fg i e podemos tomá-lo 
igual a I . 

Ainda, os ideais . , • • • , são dis-
tintos. De f a c t o , se íp, = , t e r í a m o s 

1oí:O i ; ( 9 ) = J l ,9) p*B(9). Lk(1), 
com ^1^9) e B(Q) elementos de Q[9j e então 
L,(9) = £ t ( 9 ) - i í ( 9 ) (mod p), e U(x)=Lh{ar)-
• B(x) (tnod/j) , e L,(x) não seria irredutí-
vel mod/) . 

Podemos então enunciar o importante re-
sultado devido a Kummer (para corpos ciclo-
tómicos) e generalizado por DKDKKIVD : 

« A decom posição de p em ideais primos 
de Q(9) pode ser determinada pela decom-
posição de f ( x ) , equação do corpo de 0 , 
em polinómios ii(ar) • irredutíveis mod p , 
com coeficientes em Zjp, cada ideal sendo 
dado por = [p , Li (9)) ; sendo 

( * ) ! < . . t / , I £ » ( « ) ! * 
(mod p) temos (p)*=%' -<#5 grau 
Lt (ar) = f t =» grau íp,». 

3. Vamos indicar o desenvolvimento da 
teoria sem a condição imposta no inicio de 
1. de ser a base natural uma base inteira. 
Não faremos o desenvolvimento geral neste 
número, limitando-nos a apresentar o pro-
blema. 
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Sendo 1 , 0 . &2 , 6' , . . - ,O*-1 uma base não 
inteira, tomemos a base Inteira i í j , i l 2 , • • * ,Ü„ 
[1, pág. 20], Então todo inteiro do corpo 
pode ser escrito como combinação linear de 
ü j , ii3 , . . . , Ün com coeficientes em Z . Em 
p a r t i c u l a r , temos 0'-' = c i iX ii, Cj^Üa + 
+ . . . + c ) > H ü B , com í y f l Z , e 

D f l , 0 , G a , . . . , 0 - i ) = jCii;f p í í ^ ^ . Q , , . . . ^ ) 

onde 

Z > ( 1 , e , e a , . . . , 0 - 1 ) e Z ) ( Ü , , Ü a , . . . , Ü » ) 

são respectivamente os descriminantes das 
b a s e s 1 , 0 , 0 2 , . . . e ü i , Ü a , • , Q . , 
sendo o segundo o discriminante do corpo, 
d, invariante [ l , pág. á3]. O determinante 
da transformação, |c ; j |, é distinto de zero 
e depende apenas de 9 . E chamado índice 
de 6 e será representado por J . Assim, 
Z>{1 , 9 , 0 2 . , 0™"1) — J2-d. 

Consideremos os elementos de Ci[0] da 
ii-i 

forma ic = 2 c ° m Eles for-
D 

mam um anel 0 C Q [9] • Se / = • ± 1 , 
= Q[0J. Este foi o caso estudado em 1.1. 

Se 1 , observemos de inicio que a 
representação dos elementos de pode ser 
feita mediante um polinómio g (.£•) de grau 
qualquer, com coeficientes em Z . De facto, 
g(x~) =f(x) - q (a:) -f r (ar) com grau de r(x) 
iguala Í i - l . Então, j ( f l ) = / ( 6 ) - ? ( « ) + r ( 0 ) 
logo = e r(0) ó um elemento da 

i 
forma h-, 0 ' . i 

0 
Um racional primo p será dito de pri-

meira espécie se p \ J e de segunda espécie 
Be p j J . 

Seja w = dl i i ( + • • • -)- dn , com 

di f|.il>0 +• c2,i -+- •• • 4- clílib„_l 

(i — 1 , . - , « ) . 

Seja p um primo racional de 1." espécie e 
(mod p) , Eotão p/di. Resolvendo o 

sistema 

rfl h0 - ) — + 
"a = C I 2 h + Cli.a 

dn - ®1,B + + Cn,„ bn-1 

pela regra de C K A M B K , • •/ = A 0 , • J = 

= A j , . . . , ft„_I • J = , o n d e o s A Í s ã o 

combinações lineares dos dj , d« , , dn , 
conforme o desenvolvimento do determinante 
segundo a t + 1 — ésima coluna, logo p / A; 
e P/HI- J. Como P-^J, P/BI (t = 0 , . . . TN— 1). 

Sejam «r, , i r 8 e © e = ' + 0 + 
+ •• • + 6 % 9"-1 ê = C + >>?' 0 + . . . + 
-+- 9*"1. Será wjj s (mod p) so e sò-
mente se b{P = b ^ ( m o d p ) , pelo que acaba-
mos de ver. 

Temos então pn números inteiros w rn-
côngruos mod p em © . Em Q[9] temos 
também p* classes de inteiros m o d ^ . Como 
© d Q ' 9 j , podemos tomar como represen-
tantes das classes de £>/ p elementos de 
Q [ 9 j / p , e aplicar o mesmo desenvolvimento 
de 2. [3, pág. 54]. A teoria ó então válida 
para primos de l . a espécie. 

Se p / J, isto ó, p é de 2.® espécie, 
em (s) podemos determinar uma solução 
b0,bt , • •• , j onde nem todos os bt são 
divisíveis por p . Então pode-se dar o caso 
em que w;t = (mod p) e éj1' ^ fií2) (mod p) , 
e em 0 teremos um número de inteiros 
incflngruos mod p menor que p, e não é 
possível então estabelecer a correspondência 
entre © / p e Q [ ^ / p 

A teoria desenvolvida para primos racio-
nais de 1." espécie, embora não fosse válida 
para primos de 2.1 espécie, seria satisfatória 
se dado um número primo raciona] qualquer 
p , existisse um inteiro 9 no corpo tal que 
seu índice fosse não divisível por P. Mas 
existem corpos, c j m o mostrou DI-.DI- K .1ND 

[4, pág. 234], onde um número primo racio-
nal p divide o Índice de todos os inteiros 
do corpo. 
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OYSTEIM OKE, usando congruências de fun-
ções cora relação à potência de um número 
primo, estendeu o método obtendo uma teo-
ria da decomposição válida sem excepção . 
[3, pág. 58], 

1 .4 — Aplicaremos a teoria desenvolvida 
na decomposição de ura número primo racio-
nal num corpo quadrático Q ( t / a ) . 

Distinguiremos dois casos : a = 2 , 3 (mod 4) 
e a = 1 (mod 4) . 

No 1." caso, uma base inteira é 
e o discriminante do corpo é d = 4 a . 
A equação do corpo de \ía ó f(x) = x2 - a. 

Consideremos um primo racional p =f= 2 . 
Então a decomposição de f(x) mod / » se faz 
do seguinte modo : 

i) (a / p) — + 1 ( + ) . 
- (x — x2) (mod p) e sendo a-| = — a-2 tem-se 

/ ( a r ) = lar — - (ar + íf j ) {mod p). Então 
/„, (jt) = x — &i e /„2 (a ) = x + a?| , logo 
Lx (\/ a) = V a — sr-j e / .a (\/ a) = \f a + e 

— / « ) e = < /> , * , + V / ã ) . 

ii) (a/p) = — 1 . f(x) não se decompõe 
mod p, isto é, (p) ó um ideal primo de 

, com grau f — 2 . 

iii) (a/p)=0. Então f(x)=?x2 {mod p) 
e L , (ar) = Z a (ar) = ar, l ogo g — 1 , 1 , 
e = 2 e L(Va) — Va . Então Ç = (p ,/ã) . 

Se p — 2 , teremos : 

iv) se a mi 3 (mod 4 ) , ou a = 1 (mod 2) , 
Xa — a = 0 (mod 2} se decompõe em (ar — 1) • 
• (ar 4- 1) (mod 2 ) , e sendo 

— 1 ^ + 1 ( m o d 2 ) , Z,] (a;) = Z 2 (a:) = (ar + 1) , 

l ogo g = e= 1 e L ( / õ ) = (t /ã + 1) . En-
tão $ = ( 2 , / ã - f l ) . 

v) se o = 2 ( m o d 4 ) , isto é, a = = 0 { m o d 2 ) , 
x2 — a = 0 (mod 2) se decompõe em x • x 
(mod 2 ) , l ogo <7 = 1 , e = 2 e L(x) — x e 
Z ( / ã ) = / ã . Então < J 3 = ( 2 , / ã ) . 

No 2.° caso, isto é, a = ? l (mod 4 ) , uma 
, , 1 4 - l / í l . . . , 

base inteira é 1 , e o discriminante 
2 

do corpo ó d = a . 

A A 1 + A A e q u a ç ã o d o c o r p o d e —— ó 

/ ( a r ) = a3 - ar + ± = 2 - . 

Seja p 2 , primo racional. Então / (ar) 
se decompõe mod p do seguinte m o d o : 

vi) ( a / p) = + , 1 . F a z e n d o f (x) =3 
E=(2ar— L / » - « { R A O D P ) , / (ar) = ( 2 * - 1 - ar,) ;. 

• ( 2 a r - l + a - , ) (modp) . Então Lx ^1 = 

= , ) = ( / ; - a , ) e 

1 4- | / a \ . . T 
l ) • L o g o % = ! í —-) - (Va + x 

= ( p , v i - V a ) e % =(p,xx + /*)> 
vii) (a [ p ) = - 1 . / (ar) não se decompõe 

mod/>, logo (/>) é um ideal primo de Q(\/a) . 

viii) ( « / / » ) = 0 . / ( a ; ) = (2ar — l ) 2 (mod p). 
Então g = 1 , e = 2 e L (ar) = (2 ar — 1) , 

l ogo LÇ Y " ) " ^ ' 6 y = 
Se p = 2 , fazemos / (ar ) = x2 — x + 

1 ~ « t , -. h>ntao, 
4 

ix) se a = 1 (mod 8) , logo — — é 
4 

par, / (ar) = a;3 — x (mod 2) e se decompõe 

/ i v i , / 1 + |/ã \ 1 i- t /ã em ar-(ar— 1), l ogo i | I 

(+) (a I p) ê. o símbolo de LKOKNDRE, — + 1 se a 
ê resto quadrático mod p , —• — 1 se a è não-resto 
quadrático mod p e — 0 se a è múltiplo de p. 

e 
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x) ie (mod 8 ) , logo —•• — é ím-
4 

par, f(x) não se decompõe mod 2 , e ( p ) 
é ideal primo em t i f / e i ) . 

5 . Um problema de fundamental impor-
tância para a decomposição de ideais ê saber 
se na decomposição do ideal (jo) em Q{9) 
alguns factores ideais ^ aparecem repetidos 
ou se todos são distintos. Em outros termos, 
se Ó algum e( > 1 . No caso de serem todos 
os et = 1 , { p ) diz-se nAo ramificado. Caso 
contrário, diz se ramificado. 

A resposta ao problema é dada pelo se-
guinte teorema, devido a DEDEKÍND [ 5 ] : 

aDado o número primo racional p , a con-
dição necessária e suficiente para que exista 
um ideal primo ^ cujo quadrado divida p é 
que p divida d , sendo d o discriminante 
do corpo-». 

Notemos que num corpo quadrático o teo-
rema se verifica facilmente mediante o s 
resultados de 4-

De facto, (jc) é o quadrado de um ideal 
primo nos casos iii, iv , v e viil, e sòmeute 
nesses casos. E nestes casos, e somente nes-
tes. p / d . 

Vamos, partindo da decomposição feita em 
2 „ demonstrar este teorema, seguindo em 
linlias gerais o desenvolvimento de Z O L A T A -
BBFK [ti]. Naturalmente as observações feitas 
em 3. quanto à generalidade da decomposi-
ção mantêm-se para a demonstração que 
faremos, isto ó, nos restringiremos a núme-
ros primos de 1.* espécie em Q i 6 ) . No 
entretanto, logo a seguir generalizaremos 
a demonstração. 

No corpo extensão de grau n de 
Q , considerado o inteiro a = g (0), represen-
taremos os conjugados de a por = g , 
onde os 0(') sso os conjugados de 0. 

Norma de a é o número raciona! inteiro 

= «») g ( 0 ( , l - 1 > ) . 

LEMA 1 . Sendo ff o grau de L I ( x ) e ^ ( x ) 
um polinómio com coeficientes em Z, va'e 

v ( U = KM. 
Demonstração . Seja i,- (;r) = (x — 1,1. 

• (ar - 12) ( a ; - l / i ) ' Então N ( L t ( 9 ) ) = 
= Li (0 j . iilÔ1»1) £ , ( 0 ^ » ) = (0 - / , ) ' 

O " ** ) - ( « «> - >l> (êdí _ í j , ) . 
(0C—U — ) (01"-» — l / t ) = 

= ( - 1 )*r' * / ( ! , ) / ( ! / , ) . Mas s e n d o 
f(x) = i Ly ( « ) ( l M * ) t " (mod p) , isto 
é . / ( * ) = j z - ^ x ) ! I + 
com um polinómio com coeficientes em 
Z , temos 

/Oi) f 0 « ) - p » - w i) 

e portanto 

ATtií(0)) = ( -

COROLÁRIO. N(L,(Q)) = 0 (mod p^i) ( + ) . 

LEMA 2. Condição necessária e suficiente 
para que p j N (a ) , onde cr = g |0), é que 
g ( x ) contenha como factor ao menos uma das 

funções L [ ( x ) mod p . 

DEMONSTRAÇÃO. S u p o n h a m o s q u e f ( x ) e 
g (a?) não tenham factores comuns mod p. 
Então é possível determinar polinómios í>(:r) 
e tais que g (a-) • (a:) — i|i (a?) -f\x) = 1 
(mod p). Então g (x) <t{ar) — i|»(;ç) . / ( a i = 
= 1 com x W com coeficientes 
racionais inteiros, e dal 

I + P • x(0)> ,í7(0<n-n) • 

, < f r ( 0 (» -» )n= 1 J- p - x t 0 1 " " 1 ' ) 

e multiplicando membro a membro 
• A^CÍH^JJ = 1 + p m onde m ó um número 
racional inteiro. L o g o . A ' ( « ) • (0)) s l 
(mod p) isto é, A7(<x) não é divisível por p, 
e a condição é necessária. 

{"•") Isto decorre, t a m h é m , d o f a c t o d e s e r 
%-i.I-tW,P) e iVi'pjl-î- 'i, pois N (/-,(«». 
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Seja agora g (a;) = Li (a:) • $ (a:) (mod p) . 
Então, sendo ^C^) polinómio com coeficientes 
em Z temos 

g (ar) = Li {x) - 9 (as) + p • | ( a ) , 
l o g o 

= (6) + p - <Kfl ) , . . . l f l f í 9 ( - l ) ) -
= Li (0<"-D) . 4> ( 0 ( " - » ) + / > . | 

e multiplicando Àr(<x) = N(L, (9) ) • jV(4> (01) + 
+ p • m , m e Z , e sendo li (Li (0j) == 0 
(modjo ) , temos N(a) = 0 (mod p) . 

TEOKBMA. Condição necessária e suficiente 
para que í ( x ) admita factores múltiplos 
mod p é que p / d . 

Sabemos que uma base de Q{0) é a base 
natural 1 , 0 , 0a , - - • , 0""1 e que seu discri-
minante é o quadrado do determinante de 
VAHWÍBMONRE [ 1 , p á g . 1 7 ] 

F ( 0 , 0 ( D , . . . , fl(*-8) = 

1 I . . 1 
0 0(1) 
0a [0U)j2 . . |0(«-l)j8 

0 -•1 j0(l)j«-l 

Então 

J 5 ( l , 6 , . . . = (0(1) - 0 ) 2 . 
. (0(2) - 0 ) 3 (0<n-1> _ ftJB . 

, (0(2) _ etlija (0("-n — 0(l)j3 . 
. (e<«-l> _ 0(»-2)j2 

e D = J2 • d. Supondo quo p seja d e i . * 
espécie, temos que p/d é e q u i v a l e n t e a 
pID. 

Suponhamos que p \ D e que f(x) admita 
Li(x) como factor múltiplo mod p , isto é, 
que então f(x) = <í» (x) • \ Lt (aí)]" 
+ p • § (a:) com <t> (ÍC) e 41 (a?) p o l i n ó m i o s 
com coeficientes em Z . Derivando t e m o s 

• L'i(x) • <1» Ca?) 4- V - f (a?), 

isto é 

/ ( * ) = * ( * ) :•£« (* ) (mod/*) 
onde 

%{x) = *•{»); \ Li{x)\^ + 

+ ei\Li(x)\«-*. L'i(x)-<b{x), 

b pelo lema 2, temos JV(/ ' (0)) = 0 ( m o d p ) . 
/ ' ( 0 ) ó denominado diferente de 0 , e é um 
elemento de Q(9) [7, pág. 11] . 

Sendo 

f ( x ) = ( * - S) • (a?- 0(1>) 0(»-I)) 

temos 

f = (x - o«») (x - 0<"-») -f (x — 0) 
. ( « - 0<a>) (x - flt-»)+ + (w - 0) • 

. (x — 0(») {x— 0 ( - » ) , 

logo 

/ ' (0) = (0 - 0(D) (0 —* 0C-D) 
. f (0<*-t)) — (0(«- l ) - 0 ) (0<«-I> — 0ln-2)) f 

e * ( / ( • ) ) - ( — 1 ) 2 ' D • M a a - » « t ã o , 
como A~(/ ' (0) ) = O (mod/>) , t e m o s p/D, 
contra a hipótese inicial. L o g o , se p Jf D , 
temos isto é , f ( x ) não c o n t é m 
factores múltiplos mod p . 

Seja agora p/D. Suponhamos que 

«; = 1,(» — , g ) , 

isto é, que f(x)^Ll(x).T.s(x) La(x) 
(mod p). Eentão f{x) = Ll(x) Lg(x)-f* 
+ p • <t> (a;) e 

f ( x ) = L'x(x).L2(x) Lg(x) 4-
+ t- L\ (») +p • "f (») 

logo f ' ( x ) não contém como factor nenhum 
L;(x), e peio lema 2, p J( N(f (0)), e por-
tanto p J( D, contra a nipótese. Então, se 
p/D, f(x) deve conter factores múltiplos 
m o d / ) , o que demonstra completamente o 
teorema. 
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Como a ordem de ramificação de Li (a?) 
em f{x) é a ordem de ramificação de 
em ( p ) , temos demonstrado o teorema enun-
ciado no inicio deste parágrafo, mas apenas 
para números primos racionais de 1." espé-
cie em Q(S). 

Vamos agora completar a demonstração 
para números primos racionais quaisquer. 

Se p/d, temos p/D, independentemente 
de ser p de 1.* ou de 2.* espécie, e a de-
monstração feita subsiste, logo a condição 
suficiente do teorema de DKOEKIND fica com-
pletamente demonstrada. No entanto, para 
demonstrar que a condição é necessária, 
este raciocínio fallia se p é primo de 2.1 

espécie. 
Para demonstrar a condição necessária, 

isto é, se então p / d , utilizaremos 
o seguinte 

LEMA. Sendo Q(0) extensão de grau n 
de Q , e y um inteiro de Q ( 9) , temos 
| T ( 7 ) | » ^ T ( - r » ) (modp)(+). 

D E M O N S T R A Ç Ã O . S e n d o T(y) = yUJ + 

_l h / " 1 , temos |7 1 {y )| ' '= j / »H 
(mod/>) . Mas T{.y») = |/ '>|M 
logo | T(y)\?^T{y) (mod p) . 

Seja <p2 /(/>); então ( p ) - Í P O - Seja 
a um inteiro do corpo tal que ^ í - Q / a e 
^P2 Q Jc a ; existem inteiros assim pois 

Então temos * =f= 0 (senão 
e p J f i t (senão I p 2 / * ) . Também 

P/«*, pois 
Sendo p ^ 2 , e &> uin inteiro do corpo , 
temos sempre o2/(aí - , logo />/ (« • , 
ou seja (k .u )p / /> é inteiro do corpo. Então 
r((a. uf/p) = T((ot . <*)»)/p é racional in-
teiro, ou seja, 7*((a . <•>)'') — 0 (mod p). Mae 
sendo <x - u inteiro do corpo, pelo lema te-

í 4 " ) ( 7 ) <S o traço de f , inteiro do corpo , def i -
nido como T (1) Y'-' +• ••• + l'"' 1 onde 7 íh são os 
con jugados de 7 . [1, pág . 4 ] . 

mos T((a - | T(* • » ) } * (mod/?) e daí 
| T(u • (mod p). Mas como T(a . «) 
ó racional inteiro, é r f a . r . ^ s s O (modjw). 

Seja agora D] , <*• , i l „ uma base inteira 
de Q(9 ) . Então a = • Q, + - - . + /i„ • Q„ , 
com os hi inteiros racionais, nem todos di-
visíveis por p , senão p / a . Logo 

r ( « . a o - T . SÍÍ . Okj -
» 

1 
© então 

n 
^ A i . r f U i . Q O - O (mod p). 

Sendo hi e '/"(ü, • Q() racionais inteiros, e 
pelo menos um A, ^ ü (mod p") , temos 

j r ( a - f l t ) | = o ( m o d p ) , 

e como [ T< íi; • j — d resulta d bb 0 (mod p), 
o que demonstra o teorema. 
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