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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C. P. — M A T E M Í T I C A S G E R A M — (Lie. em Matemáti-
cas a Físico-Químicas) — 1.® Exame de Frequên-
cia - 1.* Chamada - 8-2-1962. 

5 5 4 8 - 1 ) Seja E ura conjunto e seja ( ^ O t i / ^ ^ 

uma família de partes de E . 

a) Defina U A, e f l Ait 
ie I _ ie I 

b) Nas h i p ó t e s e s : E - B x R ; / — [ 0 , 1 ] ; 
Ai — ) (k, a) I 0 < a 1 + i j , i e I , quais 09 conjun-
tos U A, e f l A i ? 

iel i ei 

2) Seja E um conjunto não vazio e p uma rela-
ção definida em E . 

a) Represente, na linguagem da Lógica simbó-
lica, as proposições: «p é anti-simétrica»; ep não é 
anti-simétrica». 

b) Considere as proposições: 

pi - 3 v (y P ^ = > y - *); 
X6 £ V I E 

Pz- V 3 ( « T t » A " [ « ) . ks£ ffc E 

Que sabe sobre os valores lógicos de P i V P j o 
Pi A Pt? Justifique. Supondo que p é uma relação 
de ordem, que significa ser Plt ( = 1 , 2 , verdadeira? 

3 ) Enuncie o teorema da condensação de C A O O H V 

e, em seguida, aplique-o, mostrando a legitimidade 
dessa aplicação, ã série 2 l / » ' 1 " " 1 . 

*tN 

4) S e j a / a f u n ç ã o r e a l d e f i n i d a era 
E = [ 0 , 1 [ U ] 1 ,2 ] cujo va lor no ponto x e [ 0 , 1 [ ó 
1 e cujo valor no ponto x e ]1 , 2] é 2 . 

a ) Represente f . Considere a proposição «qual-
quer que seja a e E , f tem limite f (a ) no ponto a » . 
Indique, de preferência simbolicamente, duas propo-
sições cuja conjunção seja a proposição referida e 
verifique que elas são verdadeiras. 

b) f ê pois contínua. / terá algum prolonga-

mento contínuo a [ 0 , 2 ] ? Justifique a resposta ex-
clusivamente Á custa do teorema de B O L Z A N O - C A U C H T . 

5) / é uma função real definida em R , contínua 
e com limite + 0 0 nos pontos -1- co e —00. 

o ) Mostre que / ( Z f ) é minorado. 

6) Mostre que o ínfimo de f ( R ) pertence a / ( B ) . 

F. C . P . — M A T E H Í T I C A S G E R A I S — (Lie. em Matemáti-
cas o Físico-Químicas) — 1 0 Exame de Frequên-
cia - 2.* Chamada - 17-2-1962. 

Ponto n." 1 

5549 — 1) Seja I um conjunto nao vazio e p 
uma relação de ordem definida em I , relativamente 
à qual há primeiro eleraento, notado «o, e há último 
elemento, notado t i t . 

а) Qual o conjunto dos majorantes (minorantes) 
de II I tem supremo (ínfimo)? Justifique as res-
postas. 

б) Seja (<i4f)fe/ uma família de subconjuntos de 
um conjunto F tal que: se i g j , então -d;3 .d,. 
Quais os conjuntos U A< o f| A ,? Justifique, 

tal t i l 

2) Seja E um conjunto não vazio e seja p uma 
relação definida em E . 

a ) Escreva, 11a linguagem da Lógica simbólica, as 
proposições: a? é simétrica»; «p não é transitiva». 

b) Supondo que p é reflexiva, mostre que ó 1 o 
valor lógico da proposição P j = > P 2 , com : 

Pi - v v p y V y p a ) ; 
xe E yo E 

P z - V V 3 (a; P ^ A y P B) • 
xsE y6 E zeE 

S) Enuncie o critério de d'Ai.EunEHT e, em se-

guida, aplique-o à série ^ a„ , com; Ojn_, —2""3~* 
ne.V 

(íí e N); at„ - 2 — 1 3~» (n e N) . 
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4) Seja f uma função real definida em R. 

а) Indique, de preferência simbolicamente, duas 
proposições cuja conjunção seja a proposição n/ é 
continua»; verifique que elas são verdadeiras na 
hipótese de ser verdadeira a proposição «existe 

tal que, quaisquer que sejam xeR e yeR,é 

б) Supondo que f ( x ) =• ] x |, qualquer que seja 
x e R, represente / e verifique que / possui a pro-
priedade referida na alínea a). 

5) Sejam / e g funções reais definidas em R e 
cujas restrições a Q são iguais: f í Q — Ç\q- Mostre 
que / — g. 

F, C. P. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — (Lie. em Matemáti-
cas e Fisico-Químicas) — 1." Exame de Frequên-
cia — 2.* chamada - 17-2-1962. 

Ponto n.° 2 

5550 — 1) Sejam E e F conjuntos não vazios 
e seja / uma aplicação de E em F. 

a) D e f i n a : g r á f i c o de /; f (A) , Ae P (E); 

f ( B ) , BeP(F). 

b) Diga quais os elementos de F (E , F) na hi-
pótese: E « F - 11 ,2 ,3 ] . 

2) Seja (£?, + , • ) um corpo e seja ^ uma re-
lação de ordem total definida em E . 

a) Traduza, para a linguagem da Lógica simbó-
lica, as proposições: 

P i = use x ^y, então a> + s y -f a , para todo 
o z e E 

Pi = o se 0 < a e então 0 < a > - y » . 

b) Supondo que P\ A Pt 8 verdadeira, isto ê, 
(E, + j ó corpo ordenado, mostre que é 1 o 
valor lógico de cada uma das proposições: 

V V V &<yA0<B=>x-B<yü) 
xeE yeE 

v V ( ! < ! / = ) 3 a ; < ! < 3 i ) . 

11 yaE Cc & 

3) Exprima, de preferência simbolicamente, que 

« ( l -) ^ não converge para zero» e verifi-
\ n / no.V 

que, à custa do que disse, que assim é. 
4) Seja E um conjunto não vazio e sejam / e 

( / . ) _ . » , respectivamente, uma função real definida 
em E e uma sueessão de funções reais definidas em 
E . 

o) Indique, de preferência simbolicamente, o si-
gnificado do que segue: 

« ( / » ' » . n converge para / » ; * (/„ )B e f l , converge 
uniformemente para / » . 

b) Nas hipóteses: E R-, / (a; )— O, qualquer 
que seja x e R ; /„ (jc) ,e/rt , qualquer que seja 
x a R e qualquer que seja reeW, responda ao se-
guinte: represente / e /„ ; escreva uma proposição 
P tal que a conjunção de P e da proposição verda-
deira(! ) nqualquer xeR ó ponto de acumulação de R» 
seja a proposição « / é contínuau e verifique que P 
é verdadeira atendendo à sua construção (de prefe-
rência escrever P simbolicamente). 

5) Seja f uma função real definida em R , mo-
nótona e cujo contradomínio é um intervalo. Mostre 
que / é contínua. 

F. C. P. — M A T E M Á T I C A S G B H A I S — (Lie. em Matemáti-
cas e Fisico-Quitnicas) — 2." Exame de Frequên-
cia - 2.' chamada - 15-5-1962. 

Ponto n.° 1 

5551 —1) Seja f e F ( B — |0| , B ) assim carac-
terizada: f (x) = 1 . 

a) Verifique que f è contínua (uso a definição), 
í ) Verifique que f é derivável (use a definição). 

c) Seja a e R e seja u o prolongamento de / a 
•R assim caracterizado: a (0) — a . A função a è 
contínua no ponto 0? Justifique a resposta. 

2) Seja / , F (B , R) . 

a) Dê o significado do que segue: «f é estrita-
mente monótona no ponto 0 » . 

6) Na hipótese: existe D f e 0 ${Df)(R), ve-
rifique que / é estritamente monótona no ponto 0 . 

3) Seja A = r a 0 0*1 e • » , , , ( « ) . 

lo $ 0 
Lo 0 c j 

a) Notando f a aplicação linear de R1 em R 

cuja matriz ê A , diga qual a imagem de 

(x i , B;, x j ) e Ü» por / . 

fc) Na hipótese: a 0 e i ^ t O e c ^ t O , diga 
qual o contradomínio de / e caracterize a aplicação 
gê L (/i ' , fl'), através da sua matriz, tal que a ma-
triz àe f o g è p i 0 0~| . 

0 0 1 

Lo i oj 
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á) Seja fa F (R, ff) nas hipóteses seguintes : 
existem Df,D*f e D* f\ Df(0) - D*f(0) -
= D3 / (0) •= 0 ; D3/ é derivável no ponto 0 e 
(D 1 / ) ' (0) « R+ U j + M j . Mostre que / tem mínimo 
estrita no ponto 0 . 

F. C. P, — M A T E M Á T I C A S G B B A I S — (Lie. em Matemáti-
cas e Físico-Químicas) — 2." Exama de Frequên-
c ia—2. « Chamada — 45-5-1962. 

Ponto n." 2 

5552 — Seja / e F (R , R) assim caracterizada: 
/ ( » ) - - a * . 

a) Verifique que / 6 contínua (use a definição). 
È) Verifique f é derivável (use a definição). 

2) i*íeja aeR e seja a e F ( ] 0 , 2], ff) assim 
caracterizada: 

- R L — a SE SA 0 . < X 1 
a (jc) " 4 

[ 1 — 2 a + n x se 1 < a: < 2 

0) Verifiqub que a ó contínua no ponto 1. 
b) Verifique que a tem extremo relativo no ponto 

1; qualifique-o. 

e) Notando a o prolongamento contínuo de a 
a [0 ,2 ] , diga qual o valor de a no ponto 0 e diga, 
justificando, se a está nas hipóteses do teorema de 
R O L L E , 

3) Seja fe F (R2, R2) assim c a r a c t e r i z a d a : 
f{x,y) — (a, a + ;/). 

a) Verifique que / é linear e diga qual a matriz 
de / . 

1) Caracterize g e L (R2 , R2) tal que g o f — J, 

I(x,y) - (x,y). 

4) Seja / e F (B, B) tal que é verdadeira a pro-
posição : 

« 3 V 

tsfl̂ j- itJi yen 

Mostre que f é constante. 

F. C. P . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — (Lie. em Matemáti-
cas e Físico Químicas) — Exame Final — 1." Cha-
mada - 19-6-1962. 

5553 — Enuncie o critério de C A U C H Y ; seguida-
mente aptique-o à série gerada pela sucessão 
K ) « i » , com Oi, — 0 e a ÍB_, —1/(2 n)4 " - 1 , ne N. 

t f 0 
2) Seja B — M - J ^ / í * ) - ^ 

0 BS Í < 0 

3 x se se > 0" 

a ) Com a e i í f , diga qual o conjunto / ( t / (0 , a ) ) . 
ò) Escreva duas proposições, de preferência sim-

bolicamente, cuja conjunção seja a proposição «/ tem 
limite U no ponto (h> e verifique que são verdadeiras. 

3) Seja ff ^ B nas condições seguintes: existem 
D / e D2f\ 0 $ D 2 f ( B ) . 

a) Mostre que Df é estritamente monótona. 
É) Mostre que o conjunto dos pontos nos mais / 

—I 
tem extremo relativo é D / ( j O | ) . 

4) Sejam / e g funções reais definidas em Xcff 

e contínuas. Mostre que X t. B, h ( » ) notando o 
ínfimo do conjunto |/(x)( U ! ? ( x ) í , é contínua. 

5) Sejam A,B,C pontos não colineares. 
a) Fórmulas de passagem do referencial 

(A-,B - A = 7 , C - A - J ) 

—V —. 
para o referencial ( C ; B — C i', A — C — j ' ) , 

i ) Equação cartesiana e equações paramétricas, -» 
no referencial (A\ i , j ) , da recta [do plano ABC] 
que passa por C e é perpendicular à recta B C. 

6) Sejam O, U , V , IV pontos não-coplanares e 
considere o referencial 

(O ; [/ — O — 7, V - O - J , lV-0-~k), 

t x + y •= 2 
a) São dadas as rectas i e x — y = ss 

1 a = 0 * 
o os planos b e» () e y = 0 ; equações cartesianas e 
equações paramétricas de recta que é coplana àquelas 
rectas e é paralela àqueles planos. 

i ) Fórmulas de passagem do referencial dado para 

o referencial (tf ; A — O' = B - O ' , C-0~-P), 

com O'— O-T+T, A—0'<= —7+7, B—V^i+j+k, 

C- O' - k . 

Nota : Dos exercícios V e VI, resolver apenas um. 

R : 1) Seja a n u , , ! ( 1 série de termos não-negati-
ueN 

vos; se existir r e [0 ,1[ tal que "Va„ r , n e N , a 

série V] a„ é convergente. 
M H 

Aplicação. Com a, „ O e a , , . l = l / ( 2 i i ) , H l 

n e N , virá * V ã ^ = 0 e - 1/2n, u e N ; 

logo V a „ < 1/2, n e N . 

R : 2) o) Ü ( 0 , « ) = U (0 , s) - )0|; U (0 , a) = 

- ] - « , « [ ; f ( U ( 0 , « ) ) - t M * £ . 
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b) p,~ v e —ioinu(o,«>^íi 
«sJU-

P , = V 3 f (R - )0| h Ü (0 , « ) )CU(0 ,® . 
g e R+ a e R-f-

P , 4 verdadeira: R - |0| n LJ (0 , n) - Ü (O , « ) 4?0 1 

P j é verdadeira: para cada p e R + , tome-se « — P/3, 

R : 3) a) Das hipóteses resulta que R ^ R í conti-

nua e biunivoca; é pois estritamente monótona [obser-

ve-se que o domínio áe [J f è um intervalo!] . 

i ) Como f i finitamente derivável e o seu domínio 

é igual ao seu interior, o conjunto dos pontos nos quais 

f tem extremo relati vo está contido em D f ( j 01) . 

1.* hipótese: D f { | 0 j ) 0 . Nada há a demonstrar! 

2.* hipótese: D f (10 ] ) f̂c 0 . Este conjunto será en-

tão constituído por um só elemento, que notamos a ; 
supondo D f estritamente crescente, é D f ( J a , [ f c : 
t D f { ] * - , a [ ) C R~ ; logo f tem mínimo relativo es-

trito no ponto a , como mostra o teorema da média de 

L A O K A N O E aplicado às restrições f| [ » , I ] , a < I < 8 + l , 
e f [ [ x ,a ] j a — l - < x < : a . 

R : 4) Bastará mostrar qtie é verdadeira a propo-

sição : 

« v V 3 h (U ( a ,5 )nX )<=U {h ( a ) , . ) . , 
aeX EoíH- JeR+ 

1.« hipótese: f (a ) = g (a) ; então h (a) — g (a) ; 
imediato I 

2.» hipótese: f ( a ) ^ g ( a ) ; seja f (a) > g ( a ) ; então 

h (a) — g (a) , Pela continuidade de t e g no ponto 

a , existe e R+" tal que f (x ) > g ( x ) , para qualquer 

x e U (a , a 
) ri X ; logo h (x ) = g (x ) , para quatquer 

x e U ( a , a) H X . A conclusão é agora imediata! 
R : 5) a) Coordenadas de C : ( 0 , 1 ) — no re/eren-

—h 
ciai (A ; i , J) } 

Componentes de i ' : (1 , — 1) — na base ( i , j ) ; 

Componentes de j1 : ( 0 , — 1) — na base ( i , j ) , 

[ x - x1 
Fórmulas de passagem: j ^ r ( 

b) equação cartesiana: ( i — j ) | (x i + (y — 1) j ) — 0 

ou ( i j i - i | j ) x -h ( i | j - j | j ) y = ± 1 j - j | j 

R : 5) a) Parâmetros directores da recta x — y —O: 

0 , 0 , 1 . 

a ( x + y - 2 ) + ] 3 z ~ 0 ; « • O + p-O + p - l - O ; 

« - 1 « p - 0 

«f (* - Jr) + ff f* - 2) - 0 } 

(»' + p').0+(-«')-O + (-P')- l-0i «' = 1 * P'-0 
' X +- y = 2 

i. x — y 0 

x - 1 

equações cartesianas 

equações paramétricas 

equações 
\ x - <Tlí-?|J)X 

paramétricas: I 

N o t a : Imediatamente se poderiam escrever as 

Í
x + y 

„ , atendendo aos dados do problema! 
x — y = 0 

Ix = 1 — xr 4- y ' 

y 1 -f x' + y' 
z y1 + i1 

F. C. P. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — (Uc . om Matemáti-
cas e Fisico-Químicas) — Exama Final — 2,* Cha-
mada — 22-6 1962. 
5554 — Seja ( a . ) > ( í uma sucessão real e seja 

(&,JReJV a sucessão das somas parciais da s é r i e 

2 a , , Como sabe, as expressões «a série y , a , é NFL.V Ti GN 

convergente» , na sucessão ( & „ ) „ 6 4 convergente» 
e <a sucessão (b„)Heí/ é regular » são sinónimas. 
Indique o significado das duas últimas e através disso 

conclua o seguinte: a serie ^ s e n { i u « ) ó conver-
ti e S 

gente; a série 2 { — 1 ) " 11 é convergente. 
n s S 

2) Seja R — |01 i /í a s s i m c o n d i c i o n a d a : 
/ ( # ) • = + 2 se 3 c > 0 ; f ( x ) ^ 3 se * < ü . D iga 

qual o c o n j u n t o / ( ] I , 3 [ ) e diga, para cada 
i 9 S f , qual o conjunto / { ] 0 , » [ ) . Seguidamente 
verifique que são verdadeiras as proposições: 

3 V f ( R - | 0 | n Ü ( 0 , » ) ^ l 7 { 9 , « ) 
is/It jJe/H- ' 

3) Seja [0 , - * [ - i R 

assim condicionada: é inde-
finidamente der iváve l ; D"f(0) = 1 , qualquer que 
seja n 6 N \ O ^ D"/([Q , -*• [ ) , qualquer que seja 
>t8Í/. 
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o) Verifique que, para qualquer n e N e qual-
quer x e ] 0 , -+ [ , é: 

6) Para cada t i s i í , diga quais os pontos nos 
quais D" f tem extremo relativo, 

4) Sejam a e R e b e R com o < b e seja 

[a,b ] i i ü 
nas condições seguintes: è contínua; tem 

limite — oo no ponto b ; é estritamente crescente no 
ponto a . Mostre que existe c e ] a , b [ tal que / tem 
máximo relativo no ponto c . 

5) Considere um referencia) (O; > s j , i ) não mé-
tricamente fixado. 

-V —. 

a) Componentes de um vector u^jfcO normal ao 
plano de equação A x + B y + C D = 0, 

b) Equações cartesianas e equações paramétricas 

12 x + y = 2 rac + y=>0 

na hipótese: ] W ( = 2 j \\J\\ - 1 [ t\\ < £ ( 7 , 7 ) -

6) Considere um referencial ( 0 ; i , j , £ ) e as famí-

lias de rectas: r , (X e R) í ^ ^ * ; 
* l as - 1 (y — « ) 

da normal comum às rectas 

v e J t ) { V 
•Z • 'l 

= - c (y + *) ' 

a) Equações cartesianas das rectas r^ e que 
passam pela origem e são paralelas, respectivamente, 
a r ; e . Seguidamente indique as coordenadas 
dos pontos de r^ e de sĵ  que têm ordenada 1 e apro-
veite-as para concluir que r^ e não são parale-
las. 

b) Fórmulas de passagem do referencial dado 
para um qualquer referencial cujos novos eixos sejam: 

f » - 0 
ly - 0 

x = 0 

[y — (t - 0 

x — 0 

. y + z - o 

(eixo das abcissas); 

(eixo das ordenadas); 

(eixo das cotas). 

Nota: Dos exercícios V e VI, resolver apenas 
um. 

F. C. P. — M A T E M Á T I C A S G E B A I B — (Lie. em Matemáti-
cas e Físico-Químicas) — Exame Final — 1.* cha-
mada - i-10-1962. 

5555 — 1) Considere um referencial (O ; » ,j , t ) 
e os pontos ji — ( 0 , 2 , 1 ) e B = ( 2 , 4 , 3 ) . 

а) Suponha (0;t,j,k) mètricamente fixado 
como se indica : ( « , p , f ) | (*', p', 7') = 0 P' + 7 7'. 

Escreva fórmulas de passagem da ( O ; » para 
um qualquer dos referenciais orto-normados nas con-
dições seguintes: o eixo das abcissas á a recta A B 

e o eixo das ordenadas passa por O. 
—* -V - ». 

б) Suponha (0-,i,j,k) mètricamente fixado 
como se indica: (a , p, 7) | (« ' , f ' , i ' ) = 1 (2 a ' + p') + 
4- p ( » ' + 2 p') + f f ' ; resolva o mesmo problema da 
alíuea a). 

2) Seja u a aplicação linear de I " em 11* assim 
caracterizada: u (1 , 0 ) = (1 ,5) ; u (0 ,1 ) — (2 , 4 ) . 
Determine os elementos do conjunto: 
£ ( « ) = |Xe lt\ existe Xe R ! - ) ( 0 , 0 ) j tal que ! i (x)=lael. 

3) Seja ("n^ne^ uma sucessão real nas condições 
seguintes: existe r e [ 0 , l [ tal que | «„.,_, — «„.,., | 
< » • | | , n - l , 2 . Asér ie ^ l « „ t ) - n „ t 

n c .V 
é convergente? A sucessão ( " K ) n e y ® convergente? 

4) Seja [ 0 , 1 ] S nas condições seguintes: tem 
contradomínio contido em [0 ,1 ] « é contínua. Con-
clua que existe ® e [ 0 , l ] tal que u ( x ) ~ i s . 

5) Seja [0 ,1 ] ^ R nas condições seguintes: é 
continuamente derivável e J 5 « ( Q n [ 0 , l ] ) = | 0 j . 
Conclua que u ( [ 0 , l j ) - 1«(0)|. 

B : 1) Seja (O1; i ' , j ' , k ' ) um dos oito referenciais 

nas condições impostas; então, genericamente, eles serão 

representados do modo seguinte: (O1 ; p i1 , a j ' , t k1), 

l p t - M - M - 1 -

1." Equações paramétricas da recta AB: 

x — X 

y - 2-l-X 
z — 1 + X 

2." Determinação de O' : 

а) ). -1 J- (2 + X) - 1 + (1 + X) -1 0 ; 
_ o * l j 0' - ( - 1 , 1 , 0 ) 

б) X-3 + (2 + X) - 3 T (1 +- X ) - l = 0 ; 
X - - 1 ; O' — ( - 1 , 1 , 0 ) 
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3.° Determinação de i1 : 

(1,1,1) 1 
a) i ' 

6) i> 

11(1 ,1 .1 )11 / » 
C l , 1 , 1 ) 

f f l . l . í ) 

1 (1,1,1)11 

— * 
4.® Determinação de j ' : 

( - 1 , 1 , 0 ) 1 

^ C l , 1 , 1 ) 

«) ¥ 

à) ? 
| Í - 1 , 1 , 0 ) 
(-1,1,0) 

I (-1,1 ,0) II 

5." Detórmjnafão rfe k ' : 

+ p + 7 - 0 

^ í - 1 , 1 , 0 ) 

• ^ • ( - 1 , 1 , 0 ) 

< í -
a. 

« + P 
| ( 1 , 1 , - 2 ) ; 

( 1 , 1 , - 2 ) 1 

6) 
3 « + 3p + T = ° 

+ P 

( 1 , 1 , - 2 ) 1 

í ( 1 , 1 , - 6 ) ; 

^ ( 1 , 1 , - 2 ) 

= 0 ' 

(1,1,-6) 
Tr i " ( 1 , 1 ) —6) 

ti a , 1 , - 6 ) 1 1 

íyrmuías <fe passagem rfe ( 0 ; i , j , k ) para 

( O ' ; P l ' , 0 l ' , T k ' ) ( ]p| - 1 . | _ | t | - 1 ) : 

<0 

— 1 "t 73 7= y ' + — ® 
^ 3 v/2 / 6 

^ ¥ i « I * y — 1 + + — y1 + — = 
^ 3 V/2" / « 

2 T 

v/6 

i ) 

- i + - £ = * » - ~7=y' + - ? = = • ' 

X 
t / í " 

f 

yfl 

1 + -JL-xi 4. JL=yi + 
1/42 
fir 

/ 4 2 ' 

2) De verá procura r-se X « R pela condição do sis-

tema iiíiear sobre R e nas incógnitas Xj e -

t i 
( l — X) Xl + 2 x ; - O 

I5XI -J- (4 — X) XJ =. O ' 

ter solução além da trivial. Virá 

D < r i - x 2 - | ) - 0 I 

L 5 4 - x J 

logo S ( u ) - 1—1 ,6| , 

3) Das hipóteses resulta que 

I — u » 1 < r"" ' | «z — ui [ , n e N j 
logo 

2 I — k I - I S 

p—1, . . . p<= I , ..< , a 

A série 2 I Un+1 — 11H I é pois convergente; a série I I N 
S (un+i — u„) é também convergente e assim a su-

i c N 
cessão (u„)oeIj é convergente. 

4) 1.' hipótese: u (0) - O ou a (1) — 1 . Nada 

há a provar l 

2.* hipótese.- u (0) ^ O e u (1) 1 . A função 
v 

[0 ,1 ] R , v (x) = u (x) — x , écontinua e v (0) v ( I ) < 0 ; 
logo existe * e ] 0 , l [ tal que v (x ) •= O , ou seja, 

a (x ) = i , 

5) Seja [ 0 ,1 ] ^ R , v (x) - O . Como v e D u são 

continuas e têm a mesma restrição a Q fl [0,1], 

v = D u . E portanto D u ( [ 0 , 1 ] ) ™ |0| e assim 

n ( [ 0 t l D - |u (0)|. 

F. C. P. — M A T K M Í T I C A S G E U Í I S — (Lie. em Matemáti-
cas e Físico-Químicas) — Exame F ina l—2. * Cha-
mada - 4-10-1962. 

5556 — 1) Considera um referencial (O; i , j ,k) 

e os pontos A ~ < 1 , 2 , 3 ) , B - ( 2 , 4 , 6 ) , C - ( l , - 2 , 1 ) 
e D = (5 , 2 , — 5) , 

o ) Suponha || T\\ - ||7|j ~ ||k|| - 1 O < < 7 J ) -

=: ^ { j , k) — ^ ( i , k) — ir/2. Equações paramétri-
cas e oquação cartesiana do plano que passa pela 
recta A B e é perpendicular ao plano O CD. 

6) Suponha \\7\\ - ||7|[ -1|?|| - 1 , < (*",/) - */3 

e ( j , k) =• ( t , t ) = s/2 . Angulo da recta A B 

com o plano O C D . 

2) Sejam (a , b, c) e ( ( ,m ,?i) pontos de i f J . Use 
o teorema de ROUCHÉ a fim de estudar a compatibili-
dade do sistema liuear sobre li e nas incógnitas 

— cy + b a l 

cos — a £ = m 

— ios + a y 

3 ) C o n s i d e r e a s é r i e r e a l ^ a » , c o m 
n 6 JT 

an = l/n log (2 7i). Enuncie o critérério da conden-
sação de CÀUCSIY e aplique-o À série dada. 
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4) Seja [0,l ]-»-.ZÍ nas condições seguintes: tem 
contradomíno contido em [ 0 , 1 ] e, para quaisquer 
números distintos x e y de [ 0 ,1 ] , é \ u (a;) — u ( y ) [ < 

< i » —f f I í 

a) Verifique que u ê continua. 

b) Por aplicação do teorema de W E I H B S T R A B S À 

função [0 ,1 ] ->• R , v (lc) = | ú (as) — « | , conclua que 
existe x e [0 , l j tal que a (as) = x . 

6) Seja [0 , 1 ] i B nas condições seguintes: é 
1 í l \ simétrica no ponto -—•, isto é, a f- x 1 = 
2 \ 2 / 

/ I \ 1 1 , . , 
u 1 — — x ) , — é denvável no ponto 

— . Calcule u' 2 

Dada a função f (x ,y) 
xy . 2 

j - j / (010) — 0, 
x* + y* 

calcule lim lim f(Xjy), lim lim f(x,y) e l im/{sE,y). 
V=0 s U i <) r»'l 

A função é contínua em ( 0 , 0 ) ? Porquê? 

R : 1) a) Domínio: ] — oo , 1 [^e ] 2 , + oo [ . 
Pontos de descontinuidade: 1 , 2 e oo . 
Pontos de intersecção com os eixos: 

[ x = 0 

L y - log 2 

3 -1/5 

b) 

Lr - 0 

Crescimento. Extremos 

2 x — 3 

x1 — 3 x + 2 

y1 > 0 . o x > ¥ 

y> < 0 - > x c — 

A função e' crescente em J 2 , -f- oo [ e decrescente em 

] — oo , 1 [ . NSo tem extremos. 

c) Convexidade. Pontos de inflexão. 

— 2 x* 4- 6 x - 5 
- 3 X + 2)3 

< 0 

e portanto a função e concava. Não h& pontos de inflexão. 
d) Assintotas; 

X - 1 e X - 2 

2) f ( s ) c 3 i ! — 3 e os zeros da primeira derivada 

são Xj — — 1 e —• 1 . A sucessão de Rolle é 

— oo - 1 1 + oo 

f ( x ) — k + 2 k - 2 + e, em principio, 

poderá ter-se 

k + 2 [ k — 2 Localização dos zeros 

EauacJados o soluçõfia dos n," 554S a 5S36 dg 
Aníbal Coimbra Aires do Matos 

I . S . C. E. F. — M A T E M Á T I C A S O E H A I S — 2 . ° Exame da 
Frequência Ordinário - 2 3 - 6 - 1 9 6 2 . 

I 

5557 — 1) Estude a função y = l o g { » 3 - 3 s- f -2 ) . 
2) Diga como separa os zeros d e / ( » ) por moio 

da sucessão de Rolle. 
Discuta, consoante os valores do parâmetro k, a 

localização dos zeros de f (x) — a;3 — 3 x + Jc. 

3) Enuncie e demonstre o teorema sobre a dife-
renciabilidade de uma função composta. 

+ + 

0 
0 

o 
+ 

+ + 

k ;> 2 : uma raiz em ] — oo , — 1 [ 

— 2 -< k <C 2: uma raiz em ] — oo, 1 [ , 
outra em ] — 1,1 [ e outra em ]!) + <»[ 

k < — 2 : uma raiz em ] 1 , + oo [ 
Impossível 

Impossível 

k => — 2 : uma rais igual a —1 e outra 

em ] 1, + oo [ 

Impossível 

k = 2 : uma raiz em ] — oo , — 1 [ e 

outra igual a 1 
Impossível 

/ 
3) lim lim f (x , y ) — oo , lim lim f ( x , y ) — 0 . Não 

.x=*0 T — X — 0 
existe pois lim f { x , y ) e assim f (x , y ) não é continua 

Xw-li 
jnü 

em (0,0) nem pode tornar-se continua. 

I I 

5558 — 1) Sendo a o b dois números inteiros 
quaisquer e supondo que o polinómio real g (x) tem 
raízes inteiras, prove que pelo menos um dos núme-
ros g (o ) , g (a + 1 ) , j f £ o + 2 ) , • • •£ ( » + 6 — 1) deve 
ser divisível por 5, 

2) Deduza a fórmula interpoladora de Lagrange 

I(x) = 2 —•— Vi- Fazendo x = + = + a 
>=o <*i) 

(a e h constantes) mostre que I (x) *=/{«), 

3) Seja A X = B um sistema de m equações 
lineares a re incógnitas e r a característica de A. 

Se fôr r < m, em que condições o sistema é possível 
determinado e possível indeterminado? 

No caso em que D = Omí1 e o sistema é indetermi-

0 

y 
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nado, o que entende por um sistema fundamental de 
soluções ? 

R : 1) Se g (x) admite a raiz inteira x = p então 

g { a ) = a ^ p 

g ( a + l ) = a — p + 1 

g ( a - f - 2 ) - = a — p + 2 

g ( a + b — l ) - a — p + b - 1 

e como os números a — p , a — p -t- 1, •*• a — p -f- b — 1 
ião b inteiros consecutivos ttm dele« é divisível por b 
e, portanto, um dos números g (a) , g (a-f-1) , •*• 
••*g(a + b — 1) é múltiplo de b . 

2) <t,(x) - Í I ( x - x = Ô ( o - uj)j^L = h»<p,{u) 
i-i Í-! 

Ti (*i ) = t " n (*, - - b" ¥i («d) 
j-i 

Li (x) T-T- - • . . 7-7 - L1 ( u ) 
<Pi W B <pi(U>) <?< (Oí) 

e portanto I ( x ) = I (u ) . 

I. S. C. E. F. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — 2." Exame de 
Frequência Extraordinário — 26-6-1962. 

5559 — 1) Enuncie e demonstre a condição neces-
sária e suficiente para que a recta V •=» mX 4- p seja 
assintota da curva y = f ( x ) . 

Mostre que a função f (x) = % + 1 + y j + ti x se 
pode escrever na forma / ( # ) «• 2a; + 2 + f (x) com 
lim ç (x) =• 0, 

rwm+GO 

2) 0 polinómio £r{x) — 2a;3 4- 9 x ! + 12x 4- 5 tem 
o zero a = — 1 Mostre que o zero é duplo e demons-
tre a proposição em que basear a resposta. 

Qual é o polinómio do segundo grau h (.c) que 
deve adicionar a g(x) para que a = — 1 seja raiz 
tripla de g(x) + h (x) ? 

3) Considere a função F(x,y) com derivadas fini-
tas /<*{a,6) e F'„(a,b). Que pode afirmar acerca 
da continuidade das funções F ( a , y ) ? Por-
qu6 Y 

Se uma das derivadas fSr contínua em P(a,b), 

prove que F(x,y) ê contínua e diferenciá\el em 
P(a,b). Se quisesse apenas garantir a continuidade 
de F{x,y) era P(a,h) seria preciso exigir a conti-
nuidade de uma das derivadas ? Porquê? 

R: 1) A função f ( x ) tem a assintota obliqua 

Y •= 2 X + 2 e portanto pode escrever-se na forma 

f (x ) = 2 x -t- 2 4- (p (x ) , com lim ç ( s ) o O , 
n | on 

2) a — — 1 anula g ( x ) , g' (x) e não nula g " ( x ) . 
Trata-se pois de um zero duplo. 

g (x) + h (x) — 2 xS + 9 xi 4-12 x + 5 a x* 4- b x + c = 

= 2x » + (9 + a) x3 + {12 + b) x +• (5 + c) 

e, como terá de ser g ( x ) + h (x ) = 2 (x + l ) 3 , resultam, 

o» condições 

9 + a = 6 I a = — 3 

12 + b = 6 ou J b 6 
5 + c = 2 l e => —3 

isto é, h (x ) 3 x ! - G x - 3 . 

I I 

5560 — 1) Deduza as fórmulas de Girard e utili-
ze-as para achar a relação que devo existir entre 
a,b,c, e d por forma que uma das raízes do poli-
nómio a£3 + òz : - } - c z - f - c í seja igual à soma das 
outras duas. 

2) Dada a tabela de valores x | xo x j X; escreva 

y \yamyi' 

a expressão geral do polinómio interpolador e utilize 
a teoria dos sistemas lineares para mostrar que'o 
polinómio interpulador pode apresentar-se na íorma 

= 0 y 1 X X A 

yo 1 xl 

Vi 1 XL xf 

Vi 1 «d xl 

3) Defina complemento algébrico de um menor e 
prove que ó nula a soma dos produtos dos elementos 
de uma fila pelos complementos dos elementos homó-
logos de outra fila paralela. 

R : 1) b 
Zi+*|+Xj— 

a 

IZj — ZJ+ZJ 

A relação é pois 

, 3 

e daqui se tira z; — 
2a 

a 

u b3 — 4 a b c + 8 a ! d = 0 . 

2) A expressão geral do polinómio interpolador ê 
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7 = a f b i + c i J e deverá ter-se, evidentemente: 

' y - a + b j 

yo — a + b x0 + c x j 

yx — a + b + c xf 

y* = a -f- b x j 4- c x| 

e para que este sistema de quatro equações a três incó-

gnitas seja possível é preciso que (teorema de Jiouché): 

1 x - 0. y 
yo 1 - xo x* 

yi i 
Tl 1 

L S. C. E. F. — M A T K H I Í T I C A S G K H A T S — Exame final. 
Época de Julho (1.« chamada) — Prova Prática — 
12/7/62. 

5561 — 1) Define-se di"isão de conjuntos por meio 
da fórmula A: B = A U B . Prove que: 

o) i : ( 5 f | C ) — (A: B) : C 
b) A-.(B\JC) = (A-.B)n(A-. C). 

E : a) A : ( B n C ) = AU(bTTC) ~ A U ( P U C ) ~ 
= (AUB)UO - { A : l i ) UB = 
- (A : B) : C 

b ) A : ( B U C ) = A U ( B * L T C ) - A U ( B D C ) _ 

- (A U S) n ( A U C) 
- ( A : B ) n ( A : C ) . 

2) Calcule Hm n ! [ log (n + 3) — log n — —1 . 
i.-™ L » .1 

R: Um n? [ log (n + 3) — log n —— 1 — 
n-oo [_ n J 

- Um n3 | log (\ + —\ — i ] lim n1 (r, — - —\ -
n-® | \ n j n | ii=oo \ n n/ 

— lim n (3 -f] — 1) = -+- co (yj -»• 1) . 

3) Calcule P v H -
1 + X 

R; Fazendo = tä vem x 
1 - x 

d X 

tf - 1 

t* + 1 

4 t 

d t (t* + l ) * 

- 4P , 
1 — x (t ' + l ) í 

• 4 P - 1 - - 4 P — 

/ I 1 i V 
— 4 arctq t — 4 — arctg t H 1 — 

y \2 2 1 + Vj 

— 2 arctg t -
2 t 

1 + & 

4) Dada a função / (J) 
a-' + a os1 + b 

c x2 + 4 
a) Determine as constantes a, 6 s e de modo 

que o gráfico de f ( x ) seja tal que a recta x + y = 0 

seja uma assíntota o o ponto (ü + /(0 ) ) seja de in-
flexão. 

4) Esboce o gráfico de /(as) . 

R : a) Dividindo i 1 + a x ! + b por e x2 + 4 
1 a 

obtem-se o cociente —x -) e um resto do primeiro 
c c 

1 a 
grau, isto i, f (x ) = — x H +<p (x) com lim <p (x ) = 0 . 

c c 
1 a A assíntota é pois f — x -( donde se conclui que 
c c 

x3 + b 
c — 1 e a = 0 . Ora para f (x ) ~ tem-se 

— x2 + 4 
(—4 i>+2 4i+2t') (- i '+ í ) + 4x(-jt*+12i* + at>i) 

{— »* + 4)' 
P< ( x ) , 

e f " (0) 0 => b - 0 . 

b) O domínio de f (x ) => é 
4 — x1 

] _ 0 0 ) _ 2 [ , ] - 2 , 2 [ , ] 2 f + o o [ 
e o curva é simétrica em relação à origem. 

x! f ' (x) — (12 — x3) e a função é crescente 
(4 — x=>* 

em [ — \fi2, V 1 2 ] e decrescente em ] — oo , —^12] 

e [ t/ l2 , + oo[;x-= — / l 2 é minimizante e x — t/12 
é maximizante. 

8 x 
Cõmo f " (x) - — — (12 + xê) a função é con-

vexa em ] — oo , — 2 [ e [ 0 , 2 [ e concava em ] — 2 , 0J 

e ) S , T » [ . 
As assíntota» são y = — x , t =- — 2 e x — 2 . 

5) Dada a função 

ff [ ( « , *>¥= (0,0) ] «* + y1 

. 0 [ ( » , » ) - ( 0 , 0 ) j 

calcule ff't(0,Q), g'M ( 0 , 0 ) , ^ , ( 0 , 0 ) e ^ . ( 0 , 0 ) . 

n / m m 8 ( x ' °> ~ S (0 . « ) „ R . gl ( 0 , 0 ) = hm 0, i-.ll x 
, ... g t O . v ? - g ( 0 , 0 ) g , (0 ,0) — lim — — 0 

T-D y 
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, / n , , y ) - g ( Q . y ) 
{O , y ) = ftm — — 

I -U X 

x* — y » 
= i™ y , , ' , - y * x ! + ya 

g, (x , 0) = fim — 
i=-0 y 

x3 — ys 
™ fittt x '— — x 

i-o x3 •+• y2 

X 

6) Considere o determinante de ordem n +• 1 

D. - ON 1 , , - I - a0 

— 1 X 0 0 • • • 0 
0 - 1 X 0 • • • 0 
0 0 - 1 X • • 0 

0 0 o 

L S. C. E. F. — M A T E M Á T I C A S G B H A I S — Exame final: 
Época de Julho (2.* chamada) — Prova prática — 
16/7/62. 

5562 — 1) Prove que: 

a) A\JB — A\J(ÃnB) 

b) B = (iins)u(ÃnB) 

R : a ) x e A u ( Ã n B ) = n A V x e ( Ã r i B ) ~ 
« x e A V f x e A A x e B ) =• 
= [ i « A V - ( i f Á ) ] A ( i e A V i e B ) = 
— x e A V x e B = x e A U B . 

b) X s ( A n B ) u (Ã n B ) = ( x e A A X 6 B ) V 
V [ ~ ( x e A ) A x e B ] - = 

Nota: Em qualquer dai alíneas a proposição 

x e A V — (s e A) è «mo tautologia. 

2) Calcule P 
x - 1 

Prove que D„ = a„ x" •+• D„_, e utilize esta fór-
mula para calcular D„. 

l i : Desentxilvcndo D . pelo teorema de LAPLACE, 
segundo os elementos da primeira coluna, vem: 

R : 

(S9» + 1) ( X 2 + 2) 

X — 1 So T 0 
T 

(x* + 1) (x1 + 2) x2 + 1 x* + 2 

Cálculo de So: 

Fazendo A = x* + 1 , vem R^ (x) < 
x - 1 

x2 + 2 
D„ = a„ X 0 0 . . . 0 + x - 1 

- 1 X 0 ... 0 *» e »o = x — 1 
1 + 4 9 

0 - 1 X ... 0 
Cálculo de T 0 : 

0 
* 

D 0 *•• X Fazendo Q=x2 + 2, vem 

»n-l »n-1 ao - a n * 0 + D„_, e T „ - 1 - x 
— I X 0 0 Então : 

0 - 1 X 0 T _ 1 

X — 1 X - 1 

x i + 1 _ 1 4 n 

0 0 

De D„ = a, + Dn„, obtém-se o conjunto de igual-

dades 

D„ - a„ x" + D _ 
Dn_, - a _ x"-' + L\. t 

. . _ X - 1 1 - X 
— — — p + p — - -
(x2 + l )<x2 + 2) x * + l x í + 2 

t _ 1 
1 

P 
2 x p 

2 
P 

x 2 + 1 

1 
P -

2 x 1 

2 
P -

x* + 2 2 

+ P 

D, as x* + D t 

+ arctg ~ - -Í- log (x» 4-2 ) - log . / — ^ 1. 
\/2 2 y X3 + 2 

1 x 
— ar cl n x + —- arctg 

\/2 \/2 que somadas membro a membro dão D„ = an xn + 
+ an_, i—1 + f- a2 xí + Di . 

Ora Di • a t x + a0 e por conseguinte aj a0 

| — 1 x 
D„ - an x" + a„_, x—1 + • • • + x ' + a t x a0 . 

8) Aplique a fórmula dos acréscimos finitos à fun-
ção y log (1 + a) no intervalo [ 0 , x ] e resolva os 
seguintes problemas: 

\ 
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a) C a l c u l e fl em função d« i e prove que 

lim 6 •=• — 
—o 2 

di dt 
b) Ache — e mostre que y*— pode expri-

ma: dx 
mir-se unicamente como função de y • Deduza dai que 

í t : a) log (1 4- x) = x 
1 + 9 x 

->0 • 

i r i 1 1 
lim d •= lim -— — I = 

x i=o i-u \_log (1 + x) x J 
x — log (1 4- x) 1 — 1/1 + x 

t lim - — — = Um — 
í-o x log (1 + x) i-o log (1 4- x) 4- x/l + x 

— lim -
1/(1 + x)2 

.-o 1/1 + X + 1/(1 + x)i 2 
b) De y ~ log{\ + ») vem x = e*— 1 e portanto 

1 1 

d9 1 dy 1 1 1 1 

dx y2 d x x1 y2 e ' x2 

x í y í — = y2 - x» e~» = y* — (e* - l ) 2 e~ » 

Ora x y> 
dfl 
d í 

• y2 — (e» — 2 4- e~') 

dO „ 

donde se conclui que — -< O 
d x 

4) Dada a função w> «• -?* { « ) , com u = /(x) • 

d- w ò l w 
• 9 W) * h (* ) Í mostre que - — — — . 

axdy ôyox 

d w d w d u 
R : = P ( » ) f ' g h 

dx d u dx 

d iv d w d u 
( u ) f g ' h 

dy du dy 
À? f)2 m 

- f - — - F " (u) f f g g > h * + F ' (u) f g ' h - - f — 
dxdy dydx 

5) Determine a,b e e de modo que o polinómio 
x3 ~ a x* + b x + c tenha as raízes a ,b e o . 

R : f a + b + c — a 

| a b 4- a c 4- b c = — b 

l a b c = — c 

b + c - O 

b c - - b 

ab e — — c 

e, supondo que b^tO, 

b +• c — O 

vem 

• b - 1 

c 1 
a — 1 

b 

c — 1 donde 

a b — — 1 

= O «»> C = O /\ a qualquer 

6) Estude o sistema de equações lineares 

x 4- y 4- z = O 

m — y -i- 2 a =• 2 
2x + y + Í = 1 

3jc + j/ + 4a = 2 
2x — y t - i 

R : - 1 1 1 1 0 - - 1 1 1 1 0 
1 - I 2 1 — 2 0 - 2 1 ! - 2 
2 1 1 1 - 1 0 - 1 —1 1 - 1 

3 1 4 I —2 0 - 2 1 ! - 2 
_2 - 1 2 _0 - 3 0 1 - k 
- 1 1 1 1 o — — + - 1 1 1 1 0 

0 - 2 1 í ~ 2 0 —2 J ; -2 
0 - 3 0 1 - 3 0 - 3 0 1 - 3 
0 0 0 0 0 - 3 0 ! - k 

_0 — 3 0 1 — _0 0 0 1 0 
- 1 1 1 — • —1 1 1 1 0 

0 - 2 1 1 ~~2 0 1 - 2 ! - 2 
0 - 3 0 1 - 3 0 0 - 3 i - 3 
0 0 0 j 3 - k 0 0 0 ]s-k 
0 0 0 i o _ 0 0 0 1 0 

A característica da matriz do sistema ê r — ' í . 
O sistema será impossível se k f̂c 3 e possível se k —3. 

x = 1 
Neste último caso a solução é = —1 

. O 

I. S. C E. F. — M A T E M X T I U A S G E B A I S — Exame final — 
Época de Outubro — Prova escrita — 4-10-1962. 

5563 — 1) Calcule a soma da série 
™ 4 n 

(n* — 2 n + 3) (n* -f- 2 n + 3) 

R: Notando que 
4 n 

n2 — 2 n 4- 3 n1 4- 2 n 4- 3 
00 

forma ^J (an — com a.. -

(nJ _ 2 n 4- 3) {n2 4- 2 n 4- 3) 

, a série dada é da 

n2 - 2 n 4- 3 
1 1 5 

Como a. -+ O, tem-se S = ao 4- a< — I — •—. 
i u 1 3 2 6 
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2) Calcule P 

R: Fazendo tg 

sen x + COB as + l 

x 2 t 
2 

d i 1 - tf 
cos x — e 

1 + tf d t 
1 

1 + tf 

cera sen x — 

-. Então: 

1 + tf ' 

sen x -f- cos x + 1 

2 _ 1 

- P -
I 

2 t I - tf , + — + 1 

1 +• tf 1 + t 

log 

1 + tf ' 1 + tf 

. log | lty 11 •+ O 

x 
1 + . » T + C . 

3) Dada a função / (x) — 

l /a ( * < - l ) 

estude a sua continuidade e derivabilidacie. 
Represente geomÈtricamente / (x) . 

R: A função é continua em todos os pontos pró-

prios, excepto x — 1 . Em ï = - t o < contínua e em 

x = + o a í descontinua. 

Para x < — 1 tem-se f (x) — — 1 / x* ; em x — — 1 
é f, (— 1) - - 1 t f , (— 1) — 1 e portanto não existe 
{' (— 1) ; para — I < í < 1 tînt f (x) = 1 ; em x — 1 
é f, (11 — + co e fd (1) — 2 e portanto também não 
existe f (1) ; finalmente, para x > 1 < f ' ( j ) - 2 i . 

Í(x3 - 2 x y ! ) s e n y 

4) Sendo g(x,y)~ xt + yí 
|ü [ ( « = ' ( 0 , 0 ) ] 

calcule ^ ( 0 , 0 ) e g „ ( 0 , 0 ) . 

g ( x , 0 ) - g ( 0 ,0 ) 

f ( x , y ) ^ ( 0 , 0 ) ] 

R : gí (0 , 0) - Um 

gí (0 ,y)~lim x—0 

«s Um 

g ; ( 0 , 0 ) = Um 
r-0 

g; ( x ,0 ) = Um 

«= Um 

g: , (0,0 ) - U m 

g ( * , y ) - g ( 0 , y ) 

2 sen y 
_ Hm i 2 

i-o y 

(0,0) - um 
i«0 

g; ( x t o ) - g ; (o,o) 

— Um — — 1 . 
o x 

5) Considere a tabela — . Deter-
y 0 1 a b 

miue a relação que deve existir entre a e b por 
forma que o polinómio interpolador seja do segundo 
grau. Escreva o polinómio. 

R: Achando a tabela de diferenças finitas, vem 

X y a y tf y Aí y 

- I 0 1 a — 2 b — 3 a + 3 

1 1 a — 1 b—2a-f 1 
3 a b - a 
5 b 

e para que o polinómio interpolador seja do segundo 

grau é preciso que A3 y — b — 3 a -f- 3 ™ 0 que é a 

relação pedida. E claro que terá de ser 
O polinómio interpolador será. 

w 2 214 ' 

a — 2 x 1 a ~ 2 

" + ¥ + ¥ — " 

6) Demonstre a igualdade 

1 1 1 . . . 1 

1 l f a , 1 ... 1 

1 + X j 

X R : 1 1 1 - 1 

( x s _ 2 y f ) 

xJ + y i 
sen y — 2 sen y 

1 
1 

1 + X! 
1 

1 
1 + X j 

-, 1 
-- 1 

g (0 , y) — 

y 
e < t í ' ° > = 0 

l 1 1 l + x„ 

g (*>y) — g ( x , 0 ) — 1 1 1 . . . 1 - * l * ï 

y 0 x, 0 ... 0 
x» — 2 x yi sen y 0 0 x2 ... 0 

X î y î y ; ; ; 
e; (0 ,0 ) 0 0 0 " • 'a 

. 1 

• 1+x. 

x j 3>n 

Enunciados n ia li;*' do» N.c 6557 a 5563 de F ornando do Josua 

• 

Nota : Por falta de espaço não foi possível incluir neste número críticas e referências bibliográficas de 
várias obras de matemática enviadas á Redacção. 


