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St r < O , en posant r' = — v , on a 

6-1 «-1 = a" 6-1 

et on peut écr ire 

a-i b — b a'', 

d 'où 

donc 

a-iP — b*ar = i 2 a-' , 

a'' = a = af* . 

Cela veut dire que, si l 'ordre de a est n, 

alors 

r 2 = 1 (modu lo n) ; 

si l ' o rdre de a est infini, alors on a r = — 1 . 

Par conséquent , 

THÊOBÉME 7. Si ord (NF . J /N . ) = 2 EI fe 

iOMa-jrroape cyclique (a) es£ infini, les seuls 

entiers r pour lesquels l'équation a x = x a ' 

est soluble sont 1 et — 1 , 

I l en résulte imméd ia temen t le su ivant 

CtiiioijL^iRR, 'Si le tous-groupe cyclique 

(a) est infini, alors on a N(a j = N a , si et seu-

lement. si l'équation a x = x a - 1 n'est pas ao-

lubie. 
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Sobre e/guns teoremas da teoria das matrizes 
por Graciano Neves de Oliveira 

§ 1. Se ja A uma m i t r i z qnadradtv de 

ordem n , 1 a mat r i z ident idade da mesma 

ordem e aí uma var iáve l . 

É sabido que em várias questões tem inte-

resse considerar a função 

S{x) = \A — xl\ 

que 6 evidentemente um ptd inómio de grau 

n em x e se denomina polinómio caracterís-

tico de A . 

Podemos escrever 

( 1 . 1 ) \ A — x I\ = ( — x)n + ( — a;)"'1 St -h 

+ )- (- + Sn 

e demont rou JACOBI que o coeficiente S„.i, 

de (—- x)k é igual à soma dos menores 

pr incipais de ordem n — k do de terminan te 

da matr iz A (') . 

Ocupa r nos-emos agora da dedução d u m a 

fórmula que nos permi t i rá dar uma demons-

tração multo simples deste teorema de JACOÜI, 

-§ 2. Cons ideremos a função de x 

D (aí) * | A - x 11 

e procuremos a expressão da sua der ivada 

de ordem k . 

Designemos por / J ( a o meno r prin-

cipal de D { x ) que se obtém, supr im indo as 

(!) VII ESTE HOÍFÇ.ILVKA, Curso de Algebra Superior, 
2." volume (1950). pág. 153. 
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liuIIHS de ordem «J , • • • , « * e aa colunas das 

mesmas ordens. 

Sendo fi.it 0 elemento da l inha í e coluna 

k de A "temos pela conhecida regra de 

der ivação de determinantes 

d D íáO 

d x 

- 1 

'31 

+ 
«31 

0 0 

«22 — ® «SS + 
"32 x •. -

" X 0,2 

— 1 u 
+-

"32 a55 — x ... 

E a tendendo ao teorema de LAPLACS 

d D 

d x 

2 £)(*,>. 

Como é um determinante da forma 

de D conciui-so sem mais que 

d 

d x 

e a inda por Dí 1"*« ' ser du forma de D tem-se 

d D M ) , 2 

dx „ . _ 
« i T » ! ! 1 ! 

ou dum modo gera l 

d D<* .*> 

(2. 2) 
d x 

2 
K(+1 , . . . , 

Podemos agora demonstrar por indução a 

f ó rmu l a 

dk D 

dx 
( - 1 ) ' S 2 

Ht. =£»if . a4-l 

(2. 3) 

E m pr imeiro lugar ela verifica-se para 

k — l como mostra (2, 1). Su ponhamo-U 

vál ida para k = i 

d• D 

= C - 1)' S 
(2. 4) 

d x 1 

2 m* .»i) 

*.'-! 

e provemos que então t ambém vale para 

A = i 4- 1 . 

Der i vando (2. 4) e por (2. 2) temos 

& - < - v Á i r s- J 

2 2 
i_i Ij-H , .. . , a, 

que mostra que (2. 3) é vá l ida para a ordem 

k = i 4- 1 . 

Fica pois estabelecida a f ó rmu la (2. 3) que 

duma maneira mais simples se pode escrever 

(2. 5) 
dk D 

dx 

subeuteodendo se que o somatór io é esten-

dido a todas as permutações oj - • - de k 

números tomados de 1 a n . 

E claro que dois determinantes Z)'*" 

que só dit i iram pela ordem dos a, são 

iguais. F ixados k números ^ . . . a * entrarão 

pois no somatór io do segundo membro de 

(2. 5) k ! deterni inantes iguais a Z ) ( t t | • 

A soma deles pode por tanto substituir-se por 

k ! Dl*i•--*»'»*) o supor-se a} < a 2 < • • • < a* . 

Logo (2, 5) pode escrever-se 

( 2 . ti) 

dk I) 

d x" 

- = ( - 1 f k i 2 -Dí® 

< « ! < . . . <!>ll 

§ 3- Podemos agora fazer a demonstra-

ção lio teorema atcás referido. 

Designemos por A f* o valor de 

para ,11 = 0 , que é precisamente 

li 
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o valor do meno r pr inc ipa l de A obt ido por 

supressão das l inhas t » » 6 colunaB 

das mesmas ordena. 

Tomemos em (1. 1) as derivadas! de o rdem 

k para # = 0 . O pr imeiro membro reduz se 

por (2. 6) a 

( 3 . 1 ) ( - X $ k i 2 A < * - « ) 

e o segundo membro reduzír-se-á ao termo 

independente da der ivada de ordem k do 

po l inómio que representa e que é 

(3. 2) ( - i y t r S n J k . 

As express&es (3. 1) e {3. 2) deverão ser 

iguais donde se t i ra 

Sn~k = 2 AC «») 
a, < . . . < i * 

que nos diz precisamente que é a soma 

dos menores principais de ordem n — I; do 

determinante da matr iz A , como preten-

d íamos . 

§ 4 . Por um processo aná logo ao acabado 

de seguir se pode demons t ra r o teorema de 

LAPLACB sobre determinantes , Para fazermos 

esta demons t ração ó porém necessário ba-

searmo-nos em que a der ivada dum determi-

nante em ordem a um seu e lemento é o 

comp lemento a lgébr ico desse e lemento . A 

demonstração deste lacto pode fazer-se mu i to 

s implesmente com o auxi l io do teorema de 

LAPLACK, mas t ambém se pode fazer inde-

pendentemente deste, como aqui convém 

evitar um c í rcu lo vicioso. 

De facto seja 

(4. 1) y — I 

e des ignemos o e lemento da l inha r e co luna 

s por x. A regra que ap l i cámos no § 1 

para der ivar determinantes pode demons-

trar-se independentemente do teorema de 

LAPLAOE£*) . Apl icando-a a (4. 1) e depo is 

por trocas convenientes de filas para le las 

chega-se a 

(4. 2) 
d y 

dx 
= c- i r t 

X 

o 

A 

em que 0 representa a ma t r i z nu l a do 

t ipo 1 . (íi — 1 ) , X a ma t r i z co l una de ele-

mentos ai ,(i = 1 , • - - n ; í ^ t r ) e A o 

menor comp lementar de x . A t e n d e n d o 

agora à definição de de terminante fac i lmente 

se prova regra . 

Posto isto cons ideremos o de terminan te D 

de elemento genér ico <7; * . Por def in ição ele 

é igua l à soma dos termos pares da sua 

matr iz menos os termos ímpares da mesma . 

Na lguns dos termos o representante da l inha 

i é « f j , noutros a l 2 l . . . n o u t r o B é « ( „ , 

A suma dos termos pares e ímpares depo is 

de mul t ip l icados por — 1 que contêm a i L 

pode pois representar-se por attk\ em que 

é independente de todos os e lementos da 

l inha £ . Ana l ogamen te para a Boma dos 

termos que contêm a ( 2 , etc. Por ou t ro l a do 

como todos os termos têm de conter a l g u m 

elemento da l inha í podemos escrever 

D = ank i + ai 2 k2 + • • • + „ kn , 

Vamos procurar determinar ae constantes 

k j , Der ivando a igua ldade ac ima em o rdem 

a ü i j temos 

d D 

mas 
d D 

daij 

dUij 

è o comp lemento a lgébr ico de 

O i f . F icam pois determinadas as constantes 

e demonst rado o teorema de LAPLACE. 

§ 5. V a m o s agora in t roduz i r o concei to 

de derivada dama matriz o que nos pe rm i t i r á 

chegar a conclusões interessantes. 

( i ) VICENTE GONÇALVES, C . d e Á l g . S u p . , 2 . * v o l . 

(1950), pàg. 149. 
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Seja A uma matr iz cujos elementos são 

funções deriváveis da var iáve l x que toma 

-valores em certo con junto A". Chamaremos 

der ivada de A em ordem a x , num ponto 

interior de A*, à matr iz que de A se obtém 

subst i tu indo cada elemento pela sua derivada 

nesse ponto. Representaremos a derivada de 

A em urdera a x por — — . 

d x 

Demons t ramos agora a lgumas proprieda-

des da der ivação de matr izes que mais tarde 

ut i l i zaremos. 

Sendo 

A (ar) = B(x) C{x) 

tem-se 

( 5 , 1 ) 

dx dx dx 

De facto o elemento da matr iz A será 

an, = 2 a'» Ca* 

elemento da linlta i e co luna k é o com-

p lemento algébrico do elemento da l inha k 

e co luna i do A — x I . E sendo B{x) a 

ad jun ta de A —xl tem lugar a igua ldade 

( 6 . 1 ) ( A - x I ) f í ( x ) = \A~xI\I. 

Atendendo á definição de B (ar) é fácil 

conclu i r que cada elemento desta matr iz ó 

um po l inómio de grau quando mui to n — 1 , 

Po r t an to pode escrever-se 

(6. 2) B (a?) = Bt ar»-l + B2 a;'"2 -f-

+ h Bn.x x + Bm 

com Bi matr izes cujos elementos são núme-

ros . 

E m B (aí) só os elementos principais são 

de grau n — 1 , os restantes são de grau 

infer ior . E o coeficiente de a;"-1 nos elemen-

tos principais é precisamente ( — l ) n _ 1 . Logo 

( 6 . 3 ) 

e de a]k = V c * * + - 2 B e 

conclu i (5. 1J. É fácil fazer a genera l ização 

p a r a mais de dois factores. 

E m part icular pondo B (x) = f(x)I temos 

d A l m ) - f t o C i * 
d x dx 

C o m o a regra de der ivação do produto 

d uma função por uma matr iz ó idêntica à 

regra de der ivação do produto de duas t'un-

çGes, e a inda porque o produto duma função 

por uma matr iz ó igual ao produto da matr iz 

pela função, faci lmente se conclu i que se 

mantém a f ó rmu la de LKIKNIÍS 

d*f(x)C{x) _ 

4 x* 

É evidente que 
d(A 4- B) __ d A dB 

dx dx 

§ ó . É sabido que se ci iama matr iz 

adjunta da matr iz A — x l à matr iz cujo 

§ 7 . Se ja A uma matr iz qualquer . Se A 

ó regular S (a;) = J — x / | é diferente da 

zero para x = 0 e como ó uma função con-

t ínua de x manter-se-á diferente de zero em 

a l guma viz inhança deste ponto. Se porém ^ 

é s ingu lar teremos S (0) = 0 . C o m o um 

po l inómio só tem zeros isolados existirá 

a inda neste caso uma v iz inhança de zera 

(com o zero exclu ído) onde S(x)=f=0. Qual-

quer que seja A podemos pois sempre detep 

minar uma viz inhança de zero (excluindo estd 

se necessário) em qne S{x)=f= 0 . Suponha-

mos pois que x_ varia nessa região . 

Teremos 

(A — x I) A — x I)~y = / . 

Der ivando e pelas propr iedades atrás esta-

belecidas temos 

d(A~wiyi 

d x 
— (A—xiy* + (A—xiy 

donde 

( 7 . 1 ) * t A ~ * * r x „ ( A - g / ) - » . 
d x 

= 0 
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Vamos demonstrar por i ndução a f ó rmu l a 

= n! (Ar— xiy*-l. ( 7 . 2 ) 
d x n 

E l a é vá l ida para n — 1 como mostra 

( 7 . 1 ) . Suponhamo-la vá l ida para n — ki 

d* (A - xl)-1 

—— — = k\(A - x j y l • (A — a?/)*1 

d xk 

(k -f-1 factores matr ic ia is) . 

Der i vando tem-se 

L dx 

TX , d(A - xiy-1 
+ ( A - x i y i— í + 

d x 

Por (7. I ) 

d**l(Â - « / H 

da*** 

+ {A-xry*{A-xI)-*(A — a : / ) " 1 ! j = 

= k ! [(A — xiy-*~*+ {A - ar/)"*-3 + • • • ] . 

C o m o no colchete há k + í parcelas vem 

dk+l(A-xI)-l 
= ( 4 + 1)1 (A — xl)-*-* 

que mostra que (7. 2) é vá l ida para a ordem 

k + 1 . Fica pois a fórmula (7. 2) completa-

mente demons t rada . 

§ 8 . Escrevendo TOr) em vez de (A — ar/)"1 

e S (x) em vez de | A — ar /1 da igua ldade 

(6. 1) tira-se 

B(x) = S (ar) T(x) 

e pela f ó rmu l a de LEIBNIZ 

dk_B (x) k 

i-o 

Atendendo a (7. 2) podemos a inda escrever 

d'-B U ) = k\j±~SM(x)(A-xiy->-i 
d xk , „ i ! 

donde 

{8. i ) (A - x i y * 
d x* 

1 1 
= k • 2 — 5<1) (®) (A — * -

i-0 1 ! 

Se A é regu lar podemoB fazer a r = 0 e vem 

(8.2) W * £ í * ! \ _ 
V A -o 

' 1 

= Jfc 1 2 — SM (ar) A * . 

i-0
 i l 

Se A é s ingu lar vem de (8. 1) 

l im 

—<T \ dxk J 

í i = lim A i 2 — x i y 

6 por evidentes razões de cont inu idade tira-se 

novamente (8, 2); 

E n t r a ndo em (8. 2) com o va lor de £ « ( 0 ) 

/dk li (x)\ 
ind icado no § 3 e t i rando ( — ) de 

\ d x k J x = o 
(6. 2) vem 

( 8 . 3 ) Ak^Bn.k = y s - i A ' , 

i-0 

i gua ldade que pretendlamoB demons t ra r e de 

que o teorema de HAWILTON-CAYLEÍ', se pode 

considerar caso par t icu lar . Com efeito, fa-

zendo k = n — 1 e por (6. 3) vem 

( - i ) « - i / ^ < = 1 ysn.tA
l 

ou 

( _ 1)« A» + (— ! ) - > 3 t A*~Í + 

+ A + Sn I = 0, 

isto é, a matriz A anula o geu polinómio 

caracterUtico. Desta igua ldade tira-se 

t n 
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pelo que (8. 3) passa a escrever-se 

2 ( - 1 y ^ S ^ l Á * 

í — 1 

e ae A ó regular 

Bn-*= 2 i-ty+is^Af-wi 

ou, pondo t — (A- + 1) = j 

( 8 . 4 ) z v * = ( - \ y 

/-D 

que nos dá as matr izes coeficientes do desen-

vo lv imento (6. 2). Em part icu lar , fazendo 

k = 0 obtém-se a matr iz ad jun ta de A : 

Ã = 2 í - i y ^ - ] - , ^ . 
s-o 

§ 9 . Deduz imos a f ó rmu la (8. 4) só para 

o caso de A ser regu lar , mas ela ó válida 

a inda para o caso de ser s ingular . Efec. 

t ivamente , sendo A s ingu lar | A — v\ / | anu-

la-se para 7j = 0 , mas existe uma vizinhança 

E da o r i g e m , com esta exclu ída , onde 

l A — í] 7| ̂ O í Des ignemos por ZÍM_t(7j) os 

coeficientes do desenvolv imento (G. 2) apli. 

cado a matr iz = — vj I e por ó\(7j) 

os coeficientes do po l inómio característico 

da mesma matr iz que serão po l inómios em 

Para a matr iz A (vj) com 7 j e / ( 0 , e ) , í j ^ Q 

teremos 

= ( - 1 ) 4 2 ( - ^ w 

j= 0 

t omando limites para t) = 0 e por razõei 

de con t inu idade obtém-se novamente a fór-

mu l a (8. 4). 

Enquac/ramenfo sinóptico « 
por J. 

N o que se expõe a seguir procurámos uma 

s istemat ização dos aspectos diferentes assu-

midos pelo pensamento matemát ico , com 

carácter provisór io de ponto de part ida para 

estudos apro fundados . Não tiá a contr ibuição 

de in terpretação val iosa do a lgum dos aspec-

tos apontados , nem esclarecimento pertinente 

do a lgum ponto do tema. tão sòruente defi-

ciência de exposição por fa l ta de domín io 

dos assuntos encarados. Mesmo assim pare-

ceu-nos a apresentação de interesse, quanto 

ao nexo art icular que nos esforçámos por 

manter , para quem desejar um esquema 

Inicial de t raba lho , sujeito a futuras correc-

ções, à med ida que se progr ide . 

A insp i ração veio profundamente de tCon-

sistency and Completeness» - FKANU DE SUA 

— A . M. M . pág . 295 — 1956, e a inda doa 

o pensamento matemático 
l. Gil 

t raba lhos «Ku r t Goede l e os Prob lemas da 

Fundamen to s da Matemát ica e a Teor ia do 

ConjuntosI> — L . NEVES E K A L - G . M . U , ' I 

— 1951, a ttO quB ó uma Ax iomát ica 

— J . SEBASTIÃO E SILVA — G . M n . ° 5 

— 1953, e aSobre a não contrad ição à 

Matemát ica» — GOTTFRIED KOETH — G . M 

n 0 58 — 1954, e «Aspectos da Actual idad 

Matemát ica» — A. PRE KL RA GOMES — G . Ü 

ti.0 6H-69-70-71 — 1957-1958. 

U t i l i z ámos também do perto sMen ( 

Matematics® — PARADISE LOST? (CANTOÍ 

E . T. BELL — 1937, «Las Foudements Log 

ques des Mathématiquesn — E . W . Iit-I 

— 1 9 5 0 , e os a r t i g o s de I IAVS HAHN — «In! 

Dlty >, de CA HL G . HKMPEL — « O a the natul 

of mathemat ica l t ru th» , de RAYMOND L . W l 

DER — ttTtie axiomatic method» , de EIÍMÊI 


