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pelo que (8. 3) passa a escrever-se 

2 ( - 1 y ^ S ^ l Á * 

í — 1 

e ae A ó regular 

Bn-*= 2 i-ty+is^Af-wi 

ou, pondo t — (A- + 1) = j 

( 8 . 4 ) z v * = ( - \ y 

/-D 

que nos dá as matr izes coeficientes do desen-

vo lv imento (6. 2). Em part icu lar , fazendo 

k = 0 obtém-se a matr iz ad jun ta de A : 

Ã = 2 í - i y ^ - ] - , ^ . 
s-o 

§ 9 . Deduz imos a f ó rmu la (8. 4) só para 

o caso de A ser regu lar , mas ela ó válida 

a inda para o caso de ser s ingular . Efec. 

t ivamente , sendo A s ingu lar | A — v\ / | anu-

la-se para 7j = 0 , mas existe uma vizinhança 

E da o r i g e m , com esta exclu ída , onde 

l A — í] 7| ̂ O í Des ignemos por ZÍM_t(7j) os 

coeficientes do desenvolv imento (G. 2) apli. 

cado a matr iz = — vj I e por ó\(7j) 

os coeficientes do po l inómio característico 

da mesma matr iz que serão po l inómios em 

Para a matr iz A (vj) com 7 j e / ( 0 , e ) , í j ^ Q 

teremos 

= ( - 1 ) 4 2 ( - ^ w 

j= 0 

t omando limites para t) = 0 e por razõei 

de con t inu idade obtém-se novamente a fór-

mu l a (8. 4). 

Enquac/ramenfo sinóptico « 
por J. 

N o que se expõe a seguir procurámos uma 

s istemat ização dos aspectos diferentes assu-

midos pelo pensamento matemát ico , com 

carácter provisór io de ponto de part ida para 

estudos apro fundados . Não tiá a contr ibuição 

de in terpretação val iosa do a lgum dos aspec-

tos apontados , nem esclarecimento pertinente 

do a lgum ponto do tema. tão sòruente defi-

ciência de exposição por fa l ta de domín io 

dos assuntos encarados. Mesmo assim pare-

ceu-nos a apresentação de interesse, quanto 

ao nexo art icular que nos esforçámos por 

manter , para quem desejar um esquema 

Inicial de t raba lho , sujeito a futuras correc-

ções, à med ida que se progr ide . 

A insp i ração veio profundamente de tCon-

sistency and Completeness» - FKANU DE SUA 

— A . M. M . pág . 295 — 1956, e a inda doa 

o pensamento matemático 
l. Gil 

t raba lhos «Ku r t Goede l e os Prob lemas da 

Fundamen to s da Matemát ica e a Teor ia do 

ConjuntosI> — L . NEVES E K A L - G . M . U , ' I 

— 1951, a ttO quB ó uma Ax iomát ica 

— J . SEBASTIÃO E SILVA — G . M n . ° 5 

— 1953, e aSobre a não contrad ição à 

Matemát ica» — GOTTFRIED KOETH — G . M 

n 0 58 — 1954, e «Aspectos da Actual idad 

Matemát ica» — A. PRE KL RA GOMES — G . Ü 

ti.0 6H-69-70-71 — 1957-1958. 

U t i l i z ámos também do perto sMen ( 

Matematics® — PARADISE LOST? (CANTOÍ 

E . T. BELL — 1937, «Las Foudements Log 

ques des Mathématiquesn — E . W . Iit-I 

— 1 9 5 0 , e os a r t i g o s de I IAVS HAHN — «In! 

Dlty >, de CA HL G . HKMPEL — « O a the natul 

of mathemat ica l t ru th» , de RAYMOND L . W l 

DER — ttTtie axiomatic method» , de EIÍMÊI 
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NAIÍE[, 4- JAMES R . NEWIIAN — «GoedeFs 

p rou f» , de OSWALD VEBLBN + J . WESLEY 

YOUNG — «A M i t hema t i c a l Sc ience» , de 

- RICHARO VO>T MIS ES — «Mathemat i ca l Pos-

tula ies and l iumao unders tand íng» , de J , VON 

NEWMAJ Í—«The ruathematician» - em «The 

W o l d of Mathemat ics» — New Y o r k , 1956, 

e t ambém «The Basic Concepts of A lgebra ic 

L o g i c » - P . R . HALAIOS— A , M. M. p á g . 3 6 3 

— 1956, por vezes, de tão perto que foram 

feitas traoscriçOes completas , quando o todo 

se in tegrava sem dif iculdade na exposição , 

enriquecendo-a, embora o facto não esteja 

na a l tura apon tado . 

1 — A matemát ica Foi t ida duran te mu i to 

tempo , por razões de conf iança na const rução 

e de sucesso imediato nas descrições, como 

isenta de contradição, A i n d a por vezes o é, 

gra tu i tamente . A cada uma das suas teorias 

atribui-se um r igor tal que afasta a possibili-

dade de a l g u m a cont rad ição . 

2 — A f o rmu l a ç ão da «Teor ia dos Con-

j un tos» , i nc lu indo os con jun tos infinitos, 

como foi apresentada por CANTOU, conduz iu 

a contradições — as ao t inomias . 

No entanto , a noção de con jun to t inha 

sido ut i l izada l a rgamente na const rução da 

Aná l i se Clássica — estudo dos números e 

das funções de números . Não só con jun tos 

finitos, mas t ambém con jun tos inf initos, por 

opos ição aos con jun tos finitos, e a mui tos 

destes tinham-se estendido as propr iedades 

daqueles. 

3 — Propós-se como aceitável — FKEGE, 

1879, e RUSSELL, 1901 — a def in ição de 

número card ina l n : — a elasse, def in ida pela 

p ropr iedade comum a todos os con jun tos 

equivalentes a um dado con jun to . Sustenta-se 

que a propr iedade comum aos con jun tos 

considerados define um con jun to — classe 

— corn um ún ico e lemento , a que se dá o 

nome de número card ina l , A «propr iedade» 

é assim suficiente pa ra definir a l guma coisa , 

para garant i r a existência d um con j un t o , 

vazio ou n ão . 

C la ramente a existência dum con jun to fiea 

assegurada com a ind icação de todos os seus 

elementos, mas no caso de con jun tos inf initos, 

por oposição aos finitos, a de te rm inação n ã o 

é exequível por este processo. 

Es tá ind icado definir um destes con jun tos 

com preensi vãmente por uma p rop r i edade 

comum e exclusiva dos seus e lementos . 

Para definir um con jun to inf inito precisa-

mos dum universo sem restr ições. 

U m a propr iedade seguramente define um 

con junto num universo restr i to de referência , 

isto é, tem nele uma extensão, q u a n d o ó 

possível reconhecer em cada e lemento do 

universo a par t ic ipação ou n ã o par t ic ipação 

dessa propr iedade. Este reconhec imento ó o 

processo construt ivo do con jun to . 

Ü processo pode fa lhar na const rução dos 

conjuntos inf in i tos. 

Admi t amos um universo de referência sem 

restrições, A extensão da p rop r i edade p 

obter-ae-ia ma r c ando os objectos que a 

manifestassem. O processo n ão exige a mar-

cação da própr ia extensão , como objecto <io 

universo de referência, porque pretendo 

s implesmente ind iv idua l izá- la ; quer tenha a 

propr iedade quer não , colho a sempre, sem-

pre a ind iv idua l i zo . A extensão da proprie-

dade p pode ter, ou não , a propr iedade p. 

0 processo ind icado para a sua de te rm inação 

não exige que me pronunc ie sobre o facto. 

Supondo uma marcação por t i ragem, t i rar ia 

sempre o con jun to extensão de p , sem, 

possivelmente, me ter p ronunc iado sobre 

esse elemento do universo de referência . 

A possibi l idade de pronunc iação a respeito 

da propr iedade p depende me^mo da at i tude 

tomada em relação ao universo de referência . 

Como há possivelmente falta de pronun-

ciação a respeito dum objecto do un iverso 

de referência, não ficará eonclu ida a cons-

t rução do con jun to extensão da p ropr iedade 
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p „ O processo usado, em geral , não garante 

"o acs tianiento (ia construção , nem a exis-

tência de con juntos infinitos. 

A definição compreens iva dum con junto 

inf inito exigiria a inda uma escolha das pro-

priedades definidoras em re lação à Lóg i ca 

usada na construção do con jun to . 

LIá conjuntos que têm a propr iedade de 

não serem elemento« deles p r óp r i o s ; por 

exem pio, qua lquer con jun to de objectos 

materia is da mesma natureza, ou um con junto 

de rectas dum p lano . Esta propr iedade não 

define um con jun to , quando ee util iza a 

L ó g i c a de Aristóteles — l i . RUKSEL. 

Claramente , supondo que existe o conjunto 

S dos con juntos com a propr iedade de não 

sBrem elementos de eles prór ios , é A' sub-

con jun to de S , isto é, OB elementos de S 

são elementos dele p rópr io — propr iedade 

geral dos con j un tos ; mas, se S é elemento 

de S , tem a propr iedade de não ser ele-

mento de ele própr io , contra a propr iedade 

geral ind icada. A hipótese da existência de 

S è absurda . Segundo a Lóg i c a de Aristó-

teles o con junto 5 não existe. 

H á números que satisfazem a definição de 

número ord ina l , mas, no sentido apontado , 

não existe o con jun to dos números ord ina is . 

A propr iedade de ser «número ordinal i não 

é definidora de con jun to — BUKALI-FORTI. 

Existem con jun tos finitos mas a proprie-

dade de »ser conjunto® não ó definidora de 

con jun to . No sentido considerado, não existe 

o con jun to de todos os conjuntos — CANTOR. 

A possibi l idade de definição por compreen-

são é l imi tada pela Lóg i c a asada, sob a 

forma de regras de dedução . 

SKOLÍM demonst rou a existência de con-

jun tos de números sem propr iedade defini-

dora na Lóg ica de Aristóte les. 

BKRRK E RICHARU isolaram números finitos, 

const i tu indo um con jun to numeráve l , que 

não fo rmar iam um con jun to . Ace i tando a 

existência de con juntos numeráveis , a Lóg i ca 

de Aristóteles — a usada — não permite deci-

dir se os números gozam da propr iedade de 

ser con jun to ou não . Por serem con jun to 

numeráve l seriam con jun to , por outro lado 

n ã o satisfazem a definição de con jun to , 

A propr iedade defioidora pode ser tal que 

a lógica usada não seja suficientemente infor-

madora a respeito da par t ic ipação dela por 

um dado objecto. Esta decisão pode exceder 

a capacidade da lógica usada. 

A definição de con jun to por compreensão 

só ó aceitável, em gera l , como ax ioma 

— o Ax ioma da Compreensão . 

A extensão d uma propr iedade e con junto 

terão^ de ser noções diferentes, podendo 

conv i r ao mesmo object ivo em casos par-

ticulares. 

4 — O prob lema fundamenta l de encontrar 

processo de definição dum con jun to , que não 

seja fioito, ficou l igado ao prob lema da exis-

tência das entidades matemát icas . 

A construção dum con junto infinito por 

marcação dos elementos dum universo de 

referência, sem restrições, pode considerar-se 

leg i t ima, se entendo que as entidades ma te f 

máticas têm existência independentemente de 

nas , independentemente de as construirmoi 

ou não . 0 universo de referência do pensa 

mento , na sua maior lat i tude, conterá todai 

as ent idades matemát icas , i nc lu indo o pró 

prio con junto . Assim sou obr igado a pronun 

ciar-me sobre se tem ou não a propriedadi 

def inidora. O prob lema de fundo é o d) 

legi t imidade da concepção de tal universo 

que terá de ser postu lado — Pr inc ip io d; 

Abs t racção , sem restriçOes. 

Se sustento que as ent idades matemát ica) 

existem BÓ porque as construo, o conjunto 

que procuro constru ir a inda não existe, nãú 

é e lemento do universo em referência, e nãij 

terei de pronunciar-me sobre ele. Precisd 

apenas de encontrar processo — uma conat 

t rução — de colher todos os objectos coQt ' 

a propr iedade def inidora. Se tal construção 

existe, o con junto p rocurado existe, 0 cofl- -
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j u n t o será a extensão da propr iedade p , 

se se p rovar por outra const rução que os 

objectos, não colh idos, não tem a proprie-

dade p . 

O prob lema fundamenta l é agora definir 

as construções legi t imas, as regras que pro-

duzem os elementos do con jun to . 

Uma const rução que conduza a um objecto 

do un iverso de referência não ó def in idora 

de novo conceito. Não poderei constru i r 

con jun tos com a propr iedade de serem ele-

mentos de eles própr ios . 

Todas as propr iedades são defíoidoraB de 

con junto por cons t rução , i nc lu indo o con-

j un t o vazio. 

Também se negou a existência de conjun-

tos como extensão de a lgumas propr iedades , 

porque conduz ia a con t rad i ções ; o que equi-

vale a af i rmar que existem os conceitos que 

n ão conduzem a contradições, segundo as 

regras de inferência usadas. 

5 — 0 pensamento matemát i co triparte-se 

* assim, quan to à natureza e existência dos 

seus objectus , e m : at i tude realista ou plató-

nica — a de CASTOR e outros — os objectos 

do pensamento matemát ico existem indepen-

dentemente da const rução ma temá t i ca ; ati-

tude intuicionista — a de KANT, KROJTIECKEIÍ, 

BBODWEH, WEIL e outros — os objectos do 

pensamento matemát ico são construções de 

pura in tu ição , existem quando são construí-

dos com um número finito de operações ele. 

mentares l eg í t imas ; o a at i tude nomina l i s ta 

ou logíst ica — a do PEANO, RUSSELL. e ou-

tros — os objectos do pensamento matemát ico 

são simples sinais desl igados da rea l idade ou 

de puras intuições, e combinações destes 

segundo regras bás icas; existem quando não 

conduzem a contrad ição . 

6 — Qua lquer das atitudes procura desem-

baraçar se das contradições, p rocura justifi-

car as suas teorias pela garant ia da não» 

-contradição. 

No real ismo, acredita-se na existência dos 

con juntos e esclarece-se o conceito de «pro-

priedade» ou de « cond ição» , para ev i t a r 

pa radoxos ; no intu ic io i i ismo, legi t imam-se 

as construções que não conduzem a contra-

d i ç ão ; no logic ismo, admitem-se as combina-

ções de sinais que não são contrad i tór ias . 

O ra a contrad ição entende se den t ro da 

lógica usada, das regras de inferência admi-

tidas vá l idas . Estas regras de in ferênc ia 

precisam de ser convenientemente escolhi-

das, para garant i r que a con t rad ição obser-

vada provem da teoria formu lada , e n ã o das 

regras de inferência usadas. A L ó g i c a pre-

cisa de ser convenientemente f o rmu l ada p a r a 

evitar que crie contradições. 

Se chamarmos «propos ição» a toda a frase 

declarat iva a respeito de a lgum facto, parece 

daí decorrer na tura lmente que a cada propo-

sição se poderá atr ibuir ou o va lor 1, q u a n d o 

a declaração feita é verdadeira , ou o va l o r 

O, quando a referida dec laração é fa lsa. 

Qua lquer propos ição terá um , e um só , des-

tes valores, 

Se não impuser restrições na f o rmaç ão 

das proposições, poderei formar propos ições 

a respeito de proposições, frases a respei to 

de proposições de va lor lógico bem def in ido, 

E isto sucede frequentemente. 

É possível encontrar , então , frases que 

seriam proposições, quan to à cons t rução , e 

que não têm vaior de terminado . Ass im a 

declaração a respeito da própr ia propos ição 

— í Esta proposição ó fa lsas . Se ó rea lmen te 

fa l ta , a dec laração é He va lor 1 ; se ó verda-

deira, a dec laração seria de va lor 0. 

As regras de construção das proposições 

devem ser restr ingidas de modo a evi tar 

construções que conduzam a estas dificul-

dades. 

A lógica precisa de ser estudada conve-

nientemente de modo a determinar as restri-

ções própr ias . A Lóg i ca de Aristóteles foi 

edif icada para con juntos finitos e baseada na 

experiência com con juntos finitos, nada ga-
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r an t e a sua ap l icabi l idade aos conjuntos infi-

nitos. Reconheceu-se que nenhum sistema de 

inferência , convenientemente restr ingido, po-

dia criar por si contradições. S ã o estas res-

trições que é preciso procurar e estudar. 

É preciso pensar correctamente — inferir 

dev idamente — e sobre o que não é contra-

di tór io , o que não conduz a contrad ição . 

7 — As demonstrações construt ivas do in-

tu ic ion ismo abandonaram o Pr incíp io do 3." 

Exc lu í do da Lóg i ca de Aristóteles. O intui-

c ion ismo supõe que esta restr ição aos prin-

cípios intuit ivos tio raciocínio é suficiente 

pa ra a e l im inação das contradições numa 

teoria. 

A af i rmação ^ " ( M " ) ] significa que existe 

um processo construt ivo — uma construção — 

que permite verificar a propr iedade p em cada 

inteiro posit ivo n ; a a f i rmação 3 í i[nãoj j ( ) i )] 

é a da existência duma construção de n , sem 

a propr iedade p . Se » é coüstruível de 

m o d o a ter a propr iedade p , também pode 

acontecer ser construivel sem ter a proprie-

dade p. O facto de ter a p ropr iedade p 

nada ad ian ta à i n f i r m a ç ã o de não ter a 

p ropr iedade p . Este Begundo facto não 

se pode infer ir , tem de ser verificado cons-

tru t ivamente . 

Por assim dizer Bão as propriedades que 

são definidas construt ivamente e não se nega 

a possib i l idade de duas construções serem 

satisfeitas pelo mesmo e lemento , convirem 

ao mesmo inteiro posit ivo. 

São admissíveis proposições a respeito 

das quais não faz sentido ser verdadeiro 

ou falso. 

8 — Esta ideia da impos ição de restrições 

ao rac iocín io intu i t ivo foi bastante explo-

r ada . 

Procurou-se descobrir as restricóes sufi-

cientemente fortes a impflr ao raciocínio 

in tu i t ivo para impedir a contrad ição , mas 

suficientemente fracas para permit ir o desen-

vo lv imento da matemát ica , pelo menos legi-

t imar a construção j á feita. 

S ã o exemplos dessas restr ições: a teoria 

dos tipos lógicos de RUSSELL, a teoria dos 

t ipos lógicos simplif icada de RAMSEV, a teo-

ria da estratif icação de QUINE, as axiomáti-

cas da teoria tios conjuntos , de ZERMELO e 

outros . 

A adequação dos sistemas lógicos para 

constru ir com eles a matemát ica clássica tem 

sido apresentada ou in tegrando a matemát ica 

c lássica, quanto à der ivação, no própr io sis-

tema cons iderado — WHITEHEAD -T- RUSSELL 

em «Principiam ; ou p rovando que todo o 

teorema que se pode derivar com um dos 

sistemas lógicos — «Pr inc ip i a» , por exemplo 

— também pode ser der ivado com o sistema 

em causa. 

A pr imeira apresentação exige a formali-

zação da p rópr i a matemát ica e a segunda 

suspende a resolução da existência de con-

trad ição no desenvolv imento da matemát ica , 

transferindo-a para a decisão na construção 

com outro sistema lógico diferente, eventual-

mente mais esclarecedor. 

9 — Esco lh ido um sistema de der ivação 

adequado , haverá que provar por métodos 

« inatacáveis» que as restrições determinantes, 

impostas ao raciocín io , são suficientemente 

fortes, isto é, a matemát ica construída de 

acordo com elas é isenta de contradições. 

I s to exige provar a compatibi l idade dum 

sistema forma l , quer dizer, duma teoria, 

cujos termos fòram anal isados de modo a 

reduz i r a axiomas todas as suas propriedades 

com impor tânc ia na dedução de teoremas. Os 

termos ficam assim reduzidos a mera forma, 

que permite reconhecê-los, mas despidos de 

qua lquer signif icado concreto. São como 

«pa lavras» sem significado, puras colecções 

de sinais. 

A lógica do sistema é também explicita-

mente incorporada sob a forma de axiomas 

e de regras de inferências, expressas por 
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símbolos da preferência à forma verbal . 

Todo o estudo do siBtema se reduz a ques-

tões de fo rma ou estrutura — questOes de 

sintaxe, O deaenvo!v imento do estudo do 

sistema constitui a «s intaxe da teor ias , de 

que o sistema resultou. 

A a tr ibu ição de signif icado concreto aos 

termos dum sistema fo rma l , e forma verbal 

às regras de inferência admit idas , constitui 

ama semant ízação do sistema. 

As teorias ax iomat i zadas — sistemas intui-

tivos vulgares, com termos pr imit ivos rechea-

dos de signif icação nas deduções — e as 

ax iomát icas — sistemas de termos pr imi t ivos 

indef inidos e regras de dedução em forma 

verba l — são sistemas semânt icos . 

A ax iomat ização d uma teoria e a cr iação 

d uma ax iomát ica , de que a teoria seja sis-

tema semânt ico, são passos sucessivos para 

a formal i zação da teoria, sua t rans formação 

em sistema forma l . 

As ax iomát icas são sistemas semíformali-

zados. 

10 — Ve j amos como se opera uma axio-

mat ização . 

Isolam-se as propr iedades dos termos da 

teor ia que têm impor tânc ia na dedução das 

propr iedades apresentadas pelos termos. 

Reduzem-se os termos da teor ia a sinais e 

enunciam-se como ax iomas as propr iedades 

isoladas. As regras de inferência , que perm i . 

tem passar dos axiomas para os teoremas, 

são reduz idas a axiomas expl ic i ta ou implici-

tamente e verba l ou s imbòt icamente . No 

Último caso a fo rma l i zação fica completa . 

A teoria concreta em estudo é agora uma 

solução ou um modelo da ax iomát ica cr iada . 

É conveniente que os ax iomas sejam no 

número m ín imo que permite todo o desen-

vo lv imento da teoria e a lóm disso indepen-

dentes e compat íve is , 

11 — A compat ib i l idade só pode ser esta-

belecida com a completa formal i zação da 

1 

teoria e passa a const i tuir objecto fora de ia . 

Teremos assim teorias da compa t i b i l i d ade 

das teorias, designadas por metateor ias . 

A existência dum modelo da ax iomá t i ca é 

uma relat iva garan t ia de compa t i b i l i d ade . 

A ax iomát ica é compat íve l , se s o ube rmos 

sê-lo o sistema concreto solução. Os ax i omas 

transformam-se agora em propr iedades dos 

termos, dos objectos do mode lo . Se no mo-

delo não se encontram s imu l t âneamente duas 

propr iedades contradi tór ias , na ax i omá t i c a 

não será possível deduzir dois enunc i ados 

vá l idos e contrad i tór ios . 

12 — A possibi l idade d uma demons t r a ç ão 

da compat ib i l idade por aprox imações con-

duziu à redução do estudo da não-contradi-

ção da Aná l i se Clássica ao da não-con t rad ição 

da Ar i tmét ica , a uma ar i tmet ização da Aná-

lise. 

A compat ib i l idade de grandes partes da 

Aná l i se Clássica foi, por processo conve-

niente, reduzida à compat ib i l idade da ar i tmé-

tica dos números inteiros natura is . C o m o as 

propr iedades usuais dos números na tura is 

— a Ar i tmét ica — podem deduzir-se da Axio-

mát ica de PKAVO po r meio das regras da 

Lóg i c a Clássica — a de AKISTÓTULES — , 

aquela compat ib i l idade ficou dependente da 

compat ib i l idade d uma teoria dos con jun tos , 

suficientemente restr ingida, para permi t i r a 

sua der ivação daque la axiomát ica . 

As definições dos números reais e dos 

números imag iná r ios e a dedução das suas 

propr iedades exi^e a j u n ç ão do ax ioma l óg ico 

da escolha — ZEEMELO — ao sistema consti-

tuído pela Ax iomát ica de PKAXO e L ó g i c a 

Clássica, 

Podemos agora definir nestes con jnn toB 

numér icos as noções de função , l imite, deri-

vada e in tegra l . Toda a Aná l i se Cláss ica é 

deduzível da Ax iomá t i ca de PEANO pelas 

regras da Lóg i c a Clássica e o A x i o m a de 

ZKKJJELO. Todo o conceito da Aná l i se Clás-

sica pode ser definido pelos três termos pri-
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mitivos de PEANO O toda a propr iedade 

matemát ica da Aná l ise Clássica se pode 

deduzir dos cinco ax iomas de PEASO. 

Não se pode af irmar a dedut ib i l idade a 

par t i r da Ax iomá t i ca de PEANO de qua lquer 

propr iedade dos números naturais . Reconhe-

ceu-se a possibi l idade de formular proprie-

dades dos números naturais estranhas a 

qua lquer ax iomát ica da Ar i tmét ica , o que dá 

o carácter de incompletude às axiomatiza-

ções da Ar i tmét ica como axiomát icas com-

pletas da teoria dos números natura is . 

Demons t rada a compat ib i l idade da Axio-

mát i ca de PEAXO fica garan t ida a não-con-

t rad i ção do seu modelo Ar i tmét ica , construída 

com a L ó g i c a Cláss ica , e do seu mode lo 

Aná l i se Clássica, construída com a Lóg i ca 

Clássica e com o A x i o m a de ZEBMELO. 

13 — HILBEIÍT fo rmu lou « m a teoria geral 

da demonstração da compat ib i l idade dum sis-

tema de axiomas, sem recorrer a modelos da 

ax iomát ica , portanto capaz de dar «provas 

absolutasn da compat ib i l idade. 

O método partia da formal i zação completa 

da ax iomát ica e a demons t ração consistir ia 

na anál ise de factos estruturais das expres-

sões produz idas por um cá lcu lo , leg i t imado 

pelas regras de inferência, apl icado aos sinais 

representat ivos dos termos da teoria em ques-

tão. O r igor era mant ido com a p rodução de 

expressões do cá lcu lo — fórmulas — por pro-

cesso f in i i i s ta : à custa de noções finitas e 

construções completamente exequíveis. A 

anál ise dos processos de construção das fór-

mulas e das suas propr iedades isolaria um 

critério para reconhecer se dada fó rmu la 

seria ou não possível resultado dum cá lcu lo 

operacional leg i t imado na metateor ia . 

H á aqui duas operações essenciais: a for-

mal ização da ax iomát ica e a e laboração duma 

metateor ia . 

14 — Vejamos como se faz a forma l i zação , 

se cria um sistema formal . 

Considera-se um con jun to de s imbolos, 

que poderão ser em número inf inito. Qual-

quer disposição l inear , finita, destes símbo-

los, com ou sem repet ição , constitui uma 

f ó rmu l a . As fórmulas repartem-se por dois 

con juntos d i s jun tos : o das fórmulas bem 

construídas (f. b. c.) e o das fórmulas vãs, 

ou i legít imas. 

Numa in terpretação semânt ica do sÍBtema 

f o rma l , em construção , só as f, b. c. adqui-

r i r ão signif icado. 

As f. b. c. serão definidas por recorrência 

e s intact icamente, portanto , ún icamente pela 

sua es tru tura . A l ém disso indicar-se-á um 

processo finito de reconhecer se uma fórmula 

é, ou não , f. b, c. 

Ve jamos agora o desenvolv imento do sis-

tema. 

Escolhe-se um subcon junto de fórmulas 

bem construídas para axiomas do sistema 

— não é possível falar de evidência destes 

ax iomas , uma vez que as fórmulas foram des-

pidas de todo o signif icado. Novas fórmulas 

bem construídas sãu der ivadas dos axiomas 

por ap l icação de regras de inferência, defi-

n idas por recorrência , s intact icamente e por 

processos finitos. 

Por «demonstração» entende-se uma se-

quência finita de f. b. c., cada uma das quais 

é um ax ioma ou se obteve das anteriores 

f ó rmu las da sequência por apl icação das 

regras de inferência. 

A ú l t ima fó rmu la duma demonstração ó 

por definição um «teorema». 

Escreve-se | — A para indicar que A é um 

teorema ou que A é deduzlvel no sistema. 

Dada uma sequência de fórmulas , há pro-

cesso efectivo de saber se constitui , ou não, 

uma demons t r ação ; gera lmente , dada uma 

f ó rmu l a , não há processo geral de determi-

nar se é, ou não , um teorema. 

15 — Exempl i f iquemos com uma das pos-

síveis formal izações ilo Cá l cu lo Proposicio-

na l , subteoria da L ó g i c a E lementar . 
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S ímbo los — as letras m inúscu las do alfa-

beto, com e sem l i nhas : a , b,c, • • •; a', b' ,c', • • •; 

a", b", c" , . . . ; . . . ; os parêntesis : ( . e tam-

bém ) ; o s ímbo lo de negação — ; e o sím-

bo lo de d i s j unção V . 

F ó r m u l a s — qua lquer d ispos ição seguida 

destes s ímbolos, por exemp lo : V ) ) a' ~ . 

É f. b. c. qua lquer le tra , com l inha ou sem 

l inha . Se ^t e B são f ó rmu las bem cons-

truídas, então - 8 (.4 V í í ) t ambém são 

f. b . c. 

Ax iomas — uma inf inidade de sistemas de 

ax iomas dados pelo e s q u e m a segu in te : 

1) ( A V V , í ) ) ; 2) ( ( - Ü V C ) V B ) ; 

8) (~(D V - £ } V ( - E S/F) V (FM D)) em que 

A,B,C,D,E e F representam f. b. c. 

Cada escolha par t icu lar dos f. b. c. dá ori-

gem a um sistema de ax iomas . 

Regra de In ferênc ia — das duas fórmulas 

O e ( ~ ( ? V / / ) infere-se que 11 é f. b. c. 

E x e m p l o duma demons t ração : 

TEOKEMA. 1 — ( r V - r ) . 

1 — r V - (~ r V ~ r)) é f . b. c., porque 

se obteve do axioma (1) substituindo A 

por - r . 

2 — ( - (~ r V - (~ r V - r ) ) ) V ( - ((- r V ~ r ) 

V r ) V (r V - r ) ) ) é f. b. c,, porque se 

obteve do axioma (3), substituindo D por 

- r , E por (— r V ~ r ) e F por r . 

3 — |— ( - (( - r V - r ) V r ) V ( r V - r ) ) é 

f . b. c . , por inferência. 

Partindo agora de 

l - ( - ( ( - r V - r ) V r ) V ( r V - r ) èf.b.c., 

por ser um teorema. 

2 — ((- r V - r) V r) é f . b. c . , porque se 

obteve do axioma (2) substituindo B 

por r e C por ~ r , 

3 — I — (r V —T) é f . b. c., por inferência. 

16 — A definiçan dos sí ioholos — , A e 3 

na ax iomát ica permito fazer simplif icações 

nas fó rmu las e dar expressão simból ica à 

regra de inferência. 

Usaremos (.4 -+ B) como abrev i a tu ra de 

(- A V B) e (A h B) como ab rev i a t u r a de 

(~(~AM~B)). Consequentemente (A -*• B) 

e (A A B) são f. b. c. O s ina! 3 é s imp les 

ind icação de inferência ou de subs t i t u i ção 

duma fórmula pela abrev ia tura correspon-

dente. Com A Zj B ind icaremos que B fo i 

infer ida de A , ou que se subst i tu iu A po r 

B , para efeito de s impl i f icação. Ass im 

( - A V B) 

e 

A regra de inferência traduz-se agora pe la 

Regra do Corte ou da S imp l i f i cação : 

(.4 A {A- B))z> B 

que pode ler*se: concluiu-se B por cor te 

do A 

(A A (A B)) z) B . 

Ap l i quemos estas simplif icações à demons-

tração de que, se E e F são f. b. c . , en t ão 

I— (E V i 1 ) - (F V E). 

Subst i tu indo D por E no ax i oma (3) , 

vem 

( ( - ( £ V ~E)W ( ~ ( Í ; V {FW E))) 

ou 

C o m o é 1 — ( E V - E ) , temos 

(EM ~E)A{(E V~ E) - ((E WF) (FV E))) 

ZD((EW F)-* ( f V E)). 

17 — V e j a m o s porque é que o s istema 

formal constru ído ó uma s intaxe do C á l c u l o 

Propos ic iona l . É equivalente a mos t rar que 

o Cá lcu lo Proposic iona l é uma semant i zação 

do sistema forma l . 

As letras podem ser substituídas por pro-

posições (ou enunciados) — frases declarati-

vas com um dos valores lógicos zero ou 1. 

O s ímbolo — pode ser subst i tu ído pe lo 

conect ivo lóg ico « n ã o » ; o s ímbolo V pode 
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ser substituído pelo conectivo lógico »ou , . . 

ou» e as fórmulas transformam-se em com-

posições de proposições. 

Os termos assim considerados satisfazem 

os axiomas apontados . A cada f. b. c. cor-

responde b iuo lvocamente uma compos ição 

de proposições vá l ida — um teorema do Cál-

culo Propos ic iona l . 

18 — Enca remos o prob lema da compati-

bi l idade. • 

Um sistema formai diz-se compat ível (àa 

vezes consistente) se nele não há a l guma 

f. b. c , , A , para qua l sejam |—A e I— - A , 

islo é, A e — Á teoremas. 

Desenvolvamos uma metateoria que nos 

assegure a não construt ib i l idade de A , 

Se no sistema fossem deduzíveis l — A e 

1— - A , então o ax i oma (2 ) permitia escrever, 

com - A em vez de B , ((- A) V C) V - ,4) 

para qua lquer C f. I). c. C o m o (- .d) V C) 

e ~ A são f. b. c. é 

I—((- (- A)V C)) 

e 

((- (- A )V C) V - A) A (({- ( - A) V C) V - A) -

3 (- A V (- (- A) V C)) 

Assim de I — A vem 

A A {A - (- A C)) 3 A - C). 

De I A vem ~ A A A -* C) Z> C . 

Qua lquer f. b. c. C é no sistema | — C , é 

deduzível no sistema. 

Suponhamos que possuímos regra de valo-

rizar as fórmulas do sistema, isto é, de atri-

buir a cada f. b, c. um e só um dos valores 

nu» ou «o», de modo que, se A tem o va-

lor « t i » , ~ A terá o va lor « u n , o recipro-

camen te ; se J4 ou D tem o va lor «MS , 

então A V B terá o valor «ws ï. se A 6 B 

tem o va lor «us , então A V/J terá o va lor 

I I ! » . 

Cada va lor ização determina para cada 

fó rmu la um dos valores possíveis e pode 

acontecer que a l guma fó rmu la A seja Bem-

pre de va lor « u » , qua lquer que seja a va-

lor i zação considerada. Diz se que A ó uma 

ident idade lógica ou uma tauto logia , Se A , 

qua lquer que seja a va lor ização , é sempre 

de va lor diz-se uma contrad ição lógica, 

Q u a n d o A toma umas vezes o va lor «ws o 

outras o va lor « r » , conforme a va lor ização 

do sistema, diz-se fó rmu la anfótera. 

Cada semant ização do sistema determina 

uma va lor ização por meio da verdade ou fal-

sidade da expressão t raduz ida pela fór-

m u l a . 

A fó rmu la qua lquer que aeja 

o va lor de A , é semant icamente um enun-

ciado falso, e consequentemente (~AV A) ó 

semant icamente um enunc iado verdadeiro. 

As tautologias são fórmulas semantica-

mente verdadeiras , qua isquer que sejam os 

valores dos componentes. 

Verifica-Be que os axiomas (1), (2) e (3) 

são tautologias, e que, se A e AW O) aão 

tautologias, também fí é tauto log ia . 

A regra de inferência conserva a tautolo-

gia. Consequentemente todos os teoremas do 

sistema são tautológicos. 

O r a pV q è uma f. b. c., e, por tanto , um 

teorema, na hipótese de qua lquer f. b. c. o 

ser ; mas não á tauto lóg ica , o seu valor 

semânt ico depende d o s valores de p e 

de q . 

O absurdo resultou da suposição da exis-

tência de a lgum A , tul que I—-4 e I — - A . 

Conc lu i remos que no sistema não há a lguma 

f. b. c., A , com | — A e | — - A . 

19 — O Cá lcu lo Proposic iona l fica assim 

dev idamente fundamentado , à ÜILHERT: não 

há nele contrad ição possível, a prova forne-

cida é absoluta . 

Demons t ra se tarabóm que o sistema for-

ma l , que o fundamenta , ó completo , no sen-

tido de que para qua lquer f. b. c. A , ou 

I— A ou o sistema torna se incompat ível con-

siderando A como um axioma adic ional . 
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2 0 — Ve j amos disto o que ó possível fazer, 

para a f undamentação da Matemát ica , 

Segundo a or ientação apon tada , havia que 

constru i r um sistema forma l , adequado para 

a der ivação da matemát ica , e além disso 

compat íve l e completo (qua lquer propos ição 

matemát ica seria decidível , DO seutido de ser 

aS rmáve l ou negável ) . 

FKEGE, WHITEHEAD e RUSSELL constru í ram 

sistemas formais adequados à der ivação da 

Matemát ica en tão existente. Não pensaram 

em garan t i r a adequação à der ivação de 

quaisquer desenvolv imentos futuros. 

A l guns destes sistemas foram apresenta-

dos como compat íve is . Por exemp l o : tPrioci-

pia Mathemat icas de RUSSELL e WHITEHEAD, 

• L óg i c a Matemát ica» de QUINE, sistemas de 

BERMAYS, de FKAENKEL, de GÜDEL , de VON 

NEUMANN, e de ZEIÍMKLO. 

Não foi possível demons t ra r , À HILBERT, 

a compat ib i l i dade suposta, mas tem-se como 

mu i to prováve l . 

A compa t i b i l i dade de a lguns outros siste-

mas formais foi sucess ivamente estabelecida, 

mas estes sistemas não são adequados à deri-

vação de toda a ar i tmét ica dos nútneros natu-

rais, S ã o assim formal izações parciais da 

Ar i tmé t i ca . Por exemp lo , POKT, em 1921, 

demonstrou a não-contrad ição do Cá lcu lo 

Propos ic iona l , e a sua comple tude , entendida 

em certo Bent ido; HILBB&T e ACKEKMANN, 

em 1928, demons t ra ram a não-contradição 

do Cá l cu l o Func iona l de pr imeira o rdem, e, 

em 1930, GOEDEL p rovou , de certa mane i ra , 

a sua comp le t ude ; TARSKI demonstrou a 

n ão . con t r ad i ç ão e comp le tude da ar i tmét ica 

dos números reais e da geometr ia e lementar . 

F m 1931, GOEDEL , com os seus traba lhos , 

esclareceu as l imi tações dos métodos usados 

na ine tamatemá t i ca , tal qua l foram criados por 

HILUERT. GOELIEL, t r a ba l h ando cora sistemas 

formais constru ídos a part i r dos axiomas de 

PEANO, ou eom sintaxe suficientemente rica 

para permit ir a der ivação daqueles axiomas 

— como acontece com sistemas relacionados 

com Pr inc ip ia Mathemat ica , adequados à de-

r ivação , n ã o BÓ da Aná l i se C l áss ica , mas 

t ambém de outra matemát ica presumivel-

mente a ser desenvolv ida — p rovou a impos-

sibi l idade de demonstrar a não con t r ad i ç ão 

de tais sistemas por métodos finitistas, isto 

é, processos construt ivos formal i záve is den-

tro do siBtema. 

Isto equival ia à imposs ib i l idade de fazer a 

fundamentação da matemát ica (A r i tmé t i c a ) , 

À HILUERT. 

Este resul tado é uma consequênc ia d a 

incomple tude dos sistemas forma is com que 

HILHLRT t raba lhou . GOEDEL revelou a exis-

tência de proposições índecidíveis — corres-

pondentes a fórmulas , A , para as quais nem 

I— A nem |— ~ A — e a a f i rmação da « não-

-contradição do sistemas é uma dessas pro-

posições. 

U m a ideia do rac iocín io de GOEDEL n a 

demonstração apontada . 

Suponhamos que « C O N S I S » represen ta 

uma fórmula sintáct ica, cu ja i n te rp re tação 

semânt ica impl ica a não-cootrad ição do sis-

tema em estudo . 

O prob lema da compat ib i l idade do s istema 

fica agora reduz ido ao da demons t ração de 

que I — C O N S I S . 

U m dos caminhos , para fazer esta demons-

tração , seria procurar uma cond i ção A sufi-

ciente, tal que 1 — ( A — C O N S I S ) e demons-

trar que | — A . Pela regra da s impl i f icação 

resultaria I — C O N S I S . GÕDEL suspeitou que, 

se o sistema de C O N S I S é rea lmente com-

patível , não é no sistema nem I — C O N S I S 

nem | — - C O N S I S , quer dizer , n ã o é de-

monstráve l no sistema forma l que ele seja 

compat íve l , nem que seja contrad i tór io . E m 

vez de procurar A nas condições ind icadas , 

GÕDEL procurou uma cond ição necessár ia 

B para a der ivação de C O N S I S , isto é, 

( — ( C O N S I S B). 

Se B , além disso, é f. b. c. — verdade ira — , 

mas indecidivel no s istema, en t ão nem 

I — C O N S I S , nem 1— - C O N S I S . É C O N S I S 
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indecidivel também. Porque , se fosse I—CON-

SI.S, de I — C O N S I S A i l — ( C O N S I S - S J J z d B 

era I— B , contra a h ipótese de não ser 

t eo rema ; se fosse ! — - C O N S I S , por ser 

I— fí — ~ C O N S I S ) , era 1 B, contra a 

hipótese de não ser teorema. 

Se for possível constru i r a f ó rmu la B , 

admi t i ndo a eom patibidade do sistema, e nas 

condiçOes indicadas, ficará demonst rado que 

os processos usados para provar a adequação 

dum sistema formal à der ivação da malemá-

tica existente, são impotentes para demons-

trar a compat ib i l idade do sistema e até para 

decidir , a inda que teoricamente, de todas as 

proposicBes matemát icas , 

(3 O EDEL, construiu uma fó rmu la B indeci-

díve), cons t ru indo a f ó rmu la , cujo conteúdo 

semânt ico é que B ó indecidivel . Para isso 

atr ibuiu coordenadas numéricas às fórmulas 

deduzlveis no sistema formal com que traba-

lhava e, enumerando-as, construiu B pelo 

processo d« d iagona l de CANTO». O p rópr io 

sistema formal foi t raduz ido por correspon-

dência no sistema numér ico que anal isava. 

A const rução do B estabelecia a incom-

pletude do sistema, pois a sua construção é 

pu ramen te metamatemát iea . e B não é dfcdu-

zívet no sistema, e a inda a impossib i l idade 

de demonstrar dentro do sistema a compati-

bi l idade do mesmo. 

21 — Es ta incompletude refere-se apenas 

a sistemas formais , cuja sintaxe é adequada 

à forma l i zação de muitas propr iedades dos 

• úmeros natura is , usadas na construção da 

propos ição indecidivel B , 

Poderá pensar-se que a di f iculdade desa-

pareceria , j u n t a ndo aos axiomas outros que 

permit issem a dedução das proposições en-

contradas iodecidiveis. 

GOEDKL mostrou que OB BÍstomas, que se 

iam assim obtendo por extensão do pr imeiro , 

eram a iada incomple tos , isto é, seiupre é 

possível constru ir fórmulas indecidíveis. Será 

a exp l icação da di f iculdade de demonstrar 

certas propr iedades dos números inteiros 

natura is , faci lmente aceitte como mui to pro-

váveis , mas a inda não demonstradas . 

22 — GOEDKL estabeleceu assim que os 

sistemas formais , adequados à der ivação da 

matemát ica clássica, não permitem demons-

trar a sua compat ib i l idade , à HILHERT, por 

métodos tínitiatas, formal izáveis no própr io 

sistema, pois que são traduzíveis eles mes-

mos em números naturais , por correspon-

dênc i a ; e que os sistemas conhecidos, não-

-contradítór ios, são inadequados à der ivação 

da matemát ica . Suspeita-se que a matemát ica 

(elássiea) é compat íve l , mas não se pode 

iocorporar esta i n fo rmação — esta proprie-

dade da matemát ica — no sistema formal que 

a fundamentar ia . 

2 3 — Depois de apresentadas as limita-

ções, formuladas por GOBDEL, do método 

proposto por HiLBBRT para a fundamentação 

da matemát ica , ó conveniente uma revisão 

deste prob lema CANIOK levantou o prob lema 

de haver contrad ições na matemát ica , desen-

volv ida pelos processos tradic ionais . B. RUS-

SELL e WHITEHKAU apresentaram soluçOes 

para as evitar , p ropondo lógica adequada 

para a der ivação , BBUUWEÜ melhorou as 

aoluçfles apresentadas para evitar a contra-

dição, p ropondo processos construt ivos e 

finitistas. HlLBKHT procurou , à custa dos me-

lhores processos conhecidos, os de BROUYVER, 

fazer a demonstração da não-contradição, da 

imposs ib i l idade 'de t o p a r n o desenvolvi-

mento da matemát ica com a l guma con-

trad ição . GOEDKL provou a impossib i l idade 

de tal demonstração pelos processos hil-

bert ianos. 

O esquema apresentado mostra que o pro-

blema está apenas esclarecido em a lguns 

aspectos e não so luc ionado. A solução con-

t inua a aer procurada com as três orieuta-

ções apontadas , características do pensa-

mento matemát ico . 
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2 4 — Para o in tuc ion ismo, a 11 ão-cuntradi-

ção estabelece se reconst ru indo a matemát ica 

por processos, quo não conduzam a contra-

dição. É preciso edif icar a matemát ica sem 

fazer apelo a ideias preconcebidas a respeito 

da act iv idade matemát i ca e dos objectos da 

matemát ica . A matemát ica é independente da 

L ó g i c a ; os pr inc íp ios usuais da lógica não 

merecem, etn ma temá t i c a , conf iança sem 

l imites. 

O ín tuc ion ismo just i f ica o que está cons-

truído como matemát i ca na medida em que 

coincide com o obt ido pelos processos cons-

trutivos e fiuitistas. A matemát ica será não-

-coatrad i tór ia , q uando for possível obter 

todos os seus resul tados por aqueles pro-

cessos. Os processos usuais matemát ica 

seriam aceites, quando se estabelecesse t[ue 

não conduz iam a a l gum resu l tado , que não 

pudesse ser obt ido por uma const rução fini-

tista. 

O in tuc iou ismo não crê possível a constru-

ção definit iva d um sistema de axiomas, que 

permita a der ivação da matemát ica . 

A E s c o l a I u t u i c i o u i s t a H o l a n d e s a 

— BRQIIWEE e WÜIL — tem desenvolv ido 

assim uma ma temá t i ca intuic ionista , isto é, 

uma f u n d a m e n t a ç ã o da m a t e m á t i c a à 

BBOUWKR. 

Oa signif icados de frases como t todos os 

números que . . . a e o há um número que . . . s 

são estabelecidos por const rução para evitar 

que conduzam a con t rad i ção . Nos assuntos 

re lac ionados com os con jun tos iufiuitos, pela 

mesma razão , não ó usado o Pr incíp io do 

Terceiro Exc lu i do da Lóg i c a de ARISTÓTE-

LES. São rejei tadas as demonstrações de 

existência baseadas no Ax i oma da Esco lha 

e na Hipótese do Con t í nuo . 

HEYTINÜ E KOLMOAORUEF fo rma l i zaram a 

lógica adequada à der ivação da matemát ica 

intu ic ionista , começando por uma lógica ele-

mentar , o c hamado Cá l cu l o dos Prob lemas , 

aná logo ao Cá l cu l o Propos ic iooa í , e que pode 

usar os mesmos s ímbolos , mas com signifi-

cado d i ferente: A,Brepresentam pro-

blemas a reso lver ; ~ . •- a s o l u ç ão d o 

prob lema A é impossível , ou c o ndu z a con-

trad ição ; A A B — os prob lemas A e B 

são solúveis ; A V B — um , pe lo menos , dos 

dois prob lemas é so l úve l ; A B — a solu-

ção do prob lema B reduz-se à so l ução do 

prob lema A . 

São dadas regras para cons t ru i r as f. b . c . 

cora os sinais ti - » , « A » , « V » e « -* t> de 

acordo com as situações que oco r rem na 

reso lução de problemas e só estas. 

As regras de ínferõncia afastam a afirma-

ção do Pr inc íp io do 3.® Exc lu i do e ass im 

~ A VA não ó um teorema. A respei to d o 

prob lema A Dão há , em gera l , r a z ão pa ra 

af i rmar que A é solúvel ou A é reconhe-

cível como cont rad i tó r io , a/1» p ode n ão ser 

solúvel nem contrad i tór io . 

Os ax iomas são escolhidos conveniente-

mente de acordo com estas p ropr iedades dos 

BÍmbolos. 

A part i r deste Cá l cu lo pode desenvolver-se 

uma Lóg ica de ordem super ior e paralela-

mente à formal i zação tia Lóg i c a C l áss i ca , 

apenas em a lguus casos bastante mais com-

pl icada. 

A matemát ica deduzida por este processo 

lóg ico rejeita todas as demonstrações tradi-

cionais, em que se usou o Pr inc ip io do 3,° 

Exc lu ido , isto é, os teoremas demons t rados 

pelo método anal í t ico indirecto — ou de re-

dução ao absurdo . 

Se se procura a?, e se demonst rou que 

não existir x ó contrad i tór io , esto facto não 

prova a existência de x; BBOUWEK exige 

uma construção de x , uma demons t r a ç ão 

construt iva da existência de x . 

Exist i r ó diferente de não con t rad i t ó r io . 

Pelos métodos intuicionistas reencontra-se 

— fundamenta-se à BHOUWEB—mu i t a da 

matemát ica clássica, muitas vezes por cami-

nhos mais á rduos , mas não foi possível ain<1a 

reencontrá la toda, nem demonstrar a possi-

bi l idade de tal encontro. Tem-se sim cotia-
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t ru ido uma matemát ica diferente da Matemá-

tica Cláss ica , devidamente fundamentada . 

2 5 — O logic ismo, como fundamentação 

da matemát ica , consiste numa redução da 

matemát ica à Lóg i ca . A matemát ica pode ser 

incorporada em sistemas Lógicos convenientes 

por def in ição das suas noções fundamenta is 

em termos puramente lógicos e conversão 

dos seus teoremas em fórmulas duma forma-

l ização dá Lóg i c a . 

FKEGE pretendeu neste sentido reduzir a 

Ar i tmé t i ca à L óg i c a , começando por unia 

forma l i zação conveniente dela . 

FKHÜK, RUSSEÍ.L e WHITEHEAD reconhece-

ram que a Ax iomá t i c a de PEANO podia ser 

in terpretada em termos da Lóg i ca . 

A definição de número card ina l 2 pode ser 

dada em termos de aclasBe», conceito lóg ico , 

e sem ape lo à ar i tmét ica. Por exemplo , nú-

mero card ina l 2, ou è 2 o n úmero de ele-

mentos da classe C, isto ó, n(C)—2, se, 

e só se, (1) 3 xeC e 3 ^ 6 6 ' ; (2) 

(3) se a inda z e C, então z = x ou z = y . 

O número 2 é assim a extensão (classe) 

duma propr iedade, a de todas as classes com 

o número 2. Por recorrência defiuem-se os 

outros números . Os ax iomas podem tradu-

zir-se comple tamente em expressões da Ló-

gica por meio dos conceitos de var iável de 

e lemento , « i » , e de var iáve l de classe, 

t C t , e as expressOes «n ão» , «e», «se, en-

tão» «todos os xx*, «há um x* , «ar é da 

classe C» e « C é a classe dos elementos 

tais que» . Estas expressões podem represen-

tar-se por fórmulas contendo apenas os sím-

bolos « - » , « • » , « V » , «g» respect ivamente 

de «n ão» , «e» , «todos» e «existe». 

Todos os conceitos da matemát ica — Ari-

tmética e Aná l i se Cláss ica — podem definir-se 

a part ir destes quatro termos da Lóg i ca . 

Todas as proposições da matemát ica podem 

deduzir-se destes termos por meio de regras 

de i uferôncia da Lóg ica — Lóg i c a ClásBÍca 

amp l i ada com os Ax i oma da Esco lha 6 da 

In f in idade , Os números reais exigem uma 

lóg ica de ordem super ior à da Lóg i c a Ele-

men ta r . 

Os ax iomas da Ar i tmét ica são, assim en-

tendidos , s imples transcr ições de teoremas 

da Lóg i c a . 

A matemát ica ficaria fundamentada à RUS-

SELL, com a demonstração da compatibil i-

dade da Lóg i c a . 

Este critério levanta objecçfles. A Lóg i c a 

fica cheia de l imitações para permit ir a deri-

vação da matemát ica . A lguns raciocínios 

considerados legít imos conduz i ram a contra-

dições, q uando apl icados aos conjuntos infi-

ni tos, e é de supor que criem contrad ição 

noutros domín ios . RUSSELL teve de cr iar a 

teoria dos tipos lógicos que ó o desenvolvi-

men to da ap l icação do pr inc ip io do círculo 

v i c ioso : tudo o que contém uma var iáve l 

l i gada deve ser exclu ído dos valores dessa 

var iáve l , para evitar que o sistema lógico, 

com que der ivava a matemát ica , criasse, por 

si mesmo , contradições. Esta teoria é só meia 

so lução do prob lema , constitui um processo 

de reconhecer as fórmulas contrad i tór ias , e 

não evita os raciocínios que a elas condu/.em, 

sem pôr de lado partes usuais da matemát ica . 

Nos «Pr inc ip i a» , RUSSELL e WHITEHUAD 

apresentaram uma fundamentação da mate-

mát ico, que incluí a Ar i tmét ica e a Teoria 

dos Con jun tos , consequentemente a Aná l i se 

Clássica, der ivando esta do sistema lóg ico 

de RUSSELL — axiomas da Lóg ica E lementar , 

teoria dos tipos lógicos e Ax i oma da Redu-

tibí l idade e Ax ioma do Inf inito. Mais tarde 

pós-se de lado o Ax i oma da Redut ib i l idade , 

exigido apenas por dif iculdades técnicas da 

teoria dos tipos, tal qual fora formulada por 

RUSSEÍ.L, e que então foi possível remover . 

RAMSEY mostrou que o Ax i oma do Inf inito, 

que postula a existência duma infinidade de 

objectos, não tinlia carácter puramente lóg ico, 

pois não è uma ident idade lógica, como acon-

tece serem os outros. Este ax ioma não é 

indiscut ivelmente aceite e fica assim compro-
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metida a f undamentação da matemát ica peia 

Lóg i ca , no sent ido do logic ismo de FKEGE, 

.OÒUTURAÍ e RUSSELL : dedução da matemá-

tica de axiomas puramente lóg icos , sem apelo 

a axiomas especif icamente matemát icos . 

2 ó — Segundo o que foi exposto , as pes-

quisas na f undamen tação d» matemát ica têm 

sido dominadas pela a t r ibu ição aos sím-

bolos matemát icos dum con teúdo intuit ivo 

— BROUWER ; dum con teúdo lóg ico — RUS-

SELL; de ausência de con teúdo — HILHEKT. 

Mais a inda , o in tu ic ion ismo acaba por ser 

p ròpr i amente uma reconstrução da matemá-

tica, um r i go r i smo da ma t emá t i c a ; e o for-

ma l i smo h i lber t iano é uma tentat iva de de-

mons t r ação intu ic ionista da não-contradição 

da matemát ica pré-intuicionista, dernonstra-

ção que leg i t imar ia os processos da matemá-

tica clássica. 

formal i záve l no sistema forma l da Ar i tmé-

tica. 

A demonstração é aceite quase universal-

mente, mas a ut i l i zação da boa o rdenação 

dos con juntos , l i gada estr ictaniente ao Axio-

m a de ZERMEI.0, levanta a l gumas ob jecções . 

E m í 951, LORESTZEN apresentou uma 

demonstração que uti l iza uma espécie de 

indução rami f icada , segu indo a o rdem natu-

ra l de fo rmação das demonstrações , em vez 

de as dtspôr n um eon jun to bem o rdenado . 

É uma demons t ração com ace i tação mais 

extensa. 0 processo usado por LOKICNTZEN 

é algébrico e ter íamos a não-contrad ição da 

Ar i tmét ica consequênc ia dum teorema da 

Á lgeb ra . 

LOBEHTZEN p r opôs a inda ou t ra demons-

tração da não-contradição da Ar i tmé t i ca , em 

que util iza uma forma l i zação da ma temá t i c a 

intuic ionista . 

2 7 — Rev is to por GOEDEL, O f o rma l i smo 

ganha novos aspectos nas pesquisas que 

prossegue. Ut i l iza ago ra processos constru-

tivos e finitistas não formal izáveis no sistema 

formal der ivado da Ax iomá t i ca de PEAÍIO. 

GENTZEN, em 1936, demonst rou a compati-

bi l idade da teor ia dos números naturais , 

usando uma i ndução transfinita com números 

ordinais até ao número e0 = «»'"" " . Esta 

i ndução transfiuita tem just i f icação intuicio-

nÍBta. O t ipo de ordem e0 pode materiali-

zar-se n uma d i s p o s i ç ã o ap rop r i ada dos 

números natura is e com uma definição de 

recorrênc ia . 

A demons t ração consiste n u m a disposição 

das demonstrações da teoria dos números 

natura is , de modo que, usando os ordinais 

do t ipo ind icado, se consegue fazer uma 

espécie de enumeração delas todas, e pela 

qua l se reconhece a imposs ib i l idade d uma 

f ó rmu l a representat iva duma contrad ição . 

Ass im com base no A x i o m a de ZERIUELO O 

processo deriva f ó rmu las bem construídas 

dum número inf inito de premissas e não é 

28 — O exposto permite-nos carac ter i za r , 

do ponto de vista da f undamen tação , os três 

aspectos seguintes coexistentes da matemá-

tica actual . Auá l i se C l á s s i c a : — c o n c e i t o de 

número e de função de números — desenvol-

vida, com excessiva l iberdade , pelo rea l i smo, 

do ponto de vista p la tón ico a respeito dos 

objectos da matemát i ca . A demons t ração de 

LÜRENTZEN leg i t ima a cons t rução p la tón ica 

dos números natura is . N o caso dos n úmeros 

reais é impoBsível uma teoria const ru t iva , 

que abran ja todos. N ã o é possível a constru-

ção dum sistema forma l definit ivo, que per-

mi ta a der ivação de todas as propr iedades 

dos números reais . É possível a cons t rução 

de sistemas forma is , que permitem a deriva-

ção de a l gumas pro jtiedades dos números 

reais, e a part i r destes constru i r outros sis-

temas qoe englobem os p r ime i ros ; mas n ão 

há def ini t ivamente um que eng lobe todos e 

daí insuficiência de fundamentação . Matemá-

tica In tu ic ion is ta — reconstrução , po r pro-

cessos de r igor inatacável , da matemát ica j á 

desenvolvida por outros processos — Rigo-
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r ismo de fundamentação desenvolv ido dese-

legante e, por vezes, complexamente . 

Matemát ica Ax iomát i zada — Aná l i se Ge-

ral — redução de cada teoria matemát ica a 

uma ax iomát ica , não contrad i tór ia , e quando 

possível , completa . Fundamen tação discutível 

devido a dif iculdades de demonstração de 

não-contradição — em gera l , por modelos — 

e da comple tude . 

2 9 — Do ponto de vista do r igor matemá-

tico, apon tamos os resul tados importantes 

seguinteB nos aspectos demarcados na mate-

mática ac tua l : necessidade de fundamentação 

da Aná l i se C l áss i ca ; condenação de a lguns 

dos seus proeessos de cons t rução ; complexi-

dade e deselegãncia da matemát ica intuicio-

oista ; demonstração construt iva do A x i o m a 

de ZEEMELO? existência de propr iedades da 

ar i tmét ica — matemát ica por tanto — que es-

capam a qua lquer ax i omá t i c a ; se há a lgnm 

sistema de axiomas, não-contradi tór io , para 

a teoria dos conjuntos , é possível j u n t a r o 

A x i o m a de ZERMELO ou a Hipótese do Con-

t ínuo, sem que imp l iquem cont rad ição no 

sistema. 

3 0 — C la ramen te os pontos de vista to-

mados nos quadros apresentados anterior-

mente contr ibu í ram para o esclarec mento 

do pensamento matemát ico e estão-se escla-

recendo mutuamente . 

Sobre a/guns prob/emas c/e ocupações 
por R. M. Barbosa 

Pretendemos com èste t raba lho d ivulgar 

a lguns estudos que fizemos síibre Ocupações , 

especialmente quatro problemas, ap l icámos 

a estas questões as probabi l idades corno 

a lgor i tmo demonstra t ivo . 

No final do t raba lho procurámos mostrar 

com novas interpretações a possibi l idade de 

obter-se como consequência quatro fórmulas 

da anál ise combina tór ia usual . 

Acrescentou-se para e luc idação um exem-

plo numér ico para cada um dos problemas 

cotn os respectivos d iagramas . 

A — Q u a t r o p r o b l e m a s d e o c u p a ç õ e s -
- E n u n c i a d o s 

A . 1 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis do A* celas distinguívets, com 

exclusão de celas ocupadas , por n elementos 

disting uiveis. 

A . 2 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis de K celas dist inguíveís, nem 

exclusão das celas ocupadas , por n elementos 

distinguireis. 

A . 3 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis de K celas dist inguíveis, com 

exclusão das celas ocupadas, por n elementos 

indistinguíveis, 

A. 4 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis de A"" celas dist inguíveis, sem 

exclusão das celas ocupadas, por n elementos 

indistinguíveis. 

E — D e n o m i n a ç õ e s 

Aos números fornecidos pelos prob lemas 

A . 2, A . 3 e A . 4 denominam-se respectiva-

mente número de MAXWELL-BOLTZMAN, nú-


