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r ismo de fundamentação desenvolv ido dese-

legante e, por vezes, complexamente . 

Matemát ica Ax iomát i zada — Aná l i se Ge-

ral — redução de cada teoria matemát ica a 

uma ax iomát ica , não contrad i tór ia , e quando 

possível , completa . Fundamen tação discutível 

devido a dif iculdades de demonstração de 

não-contradição — em gera l , por modelos — 

e da comple tude . 

2 9 — Do ponto de vista do r igor matemá-

tico, apon tamos os resul tados importantes 

seguinteB nos aspectos demarcados na mate-

mática ac tua l : necessidade de fundamentação 

da Aná l i se C l áss i ca ; condenação de a lguns 

dos seus proeessos de cons t rução ; complexi-

dade e deselegãncia da matemát ica intuicio-

oista ; demonstração construt iva do A x i o m a 

de ZEEMELO? existência de propr iedades da 

ar i tmét ica — matemát ica por tanto — que es-

capam a qua lquer ax i omá t i c a ; se há a lgnm 

sistema de axiomas, não-contradi tór io , para 

a teoria dos conjuntos , é possível j u n t a r o 

A x i o m a de ZERMELO ou a Hipótese do Con-

t ínuo, sem que imp l iquem cont rad ição no 

sistema. 

3 0 — C la ramen te os pontos de vista to-

mados nos quadros apresentados anterior-

mente contr ibu í ram para o esclarec mento 

do pensamento matemát ico e estão-se escla-

recendo mutuamente . 

Sobre a/guns prob/emas c/e ocupações 
por R. M. Barbosa 

Pretendemos com èste t raba lho d ivulgar 

a lguns estudos que fizemos síibre Ocupações , 

especialmente quatro problemas, ap l icámos 

a estas questões as probabi l idades corno 

a lgor i tmo demonstra t ivo . 

No final do t raba lho procurámos mostrar 

com novas interpretações a possibi l idade de 

obter-se como consequência quatro fórmulas 

da anál ise combina tór ia usual . 

Acrescentou-se para e luc idação um exem-

plo numér ico para cada um dos problemas 

cotn os respectivos d iagramas . 

A — Q u a t r o p r o b l e m a s d e o c u p a ç õ e s -
- E n u n c i a d o s 

A . 1 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis do A* celas distinguívets, com 

exclusão de celas ocupadas , por n elementos 

disting uiveis. 

A . 2 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis de K celas dist inguíveís, nem 

exclusão das celas ocupadas , por n elementos 

distinguireis. 

A . 3 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis de K celas dist inguíveis, com 

exclusão das celas ocupadas, por n elementos 

indistinguíveis, 

A. 4 — Determinação do número de ocupa-

ções possíveis de A"" celas dist inguíveis, sem 

exclusão das celas ocupadas, por n elementos 

indistinguíveis. 

E — D e n o m i n a ç õ e s 

Aos números fornecidos pelos prob lemas 

A . 2, A . 3 e A . 4 denominam-se respectiva-

mente número de MAXWELL-BOLTZMAN, nú-
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mero de FERMI-DIRAC on FERMIONS OU a inda 

FSRMIÕSS, e n úmero de BOSÉ-EINSTEIX OU 

BOSONS OU a inda BOSÕES. 

A lguns autores preferem denominar fer-

mions ou basons aos e lementos , assim em 

A . 3 os e lementos seriam chamados fer-

mions , em A . 4 ser iam bosons ; e nessa 

in terpretação o n úme ro de fermions , ou de 

bosons, é o n úme ro JI de elementos indis-

t inguíveis , e não o número de ocupações. 

C — N o t a ç õ e s 

I nd i ca remos os números dos prob lemas 

anteriores por /V(A"+ ; , N(K;n+) ou 

Í Í (FEKMI ) , e N(K;n) on AT(BosÊ). 

D — D e d u ç õ e s 

D . 1 — Procu ra remos a p robab i l i dade de 

TI celas determinadas (das K celas dadas) 

serem ocupadas pelos 7Í e lementos distin-

guiveis , com exc lusão das celas ocupadas . 

Adm i t i n do que i celas determinadas j á 

foram ocupadas , por tanto exc lu ídas , a pro-

bab i l idade de ocupação de ou t ra cela deter-

m inada é dada por ( » — i) / (K — i) . 

Fazendo var iar ( d e 0 a n — 1 teremos 

a probab i l i dade pedida : 

TT 71 ~ í - — 
K-i ~ A » ' 

« o 

A tendendo à A . 1 e C o número de ele-

mentos do un iverso é dado por N(K+ ,ii+), 

e o número de elementos do evento é dado 

por n ! , pots os elementos são dis i inguíveis . 

Segue que a p robab i l i dade é dada t ambém 

por : 

« ! 

N(K+ ;»+)' 

C o m p a r a n d o os dois valores da probabil i-

dade teremos : 

D . 1, 1 N(K+ ; «+) = A » . 

Nota — Obr iga tor i amente tem-se n ^L R . 

D . 2 — Procuremos a p r obab i l i d ade de 

uma cela determinada ser ocupada por n 

elementos dist inguíveis. 

Adm i t i ndo que a cela de te rm inada j á foi 

ocupada por i e lementos , a p r obab i l i d ade 

de ocupação por outro e lemento será d ada 

p o r : I j K . 

Fazendo i var iar de 0 a )i - 1 a possi-

bi l idade pedida ó dada p o r : 1 / A'" , 

A tendendo à A . 2 e C o n úme ro de ele-

mentos do universo é A"(A"; e o n ú m e r o 

de elementos do evento é 1 , l ogo a proba-

bi l idade também é dada por : 

1 

Compa r ando as probab i l idades anter iores 

obtemos : 

D 2. 1 AT (MAXWELL) = N(K ; n+) = K" 

D . 3 — N o prob lema A . 3 os e lementos 

são indist inguíveis, por tan to no rac ioc ín io 

ap l icado em D. 1 os e lementos n ã o podem 

ser pensados permutados , ou que o número 

de elementos do evento é 1 e o n úmero de 

elementos do un iverso é A7(FERJII). 

A » A'I 
A (FERMI) = - — — 

n 1 n 1 (A!"—n) 1 

ou 

D-3. 1 ÍV(FERMI)- ^ 

Nota — Obr iga tor i amente tem-se n ^ A ' . 

D . 4 — Procuremos a probab i l i dade de 

uma cela de terminada (sem exclusão da cela 

ocupada) ser ocupada pelos n e lementos 

indist inguíveis. 

Subst i tuamos inicialmente a cela escolhida 

por n sub-celas em idênticas condições que 

as celas anter iores, de tal modo que sejam 
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ainda distinguíveis mas com a mesma pro-

babilidade de ocupação, 

A substituição anterior coincide em pensar 

o acréscimo de n — 1 celas. 

Consideremos a condição, agora, que 

ocupada uma cela, ela será excluída. 

As condições estabelecidas transformam o 

problema A. 4 no problema A . 3, com modi-

ficação no número de celas, isto é : 

o u 

ou 

D. 4. 1 

N{K-, w) = N{K 4- n — 1 + ; n) 

^ B O S É ) ^ ' ^ 1 - 1 ) 

E — I n t e r p r e t a ç ã o dos q u a t r o p r o b l e m a s 
e m tê rmos de a g r u p a m e n t o s 

Invertamos todos os problemas, com a 

inclusão de duas regras, considerando 

ocupação de K celas distinguíveis por n 

elementos, como agrupamentos distintos de 

K celas distinguíveis em n lugares. 

REGRA E , 1 — Celas sem exclusão ou com 

exclusão, quando ocupadas, são interpretadas 

por celas podendo ser repetidas ou nrfo, res-

pectivamente, nos agrupamentos. 

REGKA E . 2—Elementos distinguíveis ou 

indistinguíveis s e r ã o interpretados c o m o 

lugares distinguíveis ou indistinguíveis (isto é, 

em têrmos de Arranjos ou de Combinações). 

F — Iden t i f i cações 

Teremos com as interpretações anteriores 

as seguintes identificações : 

(número de arranjos simples) 

(número de arranjos completos) 

(número de combinações simples) 

J T C J T ; « ) - « ? < ? > * , * 
(número de combinações completas) 

G — Fórmu las 

Util izando as identificações dadas em F 

teremos as quatro fórmulas seguintes, da 

análise combinatória usual : 

G. 1-. AK<n — À'("> =• 

= K ( K - 1 ) ( A ' — 2 ) . . . ( A ' — I ) 

G 2 : {AC)K,n = K» 

G . 3 : CI-.N = ^ ^ 

4 : ( C C)* , n = ( ^ ~ CV+n^l ,n 
\ n J 

G . 

H — O b s e r v a ç õ e s 

É interessante observar que apenas G . 1 

não pode ser considerada como deduzida dos 

problemas de ocupação, deBde que em D. 1 

utilizou-se implicitamente o conceito e fór-

mula de arranjos (n I) . 

I — E x e m p l o s n u m é r i c o s 

I . 1 — Número de ocupações de 3 celas por 

2 elementos distinguíveis, com exclu-

são das celas ocupadas: 

Diagramas — (*) 

(tf | b ( - ) (A | a I - ) 

C«l-|*) (M- l « ) 
< - I « 1 M ( - I M - ) 

(*) Usámos as representações de F E L L E K . 
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I, 2 — Núme ro de ocupações de 2 celas por 

3 elementos d is t ingu i veia, sem exclu-

são de celas ocupadas : 

ÍV ( M a x w e l l ) *= 2 5 = 8 . 

D i a g r amas — 

( « M c ) ( c ! ab} 

( « c ! b) É * 1 a c) 

t àc\ a) ( « 1 bc) 

(abc \ - ) (— | abe) 

í . 3 — Núme ro de ocupações de 4 celas por 

3 e lementos indist inguíveis , com ex-

c lusão da cela ocupada : 

W (FERIU): s) 4 . 

D i ag r amas — 

( 1 | 1 | 1 | 0 ) 

( 1 | 1 | 0 i 1 ) 

( 1 | 0 I 1 I 1 ) 

( 0 I 1 I 1 I 1 ) 

I . 4 — N ú m e r o de ocupações de 3 celas por 

4 elementos indist inguíveis , sem ex-

c lusão da cela o c u p a d a : 

D i ag ramas — 

(4 1 0 j 0) (01 4 | 0 ) (0 1 0 I 4) 

(3 1 1 j 0) m 0 ] 1 ) (0 1 3 1 l ) 

P 1 1 j 3) CM 0 | 3 ) { 1 ] 3 ] 0 ) 

{2 1 2 1 0) (- i 0 ( 2 ) (0 1 2 1 2) 

(2 1 1 ! 1) ( i l 2 | 1 ) ( 1 1 1 1 3 ) 
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Duas observações sobre Estática do Ponto Material 
por José Manuel dos Sonlos Simões Pereira 

Ag duas observações que a seguir se 

apresentam surgiram-nos quando estudámos 

a Está t ica do Ponto Mater ia l segundo as 

«L ições de Mecânica Rac iona l» do Ex.1110 S r , 

Prof . Dou t o r D i ogo Pacheco de A m o r i m . 

Na pr imeira referimo-Dos a um facto que 

parece estar em desacordo com a nossa 

experiência correDte : o de serem instáveis 

as posições de equi l íbr io indiferente. Trata-se 

é c laro d uma propr iedade que admi te uma 

excepção quando entre as forças ap l icadas 

ao ponto se encontram a lgemas que depen-

dem da sua ve loc idade. Ê o caso, por exem-

plo , do atrito ou de resistências do meio 

ambiente que estão presentes na ma ior ia daa 

questões a que diz respeito a nossa expe-

riência corrente, 

Na segunda constrói-se um exemp lo de 

posição de equ i l íbr io estável à qual não cor-

responde nenhum extremo da f unção de for-


