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I, 2 — Núme ro de ocupações de 2 celas por 

3 elementos d is t ingu i veia, sem exclu-

são de celas ocupadas : 

ÍV ( M a x w e l l ) *= 2 5 = 8 . 

D i a g r amas — 

( « M c ) ( c ! ab} 

( « c ! b) É * 1 a c) 

t àc\ a) ( « 1 bc) 

(abc \ - ) (— | abe) 

í . 3 — Núme ro de ocupações de 4 celas por 

3 e lementos indist inguíveis , com ex-

c lusão da cela ocupada : 

W (FERIU): s) 4 . 

D i ag r amas — 

( 1 | 1 | 1 | 0 ) 

( 1 | 1 | 0 i 1 ) 

( 1 | 0 I 1 I 1 ) 

( 0 I 1 I 1 I 1 ) 

I . 4 — N ú m e r o de ocupações de 3 celas por 

4 elementos indist inguíveis , sem ex-

c lusão da cela o c u p a d a : 

D i ag ramas — 

(4 1 0 j 0) (01 4 | 0 ) (0 1 0 I 4) 

(3 1 1 j 0) m 0 ] 1 ) (0 1 3 1 l ) 

P 1 1 j 3) CM 0 | 3 ) { 1 ] 3 ] 0 ) 

{2 1 2 1 0) (- i 0 ( 2 ) (0 1 2 1 2) 

(2 1 1 ! 1) ( i l 2 | 1 ) ( 1 1 1 1 3 ) 

BIBLIOGRAFIA 

[1] FELLER, WILMA M — An introduction to Probability 

Theory and its Abdications, Wi ley, [1950J, N. Y . 
[2] GIL, J, M. — Uma interpretação da análise EOMII-

natória e algumas aplicações, in. Gazeta de Mate-

mática, N • 79-80, N * 81 e N.° 82-83, Libbua. 

[3] PA »ZEN, EMANUEL — Modem Probability Theory AMI 

its A/iptications, Wiley, [1960], N. Y. 

[4] IIIOBDAN, JOHN — An introduction to Combinatorial 

Analysis, Wiley, [1958], N, Y. 

[5] SPRINGER, G. — Notas de aula, de um curso sobre 

Estruturas Finitas da Matemática, 1961, S. Paulo. 

[6] BA nu OF A, £t. MA DÁ EM — Um Curso Moderno Ele-

mentar de Análise Combinatória, ptililicayao da 

F. F. C, L. de Araraquara (a ser publicado). 

Duas observações sobre Estática do Ponto Material 
por José Manuel dos Sonlos Simões Pereira 

Ag duas observações que a seguir se 

apresentam surgiram-nos quando estudámos 

a Está t ica do Ponto Mater ia l segundo as 

«L ições de Mecânica Rac iona l» do Ex.1110 S r , 

Prof . Dou t o r D i ogo Pacheco de A m o r i m . 

Na pr imeira referimo-Dos a um facto que 

parece estar em desacordo com a nossa 

experiência correDte : o de serem instáveis 

as posições de equi l íbr io indiferente. Trata-se 

é c laro d uma propr iedade que admi te uma 

excepção quando entre as forças ap l icadas 

ao ponto se encontram a lgemas que depen-

dem da sua ve loc idade. Ê o caso, por exem-

plo , do atrito ou de resistências do meio 

ambiente que estão presentes na ma ior ia daa 

questões a que diz respeito a nossa expe-

riência corrente, 

Na segunda constrói-se um exemp lo de 

posição de equ i l íbr io estável à qual não cor-

responde nenhum extremo da f unção de for-
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ças. Pre tendemos apenas i lustrar o facto 

de que a cond i ção dada pelo teorema de 

LEJEUNE-DIRICHELET para a estabi l idade do 

equ i l íbr io , . sendo suficiente como prova o 

refer ido teorema, não ó con tudo necessária. 

No que segue, a3 notações usadas e as defi-

nições de que par t imos são as da obra citada. 

1 — Cons ideremos um campo de forças 

conservat ivo . 

Des ignemos por U a função de forças e 

por V — — U a função potencia l . 

Como é sabido, as posições de equi l íbrio 

num campo de forças conservat ivo corres-

pondem aos pontos estacionários da função 

de forças e a definição de equi l íbr io indife-

rente era PQ , imp l i c ando a existência duma 

v iz inhança finita de P0 f o rmada por pontos 

que são todos eles posições de equi l íbr io do 

ponto material dado , exige que Pa faça parte 

duma secção de invar iab i l idade de U . 

Den t ro desta secção de invar iabi l idade o 

campo é nu lo . Por isso, co locando o ponto 

mater ia l ( P , w i ) na posição de equi l íbr io P0, 

com uma ve loc idade inicial T0 , qua lquer , 

pela pr imeira lei de NKWTOÍÍ ele seguirá uma 

tra jectór ia rect i l ínea com velocidade cons-

tante e a t ing i rá sempre a fronteira dessa 

secção de invar iab i l idade por menor que 

seja 

Era P0 pois o equ i l íbr io obedece à condi-

ção de instabi l idade. 

2 -- Vamos agora considerar um campo 

de forças conservat ivo un id imens iona l , defi-

n ido sobre o eixo das abcissas cujo vector 

un i tár io chamaremos í . 

Se ja F o vector do campo tal que 

F = f— 4 x5 ' cos — x2 sin -í- \ . i . 

V x x / 

A função U = — x* • cos — é tal que 
x 

grad U = F, 

Trata-se duma função cont inua , un i forme, 

de der ivada l imi tada e cont ínua cnja repre-

sentação gráfica se pode estudar pelos pro-

cessos usuais do cá lcu lo . É s imétr ica em 

re lação ao eiyo dos yy e fica toda na por-

ção do p lano cartesiano l imi tado pelas curvas 

y = x4 e y = — a:4 . (Ver nota 1). 

Com x = + co tende ass imptòt icamente 

para y = x* . 

Na origem U = 0 e 
d U 

d x 
= 0 m a s n a o 

se trata de extremo local pois em qua lquer 

v iz inhança deste ponto a função toma valores 

negat ivos e positivos. Trata-se dum zero n ã o 

isolado da função e t ambém da der ivada, em 

cu ja v iz inhança U admi te al iás uma infini-

dade numeráve l de extremos locais. 

O r a no campo de furças assim definido a 

origem é uma posição de equi l íbr io estável . 

Com efeito sendo h a constante das forças 

vivas, tem lugar a re lação 

h = T +- r = — m v2 -f- x* . cos — . 
2 X 

O valor de h para as condições iniciais 

V0 e .i?g será h = •— m rjj a-J - cos — . 

•r0 

Segu indo as definições da obra citada basta 

cons iderar o valor a'D = Ü o que equivale a 

tomar h •= — m vi. 

2 
Sendo aBsim é fácil verificar que à medida 

que x aumenta vão surg indo intervalos nos 

quais V tojna valores superiores a quaisquer 

outros anter iormente tomados , (Ver nota 2). 

E , nesses mesmos intervalos, vs terá de 

tomar valores mais baixos que qua isquer 

outros anter iormente tomados . Só num ponto 

desses intervalos v2 se poderá anu lar e o 

móve l at ingiu aí o seu máx imo afastamento. 

Su je i to a uma aceleração nesse ponto diri-

g ida para a or igem, retoma o movimento em 

sua direcção (salvo, é claro, no caso excep-

cional de v se anu lar num dos xx minimi-
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zautes de U ) , atinge-a com a velocidade r 0 

e ultrapassa-a. Mas a s imetr ia da função 

leva-nos, por rac ioc ín ios aná logos , à conclu-

são de que, para este lado oposto, o afasta-

mento máx imo será o mesmo . 

Um cá lcu lo feito supondo , para simpl i f icar, 

m = 1 mostra-nos que para 

Vi 1 
3 ' (2 k + \f 

< » o < 
/ 3 

7t2 

1 

(2 Aja 

a ve loc idade se anu l a antes do ponto de 

abcissa X = — • — pois naquele ponto v 
ir *í k 

)/2 1 
anula-se pela pr imeira vez se vn = — , 

n* {2kf 

Quando k » , v0 , e nquad rado por duas 

sucessões inf in i tes imais , tende para zero e 

A = lim | x | tenderá t ambém para zero, visto 

o mesmo acontecer à sucessão de termo 

1 

tf 4 k 

A origem obedece, pois, à cond ição de 

equi l íbr io estável , segundo a obra ci tada. 

geral u k = ~ 

3 — Má Autores que não f o rmu l am assim 

a cond ição de estabi l idade. No caso mais 

geral , impõem que durante todo o mov imento 

o valor abso lu to dos parâmetros que de-

finem a posição do móve l (ponto ou sistema) 

seja inferior a um certo e (arb i t rar iamente 

pequeno) desde que os correspondentes valo-

res iniciais e q® sejam em módu l o infe-

riores respect ivamente a £j e e3 com e, e 

e3 funções do e dado . 

N o nosso exemp lo , em que a? é o único 

q; teremos de examina r as soluçOes das 

equações diferenciais do mov imen to para 

condições iniciais x 0 e r 0 pertencentes a 

certa v iz inhança da or igem. 

A par t i r do integral da energ ia 

1 a 1 
— v2 + x* • cos — — h 
2 x 

( supondo sempre, para s impl i f icar , m = 1) 

consideremos que a constante i;2 pa ra 

Xq = 0 passa a ter o va lor 

A' = + «S • c o s — (com x0=f=0). 
- « o 

Notemos que o mov imen to D ã o pode d a r 

origem a valores de x para o s qua i s 

x* • cos — > h' pois vir ia 
x 

— TA = H' - Í W* • COS — < 0 ; 
2 x 

o que equivale a d izer , sob o ponto de 

vista geométr ico , que o mov imen to n ã o 

pode dar or igem a valores de a: p a r a 

os quais a imagem geométr ica da f unç ão 

j ^ . c o s — esteja ac ima da para le la ao e ixo 
a? 

dos xx de ordenada h'. 

Suponhamos então e | ^o | < y / g -

V i r á h' = — t ? -(- cos — < — 4- — = v . 
2 o 0 «.» a 3 

Como durante todo o mov imen to é 

— v2 + x* • cos — = h', 
« a? 

uma vez p rovado que se podem tomar pontos 

arb i t rar iamente próx imos da or igem onde 

a ' f *cos — > v desde que v seja suficiente-

x 

mente pequeno, fica demons t rado que se pode 

restr ingir o mov imento a qua lquer v i z inhança 

da or igem, l im i tando convenientemente e 

| | . O r a a f u n ç ã o a;4 • cos — p a r a 
x 

1 1 / , • • v x = — > — (fc i n t e i r o ) t o m a o v a l o r 
2 w k 

( £ ) - i . Se k for tal que k * < í ^ ~ y . ~ 
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, / 1 \4 1 / 1 v 1 
será ( —• 1 . — > — ) • — = v . 

\2itJ k* \2n/ / 1 1 

U v ' v 

Po r isso, qnereodo l imi tar o mov imento a 

certa v iz inhança da origem (— s , -f- e) basta 

t omar , por inversão das relaçCies anteriores, 

k = . — + 1 — onde / [ ] tem o si-
L e J 

gnit ícado hab i tua l , e fixar v pela cond ição 

t IvkS 

O nosso exemplo obedece pois a esta outra 

definição de estabi l idade, que parece ser mais 

restr i t iva. 

4 — Para as condiçOes iniciais considera-

das, como ó h' < v e j j ; | < e será a inda 

= — x 4 • cos — < v -f- e4 . E pondo 
2 x 

v + É4 = -i- òa isto significa que durante o 

mov imen to é sempre j v | < 3 desde que 

tomemos a-0 e f 0 era v iz inhanças conve-

nientes da or igem. Quer dizer, mesmo que 

se ex i ja , na definição de estabi l idade, que 

duran te o mov imen to v se mantenha em 

módu l o próx ima da or igem, desde que e 

r 0 também o sejam, mesmo assim o exemplo 

que demos apresenta uma posição de equi-

l íbr io estável num ponto onde a função de 

forças n ã o ó máx ima . 

5 — As conclusões precedentes são imedia-

tamente general izáveis , em vista de cálculos 

aná logos , para a função de forças U = — 

— d4 . definida num espaço eucl idiano 

n 

a n dimensOes, onde d a = y , x2 

NOTA 1 — Damos a seguir o aspecto gráfico da 

5 
função V =» — U = x,* • cos — . 

i 

/ K t.'usi 

h, / » i 

NOTA 2 — Referi mo-nos no n." 2 a intervalos nos 

quais V toma valores superiores a quaisquer outros 

anteriormente tomados. Destacámos, na figura, um 

desses intervalos. Note-se em especial que os respec-

tivos extremos mais afastados da origem são os 

máximos locais da V ao sao OS pontos 
at-n) 

e os mais próximos são os >•( tais que V retoma 

neles o valor que tem no máximo local imediata-

1 
mente mais chegado à origem. Nos pontos são 

2k ti 

tangentes as curvas y « .T* e V" . cos — como 
sc 

se verifica por cálculo simples. 
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