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Variedade analitica real. Definicdo e exemplos.

por Roberto Ramalho de Azevedo

do Instituto de Fisica e Matematica da Universidade do Recife

1. Introducgso.

Lste trabalho tem por objectivo familiari-
zar o leitor com a definicio de variedade
analitica real. através da apresentacido de
alguns exemplos, tratados com certo porme-
nor. B dirigido naturalmente aqueles que
iniciam o estudo deste assunto. A idéia da
presente nota surgiu numa das exposicdes
de um Seminario, orientado pelo professor
ALFrEDO PErEIRA Gomes, s6bre Variedades
Analiticas, realizado no 1.° semestre de 1959,
no [nstituto de Fisica e Matematica da Uni-
versidade do Recife, como preparagio para
o estudo dos Grupos de Lik.

Adotaremos a definicio de variedade ana-
litica real baseada no conceito de carta, por
nos parecer mais manejavel e de compreen-
sio mais rapida que a definicio equivalente,
apoiada s6bre a nocgdo de feixe de fungdes,
preferida por alguns autores.

Consideraremos conhecidas as nog¢des fun-
damentais da Topologia Geral, bem como
as estruturas vectorial e topologica de A",
esta tultima definida pela métrica euclideana,
com a qual R" é um espago separado, com-
pleto, conexo, localmente conexo e local-
mente compacto, mas nio compacto. Tem
sentido, entao, counsiderar em K™ as nogdes
de fung¢ido real de m variaveis reais, limite,

continuidade, derivagio parcial e direccional,
diferencial, convergéncia de sucessdes e sé-
ries, fung¢io analitica, ete., cuja conceituacgio
se obtém mediante uma generaliza¢éo natu-
ral dos conceitos homo6nimos para as fun¢des
reaie de duas ou trés variaveis, por demais
conhecidos. Entretanto, por ser de especial
importincia no decorrer desta exposicio,
detalharemos o conceito de fung¢io analitica
real num ponto a de R".

DeriNigio 1. Diz-se que a fungdo real f,
definida em R®, é analitica num ponto aeR®,
se existe uma vizinhan¢ca X de a tal que,
para qualquer ponto x e X, se possa escrever
f(x) como a soma de uma série de TAYLOR a
n variaveis, isto é:

f(x)=f(a) + i -il!-d‘f(a)
fa] "

]‘ f(a)

X =(X;,Xg,+-yXn), a=(ay,89,:,8,).

onde :

d'f(a) = [5"_. (x5 — ay)

i=1

(4
de

er

Convém salientar que a analiticidade, bem
como os demais conceitos a que nos referi-
mos acima séo locais, no sentido de que sido
definidos na vizinhanga de um ponto. A im-
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portincia déstes conceitos conduz-nos & ten-
tativa de dar-lhes um sentido em espagos
topolégicos mais gerais que o R"®, mas que
se comportam localmente como o espago R".
Veremos, no que segue, qual o instrumento
adequado para &ste mistér e nos concentra-
remos especialmente na nog¢io de analitici-
dade, o que nos conduzira & defini¢io de
variedade analitica real.

2. Variedade Topolégica Real.

Consideremos um espago topolégico E (1)
e seja U um aberto de £ . Seja « um ho-
meomorfismo de U s6bre um aberto X de
R*. Chama-se carta de U e denota-se por
(«¢,U) ao par composto do homeomorfismo
a e do conjunto aberto U. Seja p um ponto
qualquer de £. Diz-se que («,p) é uma
carta do ponto p se existe uma vizinhanca
U de p tal que («,U) é uma carta de U.
O inteiro positivo » é a dimensdo da carta.

Tomemos o ponto peUC E e suponha-
mos que a(p)=ax = (x;,&g, - ,&,) € R".
Os nGmeros reais z;,xy,::-,®, se dizem
as coordenadas de p na carta («,U). Este
é um primeiro exemplo de uma nogio do
espaco fi* que se «transporta» para o espaco
topolégico E por meio do conceito de carta.
Se p 6 um ponto genérico de U, éle serd
fun¢io de suas coordenadas, no sentido de
que a cada ponto p corresponde um con-
junto ordenado de = nameros reais, e recl-
procamente. Esta correspondéncia define o
que se chama um sistema de coordenadas do
aberto U/ na carta («,U). E claro que a
cada carta de U corresponde um sistema de
coordenadas em U, e reclprocamente.

Diz-se que um espago topolégico E é
localmente euclideano em p se existe uma
carta de p.

(1) No sentido de Bousrsak:, «Topologie Genérale,
Chap. l».

Estamos agora em condi¢des de definir
uma variedade topologica real, primeiro esta-
gio a considerar na definicio de uma varie-
dade analitica real.

Devivigio 2. Uma variedade topolégica
real T ¢ um espago topolégico separado e
conexo, localmente euclideano em cada um de
seus pontos.

Cada ponto de 7" possui uma carta, isto
é, cada ponto de 7' possui uma vizinhanca
homeomorfa a um aberto de R". Estas vizi-
nhangas cobrem o espago topol6gico consi-
derado; diz-se entio que a familia das cartas
sobre 7' cobre 7. Uma familia de cartas
que cobre um espacgo topolégico chama-se
um atlas déste espago. Temos pois a:

DeriNigio 2'. Uma variedade topoldgica
real T é um espago topoldgico separado e
conexo munido de um atlas.

Prova-se que todas as cartas de um mesmo
ponto p de uma variedade topolégica real
tém a mesma dimensio(2) Este nimero se
chama a dimensdo da variedade em p.

Como 7' é um espago topologico conexo,
a dimensio da variedade é a mesma em
todos os seus pontos. Com efeito, sejam U,
i=1,2,...,m subconjuntos de 7’ tais que
cada U; seja constituido por todos os pontos
nos quais a variedade tenha dimensio 7.
Ora @&stes conjuntos sdo abertos, pois se
pelU;, entio existe uma vizinhanca de p
contida em U;, pela definigio de carta de
um ponto de uma variedade. Mas, sendo 7’
conexo, nio pode ser a reuniio de abertos
disjuntos ndo vazios. Logo, ha apenas um
dos conjuntos U; que é ndo vazio, o que
demonstra nossa assercio.

Diz-se que &ste nimero comum a todos os
pontos da variedade 7" é a dimensdo de T.

(?) Ver Lerscnerz, S., «Introduction to Topologys,
Princeton, pg. 124,
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Um exemplo simples de variedade topolé-
gica real de dimensdo 2 é o conjunto Sy dos
pontos de uma superficie esférica munido da
topologia induzida pela de /3, que lhe con-
fere uwa estrutura de espacgo topolégico
separado e conexo. Além disso, Sy 6 local-
mente euclideano em cada um de seus pon-
tos; esta afirmacgéo sera comprovada adiante
quando explicitarmos o atlas. Entretanto
pode ver-se intuitivamente desde ja que Sy
é uma variedade topologica real. Com efeito,
ge retirarmos de Sy um semi-meridiano qual-
quer (incluindo os pontos extremos), pode
deformar-se de uma maneira bicontinua e
biunfvoca (sem rupturas nem superposigdes)
a parte restante de S, (que é um conjunto
aberto na topologia indicada acima) de modo
a obter um aberto do plano K2; analoga-
mente, se retirarmos de S; um semi-circulo
equatorial (incluindo os pontos extremos) que
nio intercepte o semi-meridiano retirado
antes, pode efectuar-se também uma defor-
macgio homeomortica da parte restante de
Sy num aberto de R2.

Impossivel é transformar «globalmente»
toda a superficie esférica num aberto de £2
sem efetuar rupturas ou superposi¢cdes. Basta
meditar na impossibilidade de construir uma
carta geografica plana de toda a superficie
da Terra.

Exige-se nas defini¢des 2 e 2' que o espago
topol6gico subjacente a uma variedade topo-
légica reul seja separado afim de evitar cer-
tos casos patologicos (3).

(3) Veja-se, por exemplo, o caso da aramificagfo
simples», em Rees, G., «Estruturas folheadas», Notas
de Matemadtica, n.° 12, Rio de Janeiro, pg. 3.

Chama-se ramificagio simples ao espago quociente
EyUE

, onde E e E' sfio dois exemplares de R

e p & a relagio de equivaléncia que identifica os pon-
tos dos abertos U=}lxe E; s<0} e U = |z'e E';
x' <0}, Os pontos de abcissa nula néo sdo separados
(figura ao lado).

As variedades topoldgicas reais nido separadas

No exemplo da superficie esférica de ha
pouco, os pontos que nio pertencem a ne-
nhum dos dois semi-circulos maximos retira-
dos de cada vez tém, em cada uma das
cartas consideradas, coordenadas distintas.
Vejamos como se relacionam estas coorde-
nadas ou, em outras palavras, estudemos o
problema da transformacio de coordenadas
em uma variedade topolégica.

Consideremos, pois, as cartas («,U) e
(6,V) das vizinhancas U e V' de um ponto
fixo p da variedade topolégica real T e
geja ¢ um ponto genérico de W=UNV.
As restricdes («,W) e (f,W) das cartas
acima definem, cada uma, um sistema de
coordenadas para os pontos ¢ de W.

Ponhamos :

a(q) =a = (xy,xg, - ,Ta)
B@=y=@1+Y2s 1Y)

onde zeXC R* e yeY C R". Esta situa-
¢do vem descrita na figura 1.

Seja ®: X —+Y uma aplicagio diferenciavel
tal que: y=®(x)=® (xy,x9,--+,x,) © cOND-
sideremos as aplicagdes componentes de P,
que sio fungdes reais diferenciaveis de =
variaveis reais :

(1) Yyi=Qi(xy, @9, 0 y@y) t=1,2,..-,m

: : d Y :
Se o jacobiano ( ¥ for diferente de
\ d.rj
zéro em todos os pontos xe X, entdo o sis-

tém, entretanto, grande importincia no estudo das
estruturas folheadas.

ol
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tema (1) acima é inversivel e podemos
escrever:

Fig.1

?::1,2,---,73

(@) @i="Yi(y1,92,*9n)
ou ainda que:
=Y (y)

onde ¥:Y—+X 6 uma aplicagio diferencia-
vel (4).

Dessa maneira, ® e ¥ sio homeomorfis-
mos diferenciaveis inversos um do outro e
temos :

a=%off e f=Pox
ou:

P=foal e Y=aoff-1.

Transportando para a variedade topolégica
T 6&stes resultados, diremos que os sistemas
de equagdes (1) e (2) sdo as férmulas de
transformag¢io de coordenadas na variedade,
correspondentes as cartas («,W) e (B, W).

3. Variedade Analitica Real.

Seja peT e seja U uma vizinhanca de
p em 7 na qual estio definidos os homeo-

(4) Ver Buck, C., «Advanced Calculus», Mc. Graw
Hill, pg. 216.

morfismos « e 8 de 7 em R*. Diremos
que as cartas («, U) e (B, U) sdo analiti-
camente relacionadas no ponto pe U se as
fungdes reais ®; e ¥; das equacgdes (1) e (2)
acima sio fung¢des analiticas respectivamente
em x=uax(p) e y=Ff(p).

Quando as duas cartas sfo analfticamente
relacionadas em todos os pontos em que
ambas sio definidas, dizem-se analiticamente
relacionadas. Por abuso de linguagem, diz-se
ainda que duas cartas sfio analiticamente
relacionadas se nio existe nenhum ponto de
T em que sejam ambas definidas.

Usaremos a notagio (« & £), para indicar
que as cartas («,U) e (§,U) sio analitica-
mente relacionadas em p. Verifica-se sem
dificuldade que & é uma relacio de equiva-
léncia,

Chama-se familia analitica de cartas aquela
em que duas cartas quaisquer sio analitica-
mente relacionadas. Um atlas analitico sGbre
T é uma familia analitica de cartas que
cobre 7'. Diz-se que um atlas analitico s6bre
T é maximal se qualquer carta s6bre 7' que
6 analiticamente relacionada a uma carta
qualquer do atlas pertence ao atlas.

Derixigio 3. Uma wvariedade analitica
real é uma variedade topolégica real cujo
atlas é analitico e maximal.

A dimensdo da variedade analitica é a
mesma que a da variedade topoldgica subja-
cente (5).

Se em vez de R", tivéssemos escolhido
C*, teriamos definido as variedades analf-
ticas complexas. Outrossim, poderfamos ter
definido as variedades p-vézes ou indefinida-
mente diferenciaveis substituindo, em tudo
que foi dito, a palavra analitico por qualquer

(5) Para as variedades analiticas reais, a demons-
tragdo de que todas as cartas de um mesmo ponto da
variedade tém a mesma dimensio se faz directamente;
ver por exemplo Conx, P., «Lie Groups», Cambridge,
pg. 12.
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uma dessas. Convém observar que todos os
exemplos que daremos a seguir de variedades
analiticas serio, em particular, exemplos de
variedades diferenciaveis (indefinidamente)
pois uma fungio analitica é, a fortiori, inde-
finidamente diferenciavel.

Dada uma variedade topolégica, é muito
dificil e por vézes impossivel exibir nm atlas
variedade. Afim de
remover &ste obsticulo, demonstraremos a
seguir um Teorema e seu Corolario que per-
mitirio estabulecor uma correspondéncia biu-
nivoca entre atlas analiticos e variedades ana-
liticas, de modo que, dada uma variedade ana-
litica, se possa falar no atlas desta variedade.

maximal sébre esta

Teorema. Seja T uma variedade topolé-
gica real mumda de um atlas analitico A .
Entdo existe um tnico atlas analitico maximal
que contém A .

Seja A' o conjunto de todas as cartas
sobre 7' analiticamente relacionadas a cada
carta de A. Mostraremos que A' é o atlas
procurado.

a) A' é um atlas analitico. Em primeiro
lugar, é evidente que A'D> 4, de modo que
A' cobre T'. Sejam (ay,U) e (xg,V) duas
cartas quaisquer de A' eseja W=0UNV.
Se W é vazio, as cartas sio analiticamente
relacionadas por definicio. Caso contrario,
seja peW. Como W 6 aberto, é uma vizi-
nhanga de p e, como 4 cobre 7 ha uma
carta (5,W) de p que pertence a A. Da
definicio de A' segue-se que (o R53), e
(g R(), , donde (z; £=2g), por ser £ uma
relagio de equivaléncia. De modo que as
cartas (o, U) e (a9, V) sio analiticamente
relacionadas num ponto qualquer p de W.
Logo, o atlas A' é analitico.

b) A' é maximal. Seja (p, U) uma carta
que é analiticamente relacionada a cada carta
de A'. Como A'D A, (p.U) é analitica-
mente relacionada a cada carta de A e por-
tanto pertence a A'.

¢) A' é uinico. Seja A" outro atlas ana-
litico maximal contendo 4. Entdotoda carta
de A" seria analiticamente relacionada a
cada carta de A e pertenceria portanto a
A'. Donde A"c A'. Do mesmo modo se
verificaria que A'C 4", logo A'=A4" e a
unicidade esta provada.

Corouirio. Sejam A; e Ay dois atlas
analiticos sobre a wvariedade | analitica M.
Entao ha um atlas analitico maximal contendo
Ay e Ay, seesése, para cada ponto peM,
ki uwma carta de A, que é analiticamente
relacionada em p a uma carta de A,.

A condigdo é necessaria: com efeito, se
existe o atlas A' nas condi¢des do corolério,
entdo cada carta de A' sera analiticamente
relacionada a todas as cartas de A4; e de
Ag, de modo que as cartas de A4; e de A,
serio analiticamente relacionadas.

A condi¢io é suficiente: se para cada
ponto pe M, ha uma carta de A; que é
anuliticamente relacionada a uma carta de
Ay, entio por ser K uma relagio de equi-
valéncia, toda carta de A; é analiticamente
relacionada a todas as cartas de A, e por-
tanto o atlas A", constitnido por todas as
cartas de A; e por todas as cartas de A4, é
analitico. Logo, pelo teorema anterior, existe
um atlas analitico maximal dnico A’
tendo A", isto é, contendo 4; e Ay e o0
corolario esta demonstrado.

Tendo em mente éstes resultados, podemos
formular a seguinte

con-

Dermxigio 3. Uma variedade analitica
real é wma variedade topoldgica real munida
de um atlas analitico.

4. Exemplos de Variedades Analiticas
Reais.

I) O espaco BE"™ ou qualquer um de seus
subconjuntos abertos, evidentemente.
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II) Um ponto ou um espaco discreto sio
variedades analiticas reais de dimensao zéro.

IIT) As cuorvas regulares no plano sio
variedades analiticas reais de dimensio 1.
Estodemos em particular o caso da elipse de

2 2
Ll
a2 2
induzida pela topologia ordinaria do plano.
Ha um atlas, a saber, a familia das cartas
abaixo:

P S T P
(pr-. A BA), (prs, A B ),
(pry, BAB), (pry, BA'B),

equacio , com a topologia

P{X,Y)

Fig. 2

onde pr, e pr, representam as projeccdes
ortogonais sébre os eixos OX e OY res-
pectivamente; os arcos indicados da elipse
8do considerados sem os extremos, de modo
que sdo conjuntos abertos na topologia
escolhida. Nestas condi¢des pr, e pr, sio
homeomorfismos de abertos da elipse sébre
abertos de R.

Vejamos que @éste atlas é analitico; para
isso, verifiquemos apenas que a 1. e a 3.2
cartas sio analiticamente relacionadas, pois
para as outras o procedimento sera analogo.
Fixemos idéias s6bre o ponto P da figura 2.
Como pro,P=P; e pr, P= Py, o ponto
P tera por coordenadas x na carta

e T
(prz»A'BA) e y nacarta (pr,, BAB').

T o
Na vizinhanca 4 B do ponto P, a equagio
da elipse nos fornece as relagdes :

ymi\/ag—mg, O<ae<a
a

:r=—:—‘ J02 — 2, O0<y<b,

que sdo fungdes analiticas de seus argumen-
—
tos em AB.

IV) As curvas e superficies regulares do
espago ordinario sio variedades analiticas
reais, de dimensdes 1 e 2 respectivamente.
Tomemos a superficie cilindrica de revolucio
de raio unitario da figura 3, cujas equagdes
paramétricas sdo :

&€ = CcOBw
Qzcw<2r
y =senw  com .
e —oco<{ z2<+oco,
J
ORSE -,
-~ I ~

- B e
- i~
- N

Fig. 3

E evidente que a superficie cilindrica ndo
se pode aplicar toda inteira sobre o plano



GAZETA DE MATEMATICaAa

sem sofrer rupturas ou superposicdes. Entre-
tanto isto pode ser obtido localmente, da
maneira que indicaremos a seguir.

Partiremos uma geratriz da superficie
cilindrica, aquela que passa pelo ponto A.
Entio o restante da superficie, que é um
conjunto aberto na topologia induzida s6bre
ela pela topologia ordinaria do espago RS
pode ser transformado homeomorficamente
s6bre um aberto do plano (w,z), w medido
em radianos, como indica a figura 4. Nesta
primeira carta, as coordenadas do ponto P,
indicado na figura 3, seriam:

Fig. 4

Obteriamos uma segunda carta, retirando
da superficie cilindrica uma outra geratriz,
por exemplo, a geratriz oposta aquela que
passa pelo ponto A; o restante da superfi-
cie seria transformado pelo homeomorfismo
definido por:

Wg =W —T e 29 = 2

num aberto do plano (w,z), indicado na
figura b.

Estas duas cartas constituem um atlas pois
eobrem a superficie cilindrica e sdo além disso
analiticamente relacionadas, pois wy=wy—=
@ zg=z; sio fuangdes analiticas, assim como
suas inversas w; = wWs + T © 2z = Z3.

V) Seja Zg o conjonto de todos os pon-
tos do plano cujas coordenadas sio nimeros

inteiros e consideremos o conjunto quociente
72 = K2/ Z2, obtido de B2 poridentificagio
de todos os pontos do plano cujas coordena-

-1 . >

1
1
i
1
]
I
1
I
1
+
]
I
i
|
I
|
I
I
]
1

=
()

Fig. 5

das diferem por ntmeros inteiros. Na figura
6, todos os pontos marcados com um x se
identificam ao ponto P do interior do qua-
drado de lado unitario OABC; o ponto P
sera escolhido como elemento representativo
da classe de equivaléncia a que pertence.
Por outro lado, escolheremos como elemen-
tos representativos das classes de equivalén-
cia dos pontos cujas abeissas sio ndmeros
inteiros aquéles situados s6bre o lado 04
e dos pontos de ordenadas inteiras aquéles
situados s6bre o lado OC. Désse modo o
conjunto dos pontos do plano definido por
O£Lx<1e 0ZLy< 1 contém os elementos

Xyl x
x X X x
a 8
X x Py x x x
o c ¢
X X x X X
X x X

Fig 6






