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20y = (y —5)* — 1 0 0 - 0 
20 7 = y* - 10 y + 25 - 100 - 0 
y^ 4- 1 0 y _ 75 = 0 y = — 15 y - 5 

Rejeitada o solução y — — 15, vem ü3 = 100 x •= + 1 0 . 
Os pontos da intersecção são (10,5) e 10,5) . 

5 3 1 6 — Dada a equação 

(x + 2}í 4- yl - 32 

ache pelas derivadas a equação das tangentes à curva 
e, estabelecendo a condição de elas fazerem 45° com 
o eixo dos x x , encontre os pontos de tangêueia. 

O que entende por derivada de uma função? 

Eí : Noto: a determinação de tangentes pelas deri-
vadas está fora do programa do curso complementar 
dos I.iceus. Embora se pense que assim não deres se sert 

não podemos deixar de fazer notar que ê muito fre-
quente aparecerem questões como esta nos exames de 
aptidão, tanto escritos como orais, o que não nos parece 
iusto. 

y*— 32 - (x + 2)* 
— (x 4- 2) 

Num ponto ( x , y ) da curva, a tangente tem por 
equação Y — y = m ( X — x ) , em que m é o valor da 
derivada da função y (x) no ponto x . 

Se as tangentes fazem com o eixo dos x x ângulos de 
45", será m = 1 . 

- (x + 2) 
• • • = 1 . Como a equação da curva e 

y 32 - (x + 2)3 
y1 •= 3 2 — (x 4- 3 a s s o c i a n d o esta equação à relação 

- (x + 2} 
— . -- 1 , obtem-se : 
t /32 — (x 4- 2)2 

(» + 2)' _ j 

32 — (x 4- 2)J r y 1 - (x + 2)2 
yS= = 3 2 - ( x 4 - 2 ) * { yS - 32 - (x + 2)3 | y - ± 4 

As tangentes que fazem com ox ângulos de 45" to-
cam a circunferência nos pontos ( — G, 4) e ( — 6, —4). 

Derivada de uma função f ( x ) num ponto xo é o 
limite, se existe, da razão incremental, de f (x) em XQ 
quando x tende para x 0 . 

x - — 6 
x = 2 

V 32 - (x + 2)* 
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Prova escrita 

5317— Faça uma «exposição» subordinada ao tema: 

Números complexos a duas unidades 

OHS: — O trabalho admite a orientação e a exten-
são que entender dever dar-lhe, mas, de preferência, 
considere as rubricas seguintes: 

I 

1. Os números complexos: — definição; relação de 
igualdade. 

2. As operações de adição e multiplicação: — defi-
nição e propriedades formais; existência de operações 
inversas daquelas. 

3. Propriedades fundamentais do conjunto dos nú-
meros complexos. 

D A G O G I C O S 

ii 

4. A operação de potenciação (expoente inteiro e 
expoente fracionário). 

5 A operação de radiciação; análise circunstan-
ciada da operação e possível estudo comparativo com 
a mesma operação, quando definida no conjunto dos 
números reais. 

Prova prática 

1. G E O M E T R I A 

5318 — Num triângulo ABC, de centro de gra-
vidade ff, as medidas a , b c c dos lados verifi-
cam a relação 

2 a* = + o ' . 

l i* ) Prove que são tangentes ao lado BC as 
duas circunferências que passam, respectivamente, 
pelos pontos A , B e ff (uma delas) e pelos pontos 
A , C e G (a outra). 

2.") Prove que as medidas ma , m t e mc das me-
dianas, saídas, respectivamente, dos vértices A, B 
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e C são, tarabém respectivamente, proporcionais a 
a , c e b . 

R : Sejam: A B C o triângulo considerado; A M 
e EM 1 duas das suas medianas e G o centro de gra-
vidade. 

1.°) A circunferência definida pelos pontos A , B , G 
é tangente » B C IÍ for 

1) B M ! - M G X M~Ã 
Ora, pondo 

B C - a ; Ã B — c ; A C = b ; Ã M - m, 
tem-se: 

a ! 
a) b1 + c* = 2 mj + — 

b ! + c ! =• 2 i ! (cond. do enunciado) 

& 3 aí 
2 a ' - 2 m» + — ; roj — ; 

2 4 

a i / ã 
2) 

Então, vem 
- 1 1 

M ü x J l A — — m. x m, = — m! 
3 2 

1 3a* a^ 
' í x T " 4 

e, por outro lado, 
_ _ / Í T C X 2 / a \ * ai 

b) B « . - T . 

Conclusão: verifica-se a relação 1 ) , o que garante o 
tangencia da circunferência considerada com BC. 

Obs,: fazendo considerações análogas, conclui-se que 
a circunferência definida pelos pontos A , C e G é 
também tangente «BC. 

2.°) Da relação 2) resulta 

ra, l/Tl 

Por outro lado, como 

2 a1 + 2 b ! 4 raj + c2 

2 a } — c ! -f- 2 b ! 4 raj 

e, atendendo a b ! + t ! = 2 a®, resulta 

AnàJogamente, encontra-se 

T = ~ T ~ ' 
Em conclusão: 

m* _ m" _ m« _ 
~ã~ ~ ~c~ ~ b ~ 2 ' 

H. TRIGONOMETRIA 

5319 — Num triângulo A B C , rectângulo em C , 
sabe-se que a altura relativa à hipotenusa divide-a 
em dois segmentos cuja diferença é igual à altura. 

Calcule as medidas dos ângulos A e l i do triângulo. 

R : Sejam: A B C o triângulo no qual (por hipó-
tese) 4 med C = 90» ; C H a altura relativa à hipo-
tenusa (C H = h ) ; m e n , respectivamente, as medi-
das das projecções dos catetos I? C e A C sobre a hipo-
tenusa. 

e 
Como m — n — h 0 , será A C ^ B C e, por 

isso, A <£ B . Para fixar ideias, tupouhamos 
entío A >• B . Tem-se: 

m =• h cotg B 
n = b cotg A h tg B 

m — n — h (cotg B — tg B) 
b = b (cotg B — tg B) 

cotg B - tg B = 1 

e desta relação tira-se 

tg 2 B — 2 
o que dá a solução conveniente 

2 B = 63» 26' 6" (aprox.) 
B - 31° 43' 3" 

A - 90° - B — 58° 16' 57" 
SOLUÇÕES D» A . A* L O P W 


