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Um vector X = ( * * " " i x £ ) se 
\xx 4- 1*2 — °-3 / 

transforma pela lei : X' = Q X Q" 1 ; chama-
remos de spinor uma matriz coluna do tipo 

5 = oude u e v são números comple-

xos, e que, numa rotação se transforma pela 

lei: J' = Q Í 

É possível estabelecer uma correspondência 
entre um triedro ortogonal e um spinor (n ) ( 1 2 ) . 

Restam agora 2 problemas : 

1) Dada a representação (a^) da rotação, 
determinar Q , isto é, em termos geométri-
cos, determinar o eixo e o ângulo de rotação. 

2) Dada a matriz Q determinar a matriz 
(a í it) , isto é, dado o eixo e o angulo de rota-
ção determinar {«;&). 

Estes 2 problemas, com a respectiva dis-
cussão sobre os sinais, serão examinados no 
próximo artigo II, em que trataremos tam-
bém o problema das reflexOes e simetrias. 

INSTITUTO DE FÍSICA TKÚBLICÁ 
SÃO PAULO, S, F. — HBASIL 

(li) Veja C A B T A H — loc. cit . 
(1-) O conceito de spinor é da maior importância 

prática em física teórica, pois as partículas com spin 
1/2, isto A com o momento angular intrínseco, são 
usualmente descritas por funções de onda do tipo 

(1 = _ / u | o n ( j e [ ) se transforma 
V« (»?«)/ \vj \vj 

como ura spinor. 

Problemas fundamentais da teoria 
da aproximação funciona/ 

por Luís G. M. de Albuquerque 

{Conclusão} 

11, Observações e exemplos-

O teorema da existSncia da melhor aproxi-
mação x0 de yeE numa variedade linear 
F c E, demonstrado para o caso de ser E 
um espaço vectorial normado {§ 7), não é 
construtivo nem foi possível até hoje estabe-
lecer um método geral para a determinação 
de x0 em tais espaços. 

TATARKIEWICZ e SISGER, O primeiro estu-
dando as propriedades do conjunto dos ele-
mentos a?0 (para qualquer ye E) e o segando 
passando ao espaço E* das funcionais linea-
res definidas em E , procuraram recente-
mente resolver este problema em espaços de 
BÀJÍACH quaisquer. Se é certo qtie os resul-
tados atingidos pelo segundo dão, como casos 
particulares, alguns teoremas já encontrados 

para certos espaços conhecidos, ó também 
verdade que o alcance das conclusões obti-
das é limitado enquanto se não entra na con-
cretização de E . 

O leitor interessado poderá informar-se 
sobre a situação actual do problema nos 
trabalhos citados na bibliografia sob os núme-
ros [1], [6] e [7]. 

Fassaremos agora a enumerar como exem-
plos alguns dos casos mais importantes da 
teoria da aproximação funcional, com o que 
se encerrará esta exposição. 

I . APROXIMAÇÃO POR POLINÓMIOS TRIGONO-

MÉTRICOS. No espaço de HILÜERT completo 
— i r , ir] (ver §5, exemplo VI ) , tome-se a 

variedade linear V gerada pelos vectores 

ar* = sin k t {k = 1 , 2 , • • • m). 
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Atendendo à expressão (5.7) do produto 
escalar, tem-se : 

. . . . f 0 se k 
sin k t • smj t dt= \ 

[ n e e k = j 

Consideremos a função y(t) e LP [—« , jr]— V. 

As equações do sistema 

tR 
, = 0 (k = 1, • • • m), 

que determina as componentes a? da melhor 
aproximação y0(t) de y{t) em V, simplifi-
cam-se neste caso, tomando a forma: 

(y i Zk) = * • a ° • 

Assim, é : 

1 f 
cck = — í y ( r ) • sin k t • d t 

* Xir 
e, portanto : 

>( í ) = — / y{t) • Binkt dt, 
TI l — , ./- 7T 

3/01 

Se no mesmo espaço L2\_—ir,«] tomar-
mos o sistema de vectores 

1 , cosx , sina;, • , cos MIx, sin ma; 

ô o ortogonalizarmos, obtemos: 

1 cosa? sina? cosííia; sinma; 
V^TC ' / i t ' Vit /• ir V i 

Seja V a variedade linear gerada por este 
sistema de vectores, e de novo se considere 
uma função y ( í ) e L2 [— it, u] — V . A me-
lhor aproximação de ^ ( í ) em V tem as 
componentes (ver §8 ) : 

onde é (k = 1,2 m): 

1 cos kx sin k x 

isto é : 

1 • 1 f t* n l i " 1 1 

4 = - t = í t ( t ) d t ; 4 * = : y ( t ) c o s k t d t 
\ZlzJ-n V * « / - * 

X' (** 
- S = / Sf(í)sin/cidt, 
V 2 7T 

que são os primeiros coeficientes de FOURIER 

relativos à função y ( í ) . Assim, a melhor 
aproximação yo(t) de y(t) em V ó dada 
por: 

yoC<)»7= f* »(*)**+ 
v 2 TT 

1 * / rtc 
+ --= 2 ( cos k t / y ( i )cos£í (2 í + 

- ( - s i n t í J' y(t)amktdtj. 

Chamando, como é habitual, polinómio tri-
gonométrico de ordem m a qualquer dos ele-
mentos da variedade linear V , podemos 
dizer que; a melhor aproximação de qualquer 
y (t) e L a [— it, ft] dada por um polinómio tri' 
gonométríco de ordem m é construída com ot 
coeficientes de FOURIER respeitantes àquela 
função. 

I I . O TEOREMA DE H A A R . Seja C o espaço 
das funç&es contínuas definidas sobre o con-
junto limitado e fechado D (Ver exemplo II, 
§§3 e 4); e 

Xi(t)6 C (i = 1 , 2 , -.. , m) 

m funções linearmente independentes de C , 
gerando a variedade linear V. Como C é 
um espaço linear normado, considerando a 
função y ( í ) = O — V existe (Teorema de exis-
tência, §7) em V ao meãos um elemento 

A 

» C O -

à mínima distância de y (<) 

supjy ( í ) — y, ( í )| = 
teD 

• 
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= inf snp y (í) — V <xk • Xk(t) 

O teorema de KAAR dá as condições em 
que a melhor aproximação ó única, e emm-
cia-se deste modo: 

TEOREMA. A melhor aproximação de y (t) 
em V é única, quando cada elemento da varie-
dade linear V não tem em D mais do que 
m — 1 raízes distintas {'). 

O teorema aplica-se, em particular, quando 
se considera o caso da variedade linear de 
C constituída pelas funções linearmente 
independentes 1, t , í a , • - • í"1-1. É usado com 
êxito no problema da solução aproximada 
de um sistema incompatível de um número 
infinito de equações lineares (3). 

I I I . O PROBLEMA DF, TCHEBICHEV. Consi-
deremos o intervalo [a ,6] e os polinómios 

A (jr) = a0 a?™1-^- + - • • + (a0 =f= 0) 

B («) — b0 x<-> H 1- bn_v, 

não tendo o primeiro zeros naquele intervalo. 
Com 9 (a:) e C[a, é ] , considere-se o conjunto 
& das funções 

fí (as) = ç (sr) B{x) 

A{ x) 

Dada qualquer função f{x)eC[a,b] o pro-
blema de TCHEBICHEV consiste em saber se 
existe (e no caso afirmativo, construí-la) uma 
função i?0(a:)e<# tal que: 

max )/ ( » ) -J? 0 (ar ) I -
x e [a, fi] 

«= min max |/(a?) — R (ÍC) | = S (/, 

( ' ) H A A B demonstrou este teorema em «Die Min-
kowski Geometrie und die Amiahrung an stetige 
Funktion», in Math. Ann., 7 8 ( 1 9 1 8 ) . Ver A C H I E S » R 

Vorlesungen über Appr., ed. eit., pag. 6? e »s. 
( J ) A C H I E S K R , op. eit. 

TCHEBICHEV provou que(*): 

a) existe sempre uma função J?0 (x) e Sl 
nas condições exigidas ; 

b) aceites como indistintas as fracções ^ í ^ 
A(x) 

com a mesma expressão mais simples, f) 
ó única e caracterizada pela seguinte proprie-
dade: a sucessão de pontos de [a , b] onde a 
diferença f (x) — Ií0 (a:) toma o valor 3 ( f , R) 
com sinais alternados não pode ser excedido 
pelo número m-fn-f 2 — d, com d = mín. (fi,v). 

No caso particular de ^(3;) = ! , cai-se na 
determinação da melhor aproximação de fun-
ções continuas por polinómios de determinado 
grau (em dado intervalo [a, ò}). 

Seja f(x) 6 C[a , b] e designemos por 7R„ O 
conjunto dos polinómios de grau n e coefi-
cientes reais : 

P(x) = a0xn + a,»-! + h a^-, 

pode ser a0 = 0 , e portanto 

C Wj a d it„ d ••• ; 

sendo 

(11.1) 0 < A„ =« inf max ! / ( * )— P ( * )| 

tem-se 
A 0 > A ! > - > A „ > 

e um teorema de WEIERSTRASS (a) estabelece 
que: 

lim A„ = 0 ; 
n 

e assim, fixado e >• 0, ó sempre possível 
escolher um número «o( s ) 6 u m polinómio 
de grau n > « 0 ( e ) de tal modo que 

max |/(« )— P0 (»)] < • 

O ponto de vista de TCHEBICHEV era, porém, 

( ! ) A C H I K B K R , OP . cit., c a p . 2 .®. 

( J ) N A T A X S O N , Theorie der Funktionen einer reellen 

Veränderlichen, Berlin, 1954, päg. 107 e ss. 
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diferente: interessava lhe estudar iam cada 
n, a existência de um polinómio .Pofícjeíi,, 
tal que 

(11.2) A„ = max !/ (* ) - P0 (aj) | 
x e (a, 

com An dado por (11.1). 
Chamando sucessão alternante de TCHEBI-

OHEV em [a, 6] e relativa a um polinómio 
P(a5)e7Tn qualquer sucessão (finita) 
(11.3) xx <x2< •••<xn+l 

onde a diferença — f { x ) toma o valor 
comum A„ com sinais alternados, pode-se 
provar que : 

1.°) Em cada 7t„ existe um e um só poli-
nómio que verifica ( 1 1 . 2 ) e 

2.°) Sendo 

Aü = max 1 f (x) — Q(x)| 
ie[iL,b] 

para Q(x) G f 86 relativamente a este poli-
nómio existe uma sucessão alternante (11. 3) 
com n + 2 pontos e tal que 
| f (xt) - Q(x,)! = AQ (i = 1, 2 , -. • , n + 2) 
então é &q — Au e Q (x) é o polinómio de 
melhor aproximação : Q (x) = P0 (a?) (*) , 

Este resultado, se ainda não aponta um 
método de rotina para a determinação de 
P0(ar), pode orientar o caminho que leva a 
construir aquele polinómio. Vamos concreti-
zar esta afirmação procurando o polinómio 
de 1." grau que ó melhor aproximação da 
função f(x) e C\a , b] , supondo esta duas 
vezos derivável e com sinal constante (por 
exemplo: / " ( « ) > 0) em [a , . 

Seja P{x) = Ax + B , com os coeficien-
tes A e B a determinar, o polinómio de 
melhor aproximação, e ^1<ar s<a , 3 a suces-
são alternante a respeito de P ( x ) , tendo-3e 
certamente x2e (a ,b), Como a diferença 
f (a?) — P(x) é máxima ou mínima nos pon-

tos da sucessão alternante e x3 é um ponto 
interior de [a , i ] , tem-se: 

f ( x 2 ) - P - ( x 2 ) ~ 0 

donde resulta 

(11.4) A=f'(x2) 

Como f"(x)>0 em [ a , è ] , é f (x) monó-
tona crescente nesse intervalo, e só uma vez 
pode nele atingir o valor A ; e como se 
existisse algum outro extremante x0 de 
f(x) — P (x) interior ao intervalo, ele impo-
ria, como x2 , f'' (a?0) = A , segue-se que os 
outros pontos da sucessão alternante são a 
e b, isto é 

xx = a < x2 < xz = b . 

Sendo f" (a:) > 0 em [a , A], o extremo atin-
gido em x2 6 com certeza um mínimo ; 
f(x) — P(x) tem portanto máximos em a e 
b, e fica 

f ( a ) - A a - B = f ( b ) - A b - B ~ 

e portanto 
B f(a)+f(*a) 

b — a 2 
f (b)-f(u) a + x2 

b — a 2 

e sendo x2e[a,b] determinado pelo teorema 
de LAGRANGE, pois (11.4) e a primeira des-
tas últimas igualdades mostram que 

f(*2) = 
f(b) -/(a) 

b — a 

( * ) N A T A N S O H , KomtruJctíve Funktionentheorie, Ber-
lim, 1955, Cap. 2.". 

(como exemplo o leitor pode aplicar estas 
indicaçOes ao caso de ser f ( x ) = Vx, em 

[0,1]; o polinómio obtido será . 

I V . PROJÍLEMA PROPOSTO. AS funçBes esfé-
ricas principais de ordem l , Y" (0 , 9) 
(m , definidas sobre a esfera 
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de centro na origem e raio unitário (e cujo 
quadrado do valor absoluto é integrável), 
são dadas por 

V 2 TT 

onde /'T(0) estão relacionadas com os poli-
nómios e as funções associadas de LEGENDRE. 

As funções J7"(0,®) são base (orto-normada) 
de nma variedade linear V do espaço E das 
funções de quadrado integrável definidas 
naquela superfície esférica, onde foi introdu-
zido um produto escalar por ( f , g e E ) 

( f t í ' ) - r* r*/CB.?)-ffC3.T) ainQáeá? 
JQ JQ 

Construir a melhor aproximação dô feE 
em Vi*). 

( # ) Sugere-se a leitura de I. M. G E L P A N O e Z. Ya. 
SAPIRO, «Representations of the group of rotations 
ÍD three-dimensional space and their applications», 
Amer, Math. Soc. Translations, Vol. 2 (1956), pag. 207 
« S3., principalmente § 3. 
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M O V I M E N T O M A T E M A T I C O 

3.a ASSEMBLEIA GERAL DA UNIÃO MATEMÁTICA INTERNACIONAL 
CONGRESSO INTERNACIONAL DE MATEMÁTICOS 1958 

De 1 a 13 de Agosto de 1958 teve lugar na cidade 
escocesa de St. Andrews a 3.* Assembleia Geral da 
União Matemática Internacional. Entre os numerosos 
assuntos discutidos, tratou-se dos planos de futuras 
actividades (tais como intercâmbio de matemáticos, 
publicações científicas, ensino matemático, congressos 
e simpósios, ete ), da revisão dos estatutos e da eleição 
do novo Comité Executivo, que ficou assim constituído: 
Presidente, R . N B V Ü J L I N M A ; Vice-Presidentes, P. 
A L E X A N O B O F F e M. M O R S H ; Secretário, B . E C K W A N S ; 

outros membros: K. CHAMDBAEKKKABAN, C CHOUUET, K. 
K N E S E R , J. F. K O K S M A e C , K U R A T O W S K I . Foi delegado 
português a esta Assembleia n signatário. 

Seguidamente, de 13 a 21 de Agosto, efectuou-se 
em Edimburgo o Congresso Internacional de Matemá-
ticos, que decorreu com a animação e o nível peculia-
res a estes congressos (cerca de 2.000 congressistas). 

Os trabalhos repartiram-se pelas seguintes secções: I ) 
Lógica c fundamentos; II A ) Á lgebra; II B) Teoria 
dos números; I I I A ) Análise clássica; I i l B) Análise 
funcional; IV ) Topologia; V A ) Geometria algébri-
ca; V B ) Geometria diferencial; V I ) Probabilidades 
e Estatística; VII A ) Matemática aplicada; VII B) 
Física Teórica; VII C) Análise numérica; VI I I ) His-
tória e Educação Foram expostas quatro comunica-
ções por congressistas portugueses: Idéaux demi-

-premiers ; u et p — systèmes d'idéaux (A. A LUE IDA 
C O S T A ) ; Homomorphisms of modular Systems e Esti-

mation by the minimum discrepancy method ( J . T I A O O 

OE O L I V E I R A ) ; Deux généralisations successives de la 

notion de distribution ( J . S . E S I L V A ) . 

O próximo congresso terá lugar, provavelmente, em 
Estocolmo (1962). 

J, S. 0 Silva 


