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se elimina nas outras ; vem o sistema 

3 
2 x — y 2 y — x ou 

i2 — xy + y* — 1— O 

x, 
V/39 

x ! — xy + y' — l—O 
2 Xj -

5 

V/39 

Estudam-se agora os extremos livres das funções 

g, (x , y ) - (3 x - 4 g - 12)! + X y +yi-1) 
3/39 

ftU.y) - ( 3 x _ 4 g - 1 2 ) * — ( ^ i - x y + j r i - l ) 
3/39 

no ponto 

Tem-se 
Vi/39 ' v/39yl 

= 18 + 2 Í2 + — . 
dx* \ 8 V/397 ' 

J*g 

d 

à>g 

óv1 

i l f . - _ . a 4 - x — fa-is), 
xáy \ 3 v/39/ 

V - 31/39; 
— 32 +2 X = 21 

sendo os sinais superiores para a função gi (x , y ) e 

os inferiores para g i ( x , y ) . Como se tem 

( S4±—7= V — 18 ( 2± —7=^ (16 + — _ 
V 3v/39/ V 3v/39/ \ " 3 / 3 9 } 

17 
117 

276 
3 v/39 

< 0 

17 372 
'117 + 3v/39 > 0 

A função (3 x — 4 y — 12)1 tem extremos da mesma 

qualidade e nos mesmos pontos onde os tèm as funções 

gi ( * , y ) e a ( l , y ) i vem então 

máximo em 

minime em 

V V/39 ' v/39/ 

(±- _ 
V s » v / 3 9 ) 

Fernando de Jesus 

M A T E M A T I C A S E L E M E N T A R E S 

Exame de aptidão para frequência das licenciatura* 
em Ciências Matemáticas, em Ciências Fisico-
-Qulmicas e em Ciências Geográficas, preparató-
rios das escolas militares e corso de engenheiro 
geografo —Ano de 1958—(!-• chamada). F. C. L. 

4484 — Determinar todos os ndmeros naturais que 
divididos por 17 dão resto igual ao quadrado do 
cociente respectivo. 

R. Os números serão da forma 17 1 + 12 tendo x um 

tnteiro maior que zero e tal que x3-<17. Conclue-s* 

então que x só pode ser os valores 1, 2, S i 4 e os cor-

respondentes números são 18, 38, 60 e 84. 

4485 —Determinar os valoreB de m para os quais 
a equação a;1—3a; + 6 — tn{as — 6 — m) tem as raízes 
reais e desiguais. 

R. A equação proposta i equivalente a x' — (3 + 
+ m ) x + 6 + 6m + m ! — 0. Para que as raízes sejam 

reais e desiguais è necessário que o descriminante seja 

positivo. Será então (m + 3)s — 4 (m** + 6 m + 6) >- a 

desigualdade equivalente a m1 + 6 m + 5 < 0 ; esta 

como se reconhece fácilmente tem como soluções os valo-

res de m tais que — 5 • < m C —1, visto - 5 1 - 1 
serem os xeros do trinómio primeiro membro da desi-

gualdade. 

4486 - Derivar a função y — x/ (V l — x3) 6 am-
plificar o resultado. 

R. Será y< - (1 + ( . - y ) " 

. (1 - X3)- 7 • ( - 3 x') - {2 + x»): 2 yf (1 - x>)>. 

4487 — Sem usar tábuas, resolver o triângulo rec-

tângulo era que a hipotenusa inede 14 metros e um 

dos catetos 7 metros. (usar v/3 = 1,732) . 

R. Como a hipotenusa e o dobro de um dos catetos 

TC 
então o ângulo oposto a esse cateto mede — radiano» 

6 
n 

e o outro ângulo agudo —• Seja b —7 e a 14; 
3 

* TT 
como sabemos i sen C— c/a e como C — — temos 

3 
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* v'3 , 
a sen — — c ou seja 14 X — — — c ; isto é c - = 7 x 1 / 3 = 

3 2 

- 12,124 m . 

4488 — Resolver a equação 
sen x + «en 2 x — cos —• 2 

3x x 
R. Como seu 2 x + Ben x = 2 sen — cos vem 

2 d 

3 x x 
(2 sen — 1) cos — — 0 . Daqui resulta que é: ou 

2 2 

cos — — 0 isto é — — (2n + 1) (n inteiro) e 
2 2 ' 2 

3 x 
portanto x ~ (2n + 1) n ; ou eníão i 2 sen — 1 = 0 , 

3 x 1 3x ic 
ou sen — — — ou ainda sen — =» sen — e daqui 

2 2 2 6 

3 x t, 2 n it 
resulta e finalmente x — — + 

+ ( —1)"—(n inteiro). 

4489 — O a verticesdum triângulo são (2, 3), ( - 3 , 1 ) 

e (3, — 1). Verificar que a recta definida pelos pontos 

médios dos lados do triângulo é paralela ao terceiro 

lado. 

R. Sejam A (2,3) , B ( - 3 , 1 ) e c ( 3 , - l ) ot vér-

tices do triângulo] Ma >Mb e Mfi os pontos médios dos 

lados a (opos taaA ) , b (oposto a B) e c (oposto a C)w 

f — 3 + 3 
Ai coordenadas dos pontos médios são M, 2 

-
M. (0,0), M„ (5/2,1) e Mc(—1/2,2). As equações dos 

lados são: do lado a , ( x - 3 ) :(3 + 3) - (y + 1 ) : ( — 1 - 1 ) 
ou o gue é o mesmo 6y + 2 x 0 ; ao lado b , (x — 2) : 
(2—3) = (y —3) : (3 + 1) ou seja 4x + y —11 «dotado a 

(as — 2 ) : (2 + 3) — (y + 3 ) : (3 + 1) ou 2 x - 6 y =-—11. 
As equações das rectas que unem os pontos médios são: 

de M. M c , (x + 1/2) : (—1/2 —0) - (y— 2) : (2 — 0) ou seja 

áx+y -=0 paralela a 4 x + y —11, equação do lado b ; de 

M , M b , ( x - 0 ) : (0-5/2) = . ( y - 0 ) : ( 0 - 1 ) ou 2 x - 5 y = 0 
paralela a 2x —5y — —11, equação do lado c; e de 

M>M,, (x + 1/2) : ( - 1/2 -5/2 ) - ( y - 2 ) : ( 2 - 1 ) ou 

x + 3y = 6, paralela à recta 6y-* -2x—0 equação do 

lado a . 

Ano de 1958 — (2 * chamada) 

4490 — Determinar os números naturais que divi-
didos por 7 dão resto inferior ao cociente em três 
unidades. 

R. Os números pedidos são da forma x — 7 n + n—3 
onde, O C n — 3 < 7 , sendo n um número natural. 

Segue-se que 3 < n < 1 0 , e portanto ci pode tomar os 

valores 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Os valores correspondentes de 

x são: 29, 37, 45, 53, 61 e 69. 

4491 — Determinar n de modo que x '— (m + l)a; — 
— m + 7 seja positivo para todos os valores reais de x • 

R, O facto dá~se sempre que o descriminante for 

menor que zero, istoé, quando for (m + l ) 1 + 4(m — 7) < 0 , 
desigualdade equivalente a in t+6 m —27-< 0. Como 

as raízes do trinómio, primeiro membro da desigual-

dade são — 9 e 3, os valores de n que satisfazem ao 

prsblema são aqueles para os quais se verifica a dupla 

desigualdade — 9 < m < 3 , 

4492 — Derivar a função 2 + x ) -as ' ) e 
simplificar o resultado. 

R. É y ' - ( t / T ^ ) - ' + ( - Y ) ( 1 - X " ) - T - \ 

. (—2x ) . (2 + x) ou y ' - ( l + 2 x ) ; ( v T ^ ) 3 . 

4493 — Determinar, com denominador racionai, o 
valor de tg (60° + i ) sendo a o ângulo do 4* qua-
drante cujo seno é —3/5 . 

R. tg (60* + a) - (tg 60° + tg i ) : (1 — tg 600 tg 1) 

e como tg E = (sen a) : (t/ 1 — sen' a)— (— 3/5) : 

: (v/l —9/25)~ — 3/1 vem tg (60° + a ) - ( / 3 - 3/4) : 

: ( l + 3 (/s/4)- (36 - 2 5 : 11 . 

4494 — Resolver a equação sec* as — 1 — tg x . 

R. como sec5 x — 1 + tg ' x vem 1 + tg ' x — 1— tg x ou 
tg5 x + tg x = 0 e tg x (tg x + 1) = 0 . Então deve ser 

t g x —0 o que dá x — n TC (n inteiro) ; ou t g x + 1 ^ 0 

donde t g x — — 1 e tg x Então deve ser. 

neste último caso, x -) — n it ou seja x = + n n. 
4 4 

4495 — Determinar a equação da recta que passa 
pelo ponto (1,3) e é perpendicular à recta x—2y — 1 . 

R. A equação geral das rectas que passam por (1,3) 
é y — 3«=m (x—1) ou y -=m x— m + 3 , e como a recta 

deve ser perpendicular a y •« 1/2 x — 1/2 , terá que ser 

1-t-m . l/2 = 0 , donde m = —2. Finalmente será y = 
— —2 x + 5 a equação aa recta pedida. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

iVo n.° 51 da G. M., em 1952, iniciou-se a secção de Problemas sob a forma de concurso 

entre os leitores da Gazeta. 0 concurso e a secção terminaram no 7i." 58 de 1954, em virtude do 

reduzido número de concorrentes. A G. M. concluiu, então, que não tinha sabido despertar o 

interesse entre os seus leitores e daí a sua resolução. Faltaram-nos indicações da parte dos leitores 

que nos permitisse modificar a orientação que seguíamos. Apesar disso recomeçamos agora e 

procuraremos, de novo, o interesse dos leitores de quem solicitamos o envio de soluções do» 

problemas e indicações sobre a natureza dos problemas que gostariam fossem tratados, assim 

como quaisquer outras que possam melhorar esta secção. As criticas que nos forem feitas serão 

recebidas com toda a nossa hõa vontade e atenção, no sentido de fazer da secção um 

elemento de trabalho que interesse e seja últil ao leitor. Das soluções que nos forem enviadas 

escolheremos as melhores que serão publicadas. 

4496 — Determinar toda» as soluções do sistema: 
x (x + y) (a; + y + s) — y (E + y) (x + y + 1) = 

— (x + y +• zy {y + z) + y {x + y + z) -=• z 

4497 - Determine os inteiros a e n para os quais 
a* + 1 é divisível por 10. 

4498 — Mostre que, se n é múltiplo de 6, tem-se: 

2 ( £ ) < - » ) < • 

4499 — Mostre que, se a ,b e c são os comprimen-
tos dos lados de um triângulo, então : 

A) as + ò! + t3 + 2 a i « < i i i ( i + i ) - l - ' c ( H c ) f 

+ c « ( c + a) 

B) a » + b* + c* < (2 o5 6' + 6*0* + c ' a ' ) . 

5000 — Considere-se o segmento At A; de medida 
1. Tomemos sucessivamente OS pontos A3 meio de 
Ai j i j ; meio de A2 A j ; A 5 meio de A3 A t e assim 
por deante. 

Determine o limite da sucessão cujos termos são as 
abscissas, contadas a partir de A%, dos pontos A2, 

M , At •••. 

5001 — Mostro que se for p o semi-perímetro do 
triângulo [ABC] e r o raio da circunferência ins-
crita tio triângulo, se tem 

A B C r — p tg — . tg tg —-. 
2 2 2 

5002 — Demonstre que um polígono de n lados é 
regular se e somente se 

r = • II cos — 
n 

sendo r o raio da circunferência inscrita uo polígono 
e li o raio da circunferência circunscrita ao mesmo 
polígono. 

5003 - Seja [ABCD] um tetraedro e P um ponto 
qualquer. Considerem-se os segmentos PA', PB' e 
PC1 , perpendiculares, respectivamente, às f a c e s 
[BCD], \ACD] e [A13D] e de comprimentos iguais 
aos produtos de unia constante ti pelas áreas das res-
pectivas faces. Supõe-se ainda que os segmentos são 
dirigidas para o lado em que ficam os vértices opostos. 

Considere o paralelipípedo que tem para arestas 
PA', PB' e PC. Mostre que a diagonal do paraleli-
pípedo que parte de P è perpendicular à face [ABC] 

e que o seu comprimento á igual ao produto de 6 
pela área de [ABC]. 

Rectificação: 

Os enunciados dos pontos n.<" 4360 a 43T9, publi-
cados no niimcro 70/71 da Gazeta de Matemática, são 
da autoria do Dr. A. Almeida e Costa e do Dr. F. 
Almeida e Sá e não, como por lapso se escreveu, 
exclusivamente de F. Almeida e Sá. Do lapso pedi-
mos desculpa aos nossos colaboradores. 


