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GAZETA DF MATEMATICA

Problemas fundamentais da teoria
da aproximagdo funcional

por Luis G. M. de Albuquerque

1. Introdugado.

Considere-se o seguinte exemplo, bem
conhecido, de aproximacgdo funcional:
Seja f(x) uma fungio de variavel real que

pode ser desenvolvida em série inteira de

(1. 1) F@ =3 a

em dado intervalo [—p,p]; e designemos por
$u () a soma dos m + 1 primeiros termos

— de (1. 1):

& (@)= i o xk.

k=0

A série (1. 1) é uniformemente convergente
em [—p,p], © sabe-se que, para ¢ >0, é
possivel determinar o inteiro N(3) de tal
modo que se tem

(1.2) If (@) — 8a ()| <9

qualquer que seja xe[—p,p], desde que
m> N(3). Assim, fixado nestas condi¢Bes
um valor m de n,8,(x) é6 um polinémio
de grau m em x e coeficientes conhecidos
(1. 3) ﬂk=kl,f(k)(0) (k=1,2,...m);
e a fun¢ido dada, f(x), pode ser substituida
em todo o intervalo [—p,¢] por este polind-
mio, com um erro de médulo inferior a d.

Neste caso particular o problema da apro-
ximag#io funcional consiste, portanto, em su-
bstituir num intervalo conhecido uma dada
fungiio por outra, em geral mais simples, de
modo que o erro resultante dessa substituigéio

nio exceda uma
fixada.

Este exemplo sugere, no entanto, um outro
problema. Considere-se a fungio de variavel
real, f(x), definada em [a,bd], o tome-se o
polinémio de grau m e coeficientes quaisquer

quantidade préviamente

(1. 4) Pul(x) = iak:c";
=0

que valores a) devem ser atribuidos aos coe-
ficientes ¢; do polinémio (1. 4) para que,
sendo
Pn(@) = 3 aia*,
k=0
se tenha
maz | f(z) — pu(@)|=

as=z=bh

min man | ()= valkL

(1. 5)

Se existe um polindémio py (x) nestas condi-
¢des diremos que ele é a melhor aproximacdo
de f(x) em (a,b) dada por um polinémio
de grau m. Se f(a) é desenvolvivel em série
inteira, [a,b] é o intervalo de convergéncia
e m > N(3), o minimo procurado é decerto
inferior a §. Mas deve se observar que os
dois problemas apresentados sio bem dife-
rentes. No primeiro caso sio conhecidos os
coeficientes (1. 3) dos polinémios a construir,
e pretende-se determinar o grau de um poli-
némio que faz o moédulo (1. 2) inferior a
uma quantidade dada inicialmente. A soluciio
8m(2) corresponde uma curva y=s,(x) con-
tida entre y =f(z)+3¢ e y=f(2)—3J em
[—ep,p] (figura); e todo o polinémio de
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coeficientes (1. 3) e grau superior a m satis-
faz ao problema. No segundo caso, pelo con-
trario, fixa-se o grau do polinémio pn(x),
e procuram-se os valores dos coeficientes
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desse polinémio que tornam minimo o valor

maz | f(x) — pm(x)|; & solugio pq(x) pode
azr<h
corresponder uma curva que saia fora da
faixa limitada por y=f(x)+43 e y=f(x)—Jd.

O primeiro destes problemas entra no qua-
dro da teoria das séries de func¢des. Quanto
ao segundo, que foi resolvido pelo primeiro
de dois célebres teoremas de WEIERSTRASS
demonstrados em 1885, constitue juntamente
com os resultados obtidos por TCHEBICHEF,
um dos primeiros passos da teoria da apro-
ximacido funcional.

Notemos agora que designando por distincia
de f(x) a pu(z) em (a,d) o

max | f (%) — pu(2)],
aszsh

o problema resolvido pelo teorema de WEIER-
STRASS pode-se enunciar assim: dada uma
fungéo f(x), determinar o polinémio de gran
m para o qual é minimo o valor daquela
disténcia.

Nada impede, porém, que a nocgdo de dis-
tancia entre f(x) e p.(x) nio seja compreen-
dida doutro modo. Se admitirmos, por

exemplo, que se designa por distincia de
f(x) a pu(x) em (a,d), o valor do integral
~b

(1. 6) J [f (@) —pu(2)]?d.

o enunciado do problema tem outra signifi-
cagiio; e se existe um polinémio p. () que
torna minimo o integral (1. 6), diremos que
ele é a melhor aproximagdo em média de f(x)
em (a,b).

O que fica escrito ja nos permite enunciar
com toda a generalidade o problema funda-
mental da teoria da aproximacéo funcional ().

Consideremos definidas sobre um dado con-
Junto de pontos P de um espaco com qual-
quer ndmero de dimensdes, as fungdes f(P) e
o(P352, -+ ), dependendo esta ultima de n
pardmetros arbitrdarios )y, -+ My ; pretende-se
determinar o valor destes pardmetros de tal
modo que a distdncia entre as fungdes f(P) e
o(P32y, -+, ) seja minima no conjunto con-
siderado.

E claro que a solugiio do problema assim
enunciado dependera da nogdo de distincia
entre duas func¢des que se tenha convencio-
nado introduzir.

2. Espagos vectoriais.

Tomemos o conjunto £ constituido pelos
elementos «,y, .-, aque chamaremos pon-
tos ou vectores, a respeito dos quais esta
definida uma relagdo de tal modo que, dados
x,yeE, se tenha =y ou x=,y, gozando
x =y das propriedades reflexiva, simétrica
e transitiva (2). Seja ainda R o corpo dos
ntimeros complexos a,f3, ...

O conjunto & é um espago vectorial (ou
linear) a respeito do corpo & quando:

(1) N. I. Acueser, Vorlesungen iiber Approxima-
tions-theorie, Berlim, 1953, pdg. 1.

(2) Conf. o artigo de J. Dionisto: Os espagos métri-
cos € a Andlise classica: o método do ponto fixo, Gazeta
de Matemdtica, n.** 62 e 63, § 1.
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v;) se define sobre E um operador +,
adi¢iio de vectores, a respeito do qual E é
um grupo abeliano, isto é, de tal maneira
que se verificam os seguintes axiomas:

v) se z,ye E, o vector z=x+yek
fica univocamente determinado ;

vi) e+ y=y+x;

vi) ha em E um vector zero, 06 £, tal
que x4+ 0=a qualquer que seja xe K.

vy) se define um produto « 2 dos elemen-
tos de & pelos vectores de E, de tal modo
que, para «,BefR o x,yel, se tem:

vy) afe+y)=ax+ay e (xa+p)x=
=ax+tfa;

v) «-(@2)=(x-B)a;

vy) existe em ® uma unidade, 1€ R, tal
que 1.z =a, para todo o xe FE.

Como exemplos de espagos vectoriais cita-
Temos :

I) O espago B, de elementos definidos por
n nimeros complexos ou reais

={a;, - ag| yY=1{by, - bal, -

com n qualquer, finito, desde que definamos
a adigiio de dois elementos # e y por:

m+£’l=§01 +blw"'an+bn¥

e o produto de qualquer ze & por um ele-
mento x assim:

cx=loa-ay, - a-af,

é um espago vectorial : as condigdes v,) e v,)
verificam-se desde que 0=10,---,0| seja
considerado como vector zero de K, .

Em particular, os vectores do plano eucli-
diano e do espaco euclidiano constitniem es-
pacos vectoriais, E; e Fj, relativamente
ao corpo de numeros reais, quando a adigio
definida por v;) é a adigio vectorial, e o

produto dado por w,) tem o sentido corrente
do produto de um escalar por um vector.

II) O espago C das fungdes continuas
x(t).y(t), .-+ definidas num dado conjunto
fechado e limitado, D, é um espago vectorial
relativamente ao corpo dos nimeros reais(1).
Para que os axiomas v;) e wp) sejam veri-
ficados bastara tomar como vector zero a
fungio 2(f)=0 em D, e manter as defini-
¢Bes habituais de adicéo de fungdes e de pro-
duto de uma fun¢do por um ndimero real.

IIT) O espago P dos polinémios de coefici-
entes reais ou imagindrios é também num es-
paco vectorial, relativamente ao corpo cor-
respondente, desde que se mantenha o sentido
algébrico na adi¢do de dois polinémios ou
no produto de um nimero por um polinémio.

3. Bases. Variedodles lineares.

Dados num espago vectorial E n vectores
ndo nulos a6 E(k=1,...,7), sejam a; (k=
=1,...,n)n nimeros quaisquer do corpo
K; se a relagido linear

za;,:ck=0

k=1

3. 1)

tem solugdes distintas da solugdo trivial
ay=0(k=1,...,n), diremos que os vac-
tores x; sio linearmente dependentes. No caso
contrario os x; sio linearmente independentes,
constituindo um sistema linearmente indepen-
dente de ordem n (n é o nimero de vectores).

Um sistema de infinitos vectores a;(k =
=1,2,...) é linearmente independente
quando qualquer uimero finito de vectores
do sistema é linearmente independente.

TeoREMA A, K condi¢lo necessaria e sufi-
ciente para que 08 vectores mdo nulos Xy
(k=1,2, ... n) sejam linearmente dependentes,

(1) J. J. Droxiszo no artigo citado, Exemplo 2, § 2,
mostrou que C' é um espago métrico.
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que algum x;j, com 2<j<n, sgaumacom-
binagdo linear dos anteriores.

Demonstragdo. Algum x; ha-de ser linear-
mente dependente com os vectores que o
precedem, pois em virtude da hipétese esta
afirmacio tem ao menos lugar para j = n;
seja x, o primeiro vector nestas condig¢Bes
(r<mn)

(8. 2) Naiax;=0

i=1
néo pode ser «,=0, de contrario (3. 2) dava
r=1
Za; x; =0, e x; nido seria o primeiro vec-
il
tor com a propriedade indicada; com e, =~0
tira-se de (3. 2):

1=—-1

o esta relagiio mostra que &, é uma combi-
nagdo linear dos x;({=1,...,7r—1) que o
antecedem ; assim, a condigio é necessaria.

Mas também é suficiente. Se o primeiro vec-

tor nas condigdes do enunciado é x,, a afir-
magiio é trivial. Seja entiio .(r <n) o pri-
meiro vector que é combinac¢ido linear dos
anteriores; é claro que os x;(f=1,...,7)

sio linearmente dependentes e 2«1 x; tem
a solugdo ndo trivial o; = of (¢ =‘]=.‘, 2,...7);
nestas condicdes também 2&; x; =0 tem a
solucio nio trivial gy

m=ai(t=1,-.,7),,=00=r+1,...,n),

e 08 x;(r=1,2,...n) sio linearmente depen-
dentes.

Suponhamos que é n a maior ordem dos
sistemas linearmente independentes contidos
num dado espaco vectorial &; e seja

(3' 3) BElml’°°'amnl ou jmklk=l,'--,n

um desses sistemas; nestas condigdes chama-
remos a B uma base do espago E, dizen-
do-se que ele tem dimensdo n.

Qualquer vector xe £ é linearmente de-
pendente com os vectores da base

n
Z i+ axz=0
i=]
e como nio pode ser o =0 (de contrario os

vectores da base seriam linearmente depen-
dentes) tem-se, com f; = — o;fa

T = 2{354&'

i=1

(3. 4)

isto é: cada vector xeE pode-se exprimir
como combinagdo linear dos vectores de qual-
quer base do espago. A representacio (3. 4)
do vector x nos vectores da base é tinica:

n
pois se tivessemos x = D)7 «;, subtraindo

i=1

n
de (3. 4) obtinhamos X (B — 7:) =0, que
i=1
86 pode ter a solugdo trivial [(i=1y:;. Os
coeficientes f;(f =1,...-,n), univocamente
determinados, chamam-se as componentes do
vector xe £ relativos & base B.

Por outro lado, considerando o espago vec-
torial £ (dimensdio n), de base |@i|k=1,2, -u
conclui-se niio ser possivel exprimir linear-
mente todos os vectores do espago em menos
de n vectores linearmente independentes
Y1+ Yn(m < n); porque se assim fosse, os
vectores x;(k=1,...n) podiam-se definir
como combinacdes lineares dos y;(i=1,-..m);
nesse caso teriamos o8 a; como » combi-
nacoes lineares distintas de m < n vectores,
e eles seriam linearmente dependentes, (como
o leitor verificara recorrendo a teoria dos sis-
temas de equacdes lineares homogéneas) em
discorddncia com a hip6tese de ser |@|i-1,---n
uma base.

Admitamos agora que, por maior que seja
n, & sempre possivel destacar do espago E
um sistema de n vectores linearmente inde-
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pendentes. Diz-se entdo que E tem dimensdo
infinita, e qualquer sistema infinito de vecto-
res linearmente independentes constitui uma
base (infinita) do espago. Esta defini¢io nio
nos autoriza, contudo, a substituir para este
caso a soma por uma série na igualdade
(3. 4); 86 em espacos vectoriais que verificam
novas condi¢des isso é legitimo, como tere-
mos oportunidade de referir adiante.

Seja £ um espago vectorial de dimensio
finita ou infinita, e @y ,a2y,-- @, (r<n, se
n é a dimensio finita do espago) r vectores
linearmente independentes de X; seja V o
conjunto de todos os vectores de E que se
podem exprimir como combinagdes lineares
dos x(k=1,2,...7):

r
xzeV quando x = 2 o T
k=1

é VCE, e como OeV (combinagio dos
@, que corresponde a o;,==0, k=1,2,...7)
é V um sub-espago vectorial de dimensdo r e
com a base B = |x,;,...x,}; diremos que V
é uma variedade linear do espago vectorial E,
gerada pela base B.

Sejam agora M; e AM; dois sistemas de
vectores de £, e By M;, By M, os con-
juntos constituidos pelo maior nimero de
vectores linearmente independentes de AM; e
My ; os dois sistemas considerados dizem-se
equivalentes quando se identificam as varie-
dades lineares geradas por B, e B,. E claro
que esta circunstincia tem lugar quando, e
86 quando, cada vector de um dos sistemas
M; ou M, se pode exprimir como combina-
¢do linear de vectores do outro.

Consideremos alguns exemplos. O espago
E, considerado em I) do nimero precedente
tem a dimensio n, pois pode-se tomar como
base de E, o sistema de vectores linearmente
independentes

= L0 5 00 e A0 s O e
cra=10;0, - 1} ;

as componentes de qualquer vector

Ll {alaﬂy"'aﬂl

nesta base sio a;(¢ =1,2,...2) pois

m=alﬂl+ageg+.-- + ay e, .

Do mesmo modo: o conjunto dos polinémios
de grau <= e coeficientes quaisquer, P, ,
é um espaco vectorial de dimensdio n com a
base

(3. 5) B=|1,t,82,...,tm1],

Como exemplo de espago com dimens#o
infinita serve o espago P dos polinémios,
referido no exemplo III) do nimero 2. Qual-
quer que seja =n a combinagio linear

n
Dt =0 86 tem a solugdo trivial
k=0

o, =0(k=0,.--,n); deste modo os vectores

l’t’te)“'tn,"‘

constituem um sistema infinito linearmente
independente, que pode ser tomado como
base de P.

Finalmente: P,C P é uma variedade linear
deste tltimo espaco, gerada pela base (3. 5).

4. Espacos vectoriais normados. Espa-
¢os separiveis e completos. Espaco
de Banach.

Um espago vectorial £, definido sobre o
corpo R, diz-se normado quando a cada xe E
se faz corresponder um ntimero real ||2|>0,
a norma de x, tal que se verifiquem as se-
guintes condigdes :

ny) ||x|]|=0 se esése =0;
Ng) e 2| =|a]|:||z], com e K;
n) |z +yll<llzll + 7]

Se na iltima condigio a igualdade tem lu-
gar quando e 86 quando y=ax, diz-se que
a norma ¢ forte.
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Todo o espago vectorial normado é metri-
zavel, isto é, pode-se nele definir uma fungio
de distdncia sobre cada par ordenado de ele-
mentos x,ye E, de tal modo que se verifi-
quem as condicdes ¢;) e dy)(!) exigidas para
que E seja um espago métrico: na verdade,
pondo d(z,y)=||x—y| tem-se d(z,y)=0
quando e 86 quando x=y, e ¢;) é valida; por
outro lado, # —y =(x—2) + (2 — y) donde,
em virtude de n;) e ny) d(z,y)<d(x,2) +
3(y,2), e dy) também se verifica.

Assim, a sucessio |x,| de vectores de um
espago vectorial normado £ tem por limite
um vector x quando d(z,x,) < e para
n> N(s); ou, o que é o mesmo, quando
||@— &a|| < e para n > N(e).

Também se conclui logo que a norma || ||
é uma fungdo continua de «, quer dizer, se
2, —x também ||, | —| z||(n — ); pois
se x,—x é ||x,—a||—0 e, para n>N(e),
|| — 2.|| < e; mas como @, =2+ (x, —2),
em virtude de nz) é | .|| <| x| + || xs— x|

ou |za| —ll2||<Z|2xs— ng; analogamente
@]l —ll@a||<||®s — 2||. E portanto
[l = lleall| <o

para n > N(e) como desejavamos.

No artigo citado (§ 1), J. J. Dioxis1o indi-
cou que dada uma sucessio |, | de ele-
mentos de um espago métrico £, a condigdo
de Caucny

(4. 1) O(xn,on)<e para n,m > N(e)

nio implicava necessiriamente a existdncia
de um limite da sucessio. Porém, se a con-
di¢io de CaucHy é suficiente para garantir
que o limite de |z, | existe, diz-se que o es-
pago é completo(2). Note-se que a condigio para
que um espaco vectorial normado, X, seja
completo pode ser expressa doutro modo:
o espago é completo se para toda a sucessdo de

(1) V. J.J. Dioxisio, art. cit. § 1.
(?) No § 2 daquele trabalho o Autor dd exemplos
de espagos métricos nestas condigdes.

vectores | x,| de E que satisfaga & condigdo

lim |[Xn — Xm|| =0 existe um vector xe E
tal que lim||x — x, || =0.
n -+

Um espago vectorial normado completo
diz-se um espago de Baxacu. De todo o espago
vectorial normado E se pode obter um es-
paco de BANACH: basta juntar aos vectores
de E os elementos limites que nio pertencem
a0 espago e sio definidos por sucessdes |z,|
de E que satisfazem & condigio de Carcuy.
O espago de BanNacH assim obtido é o fecho
E de E (sendo E denso em E).

Um espago vectorial normado é separdvel
quando % contém um sub-conjunto numera-
vel, NCE, denso em E. Ou seja: quando
existe uma sucessio numeravel de elementos
de E, |a,}, tal que sendo 0 >0 e ze F
arbitrariamente escolhidos, pelo menos um
elemento , , de |, | verifica a condigho:

(@, an) =||d—aw| <.
Vamos indicar alguns exemplos :

II) O espago C das fungdes continuas de-
JSinidas num dado conjunto limitado e fechado,
D, (ja indicado no ndmero 2) é um espago
vectorial normado desde que se tome como
norma de z(t)e C

[l @)l =:gg[w(t)r-

Esta definigdo respeita a métrica introdu-
zida no art. cit. de J. J. Dioxisio (§ 2,
exemplo (3)).

O espago C é completo quando se tome
a convergéncia uniforme como nocido de con-
vergéncia; pois toda a série uniformemente
convergente de fung¢des continuas tem por
soma uma fung¢do continua.

IV) O espago m das sucessdes limitadas,
x=|a,|7 com |a;|<M, é um espago de BANACH.
J. J. Dioxisio mostrou(!) que m é um espaco

(1) Art. cit,, § 2, exemplo (2).






