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dov de 
i f y - S t i (k int."). 

Entrando com este vaíor na primeira das equações (1), 
vem também: 

x —y 2 sen a - COE = — sen a 
- 2 

donde (para a k ic) 
* — y .. _ . . 2 tc 

cos - - - • = + 1 ou x - y = 2 k ' * + — (k ' int.°). -- o 
Do valor da soma e da diferença entre Key obtém-se 

a solução 

2 k 2 * 

x = (k + k1) tc j ; — e y _ ( k - k ' ) n + - -

que satisfazem à condição do enunciado. 
No caso de ser a = k it, a segunda das equações (1) 

daria 
x y 

-+ 2 • cos - - 1 
~ a 

o que conduzia ainda ao mesmo resultado. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q Ü Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GEIIAIS — 2." exame de f r e -
quênc ia — 1957, 

Ponto n." ! 

4 2 2 3 — Estabeleça a equação da esfera que é tan-
gente ao plano a: -{- y + 2 ( » — 1) = 10 e contém a cir-
cunferência 

l 3 - 0 
4 2 2 4 — Defina intervalo de convergência de uma 

série S (x ) — 2 «„ x" e descreva um processo para a 
sua determinação. 

Mostre que S (x) tem sempre algum ponto de con-
vergência, qualquer que seja a sucessão a „ . Qual é 
esse ponto ? 

Se S (a) converge e S ( — a) diverge, qual o inter-
valo dc convergênc ia? Razão disso. 

Estude S (ü) — 2 (intervalo de eon-i 2"+' (ní—1) 
vergêacia e natureza de série no extremo superior 
desse intervalo). 

4 2 2 5 — Defina função continua f (x) em X fe -
chado, e mostre 

a) Y — f ( X ) c sempre limitado, 
b) Se uma tal função se anula sobre » „ - t - a (a 

ponto de acumulação de X ) , qual é o valor de f{a)l 

c) Considere f(x) x" c o s — (ae^bO) com n na-

tural. Calcule a (0) . Com que valor / { O ) fica / ( s e ) 
contínua no ponto x ™ 0 ¥ 

tf) Determine f (x ) {x =f= 0) e / ' (0) (n > 1) e 
indique o menor valor de n para o qual f (a:) é 
continua no ponto x «= 0 . 

4 2 2 6 — a) Usando o teorema de RixET-CAucnr, 
relaciono a característica do produto P—AB cora as 
características de A e 13. 

Sc A é regular, que particularidade se ver i f i ca? 
Justifique. 

b) Determine k dt: modo que 

1 - 3 " [2 1 - 3 " | 

0 3 k 

0 4 - 1 J 
tenha um valor próprio nulo. 

c) Valores e vectores próprios da matriz para esse 
valor de Jfc . 

Ponto n.* 2 

4 2 2 7 — Um plano é tangente à esfera 

x 1 + y2 + z ! 6 a — 5 

e o seu traço em X O Y é a recta de equações 

y ** ax -t-1 , z 0 , 
a) Dê a equação desse plano. 
Variando a , cada posição daquela recta é sempre 

traço de um plano tangente: 
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i>) Determine o valor de a ao qual corresponde 
ura plano tangente paralelo a O i , 

e) Dê as equações do lugar dos pontos da esfera 
que são pontos de contacto dos diversos planos tan-
gentes correspondentes aos diferentes valores de a . 

4 2 2 8 — Defina convergênc ia uniforme de S (aj) •= 
no conjunto X e mostre que, sendo 2 o„ 

I u„ (x ) 
absolutamente convergente e ^ 1 para todo 

o a; de X , S ( ; c ) converge uniformemente em X . 
i ) Sendo u„ (JC) continua em X ( fechado) , e des i -

gnando xa um ponto de acumulação de X , qual o 
l imite de S (a;) ao tender x para xa ? 

2 I - 2" /x - l\a ' 
c) Estude a s ír ie 2 —- I — - — J ( intervalo 

de convergênc ia e natureza da série nos seus extre-
mos) . 

4 2 2 9 — Designe / ( a : ) uma função definida e cres-
cente em (a , b) , continua era qualquer intervalo 
(CI + s , II — E) mas não contínua em ( o , È ) . Mostre 
que existem f (a + 0 ) e f(b — 0 ) , relacione esses 
valores c o m / ( o ) e /(£>), respectivamente, e supondo 
f(a f 0 ) . / ( ò - 0) < 0 mostre que é f(oc') 0 com 
a lgum x' interior a (a , b) . 

Se, mantendo as restantes condições, se consente 
um número finito de pontos de descontinuidade inte-
riores a ( a , È) , mostre que » ( a ; ) tem valores extre-
mos. 

Calcule » (0) e / ' (0) para 

X® 

/(O) ~ 0 
(x^O) 

4 2 3 0 — a) Mostre, que sendo independentes as 
n ( < m ) primeiras linhas da matriz A = ] a f j (m x « ) 
são compatíveis % n primeiras equações do sistema 

o* «, + * • + o" — 6, 

, aíi + • • • + » i — à„ 
Indique um determinante principal e a condição de 

possibi l idade do sistema. 
b) Usando os teoremas dc CRAMER E ROCCHÉ, dis -

cuta e resolva o sistema 

aí — y-)s + 2u-= — 1 
2x + 3y — « + u —3 

x + 2 y — z — a = - 3 
•2x + 2 3 + atí —p 

para diferentes valores de « e fi. 

I. S. T. — MATEHÁTICAS GERAIS — Exame de Frequên -
c i a — Curso Geral — 2-957. 

Tftoria 

4 2 3 1 — Teorema de KUONKCKER e dependência 
linear. 

4 2 3 2 — P r o d u t o externo e produto misto de vecto-
res — definição, propriedades e s igni f icado geomé-
trico. 

Pr Mico 

4 2 3 3 — Se zít e s j são complexos correspon-
dentes aos vértices (contados no sentido directo) dum 
triângulo no plano de ARGAH», de lados a , b , c e 
ângulos A , B, C, prove que 

2. — 22 a „ = — (cot C + i sen C) íj — 2; b 
2, - 2, 

; — (cos A — i sen A) 

( / - + unidade imaginária) e, em seguida, utilizando a 
identidade 

(zi — ~î) + (a2 - + (*3 - «i) = 0 
prove que 

a 
sen A eeJi D 

4 2 3 4 — Mostre que 

sen C 

1 «1 
1 » 

1 
1 b.3 

• 125 

sendo <a uma raiz complexa da unidade, de índice 5. 
Não se esqueça que a ê uma raiz primitiva e por 
isso é 

1 + u 4- wi + wi oi* _ 0 
4 2 3 5 — Considere o sistema 

3 + 2 ^ 4 - 0 3 = 1 1 

2x— y + 3b = c 

e determine os valores de a o c para que o sistema 
s e j a : 

indeterminado 
2." impossível 
3." determinado. 
Reso lva no primeiro caso. 
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I . S. T.—MATEMÁTICAS G E K A I B — E x a m e d e F r e q u ê n c i a 
— C u r s o d e Q u í m i c a — F e v , 1 9 5 7 . 

4 2 3 6 — Verifique que ^ 3 não é um número raciona' 
e escreva duas classes contíguas de números racionais 
que definam t / 3 , 

4 2 3 7 — Mostre que, sendo «0,1*1, wj uma 
sucessão convergente, p e i e extrair dela uma infini-
dade de sucessões, distintas a partir de certa ordem, 
convergentes para o mesmo limite. 

4 2 3 8 — Mostre que a função 

(2a + 8)a>» + y(»» + yt) 
/ ( * , « - ( 2 x + 3) (-X* + y*) 

é continua no ponto ( 0 , 0 ) . 

4 2 3 9 — Determine se a função e'(ienz — l) é p e -
riódica e calcule os valores de a que a tornam nula. 

4 2 4 0 — Mostre que o conjunto dos múltiplos de 6 
e o conjunto dos múltiplos de 3 forniam dois grupos 
c que um deles <5 invariante do outro. Construa o res-
pectivo grupo factor e aplique o teorema da homo-
morfia. 

4241 — Dada uma multiplicidade vectorial a 4 
dimensões, encontre uma base independente para a 
submultiplicidade gorada pelos vectores ( 1 , 1 , 2 , - 1 ) , 
(2, 1 , - 1 , 0 ) , (8, íi, 1 , - 2 ) . 

4242 — SDij é um módulo com respeito a um corpo 
e tem 5 dimensões. a ,6>ce3Jts são 3 vectores inde-
pendentes. Determine quantos vectores independentes 
há no conjunto € — | m i , i t i j , m j , n u , m s I i c o m : 

m i ~ 7 o + 3 6 - 2 3 c 

m j = 1 1 b — 1 7 c 
m i — 5 7 c 
m ( = 1 9 f l + 1 3 1 

ms — a + 9 3 6 + 1 9 7 c . 

I . S . C . E . F. — MATESIÁTICAS OSAAIS — i , B e x a m e d e 
f r equênc ia ordinário — 15-2-57. 

a 10 1 2 3 4 
4 2 4 3 — a) Dada a tabela de valores —j 

« I 2 1 m 17 n 
dum polinómio do terceiro grau, determinar m o n 
por forma que a soma das suas raízes seja igual á 
unidade. 

b) Apl icar a teoria dos determinantes ao estudo 
do sistema 

r . • '> — y — Z 
U •= 1 + Z 
* — 1 + y 
y — z 

R : a) O problema pode resotver-se, por exemplo, do 
seguinte, modo: o polinómio p0 Ia + pi x ! + p j x + p^ 
satisfaz its condições 

Pa = 2 

Po + Pi + P2 + Pa = 1 
8 po + 4 pi + 2 pi -I- p) — m 
27 pó + 9 pi 3 pa + P3 17 
64 po +• 16 pi + 4 pi + ps — n 

- Hi - 1 
Po 

e /leste sistema obtém-ne com muita facilidade a solução 

Po — 1 
Pi - - 1 
P * - - l 
Pa = 2 
m o» 4 
n = 4 6 . 

b) A matriz do sistema 

guiar e tomando para determinante principal 

0 1 1 1 
1 0 0 - 1 
0 0 - 1 1 
0 0 1 - 1 

A = 0 1 1 =1 
1 0 0 
0 0 - 1 constrót-se 0 único deter mi 

name característico A1 0 1 1 6 
1 0 0 1 
0 0 - 1 1 
0 0 1 0 

- 1 

que, 
sendo diferente de zero, justifica a impossibilidade do 
sistema (teorema de ftoucní:). 

4 2 4 4 — a) Provar que o resto da divisão do po l i -
nómio f(x) por (a; — a) é f (a) e apresentar a re-
gra que permite obter os coeficientes do polinómio 
cociente. Quando estes e o resto são positivos, que ó 
a em relação aos zeros de / (a:), / ' ( i ) , / ' ' (ac), 
etc. ? Porquê ? 

M 
Acliar o resto da divisão de f (x) por (x — u )̂ , 

t—l 
supondo conhecidos os restos da divisão de f ( x ) por 
( * - « i ) (í - 1 i ») • 

b) Anunciar a condição necessária e suficiente para 
que dois polinómios / ( x ) e 7 (x) admitam raízes 
comuns. Definir sub-resultante de índice t . 

Supondo que / (as ) e g { x ) admitem em comum 
uma única raiz, designando por R j o sub-resultante 
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de índice 1 e por Jí| o determinante que sa obtém 
de íii substituindo os elementos da última linha pe-
los correspondentes na penúltima linha do resultante 
mostraT que, se for í a raiz comum, Jí, X - ( - £ } = 0 
e inversamente. 

4 2 4 5 — a) Definir produto de matrizes e mostrar 
que o produto de duas matrizes hermiticas A e fí só 
é matriz bermítica quando A e D são permutáveis. 

Enunciar o teorema de BINEX-CAUCHV e provar que 
para as matrizes t 7 ( r o X n ) e V(nXm) se tem 
! U V ] = 0 ) com m >• n , 

6) Definir valores próprios XR(r = 1 , • N) da ma-
triz CS-JCFL e mostrar que e ICX,—]C|. 

Provar que as matriz C e T~1 C T tem os mes-
mos valores próprios. 

I. S. C. E. F. — MATMMITIOAB GIRAIS — i . " exame de 
f r e q u ê n c i a extraordinário — 3-4-57. 

4 2 4 6 — Resolver os seguintes problemas: 
a ) Achar a equação das raízes comuns dos dois 

polinómios ^ 

— 3 a;3 — 4 a; -(- 12 = 0 . 

b) Estudar o sistema 

x+ + 0 
X A -F- Y + Í - 0 

pela teoria dos determinantes. 

R : O resultante R dos dois polinómios pode obter-se 
adoptando a seguinte disposição de cálculo 

1 - 2 1 - - 2 
1 — 3 — 4 12 

- 1 - 5 14 
1 - 7 15 - 2 
7 1 5 — 14 

R -

tante diferente de 0 e E] 

— 1 - 5 14 - 0 
—7 15 — 2 

1 5 —14 e o primeiro sub-resul-

- 5 
15 

- 5 0 . 

Como RJ i - 1 14 

- 7 - 2 
comuns é —50 x + 1 0 0 = 0 • 
aos dois polinómios. 

b) O sistema é homogéneo e portanto admite a solu-

- 1 
—7 

100 
a equação das raines 

= 2 é pois o raia comum 

çdo nula as 0 

3 = 0. Se for indeterminado admitirá 
também soluções não nulas, isto é, se 1 X 

1 1 
X 1 

• 0, 

condição que é satisfeita com X = 1 , O grau de indeter-
minação será dois e o sistema é equivalente à equação 
x + y + z - 1 . 

4 2 4 7 — Como se justifica a determinação do tn. d. 
c. de dois polinómios A e D pelo método das d iv i -
sões sucessivas ? 

Enuncie o teorema de EULER. 
Considerando o pol inómio / ( j ) p j + pj c " - 1 4-

+ * " + Í W de coeficientes reais, provar que o 
limite excedente do módulo dos zeros de f (z) é 

Pt + máx. P j | , T-j T , com | pf \ = P,. 
"o 

Mostrar que se o pol inómio admite a raiz 
a + 6 t também admite a raiz a — b i e apresentar o 
resto da divisão de f(z) por a 3 — a. 

4 2 4 8 — Provar que o quadrado de um determi-
nante qualquer é determinante simétrico. 

Considerando a substituição linear y , = a« xa (i <= 
=-1 , n ; a — 1 , *•• n) com módulo de transformação 
] A | | a* j qual ó a substituição inversa? Se = 

bx y%, qual ó o módulo de transformação de 
a, - Cf 

Mostrar que os valores X que satisfazem ã relação 
- l i ; são os valores próprios de jtt*! . 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final -
10-1955. 

4 2 4 9 — Dado um cone achar a natureza da secção 
nele efectuada pelo segundo bissector. Determinar um 
ponto da secção. 

4 2 5 0 — Dada uma superfície de revolução achar 
o plano tangente paralelo a uma direcção, sendo 
dado o meridiano onde existe o ponto de eontacto. 

4251 — Mostrar que o centro dum anel é um sub-
-anel. 
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4 2 5 2 — Mostrar que o ideal direito gerado pelo 
idempoteote e f? è do forma e 21. 

4 2 5 3 — S e j a ( 1 , 2 , — n) um conjunto de núme-
ros inteiros e seja f uma aplicação deste conjunto 
num conjunto E [ / ( t ) e E]. Seja o e ©„ permuta-
ção do grupo simétrico e defina-se a nova apl icação 

3 / = / ' 
por 

« / ( . ' ) - / { o - f ) . 

Mostre que a correspondência /—>a / é b iunívoca ' 

P. C. L. — GEOMETKÜ DESCRITIVA — 2.° exame de f r e -
quênc ia — 2. ' chamada — 28-5-57. 

4 2 5 4 — Dado o subespaço de 

3 31 - f 4 x z + + x6 = 1 
^ + 2 * 1 - 2 

X} — Xj — ÍCSj ™ 3 , 

determine a sua parte imprópria quando da passa-
gem a P j . Determine pontos linearmente indepen-
dentes de L (em P j ) que o gerem. 

4 2 5 5 — Seja L um subespaço de Pr l e típ, Q i , Qz 
três -pontos distintos e não colineares. Mostre que o 
plano definido pelos três pontos está contido em L . 

4 2 5 6 — Dado o hiperbolóide de revolução gerado 
por ama recta enviezada com o eixo e um ponto, v e -
rifique se o ponto pertence ao hiperbolóide. Dado um 
ponto anterior determine o plano tangente que passa 
pelo ponto e tem o ponto de contacto sobre um para-
lelo. 

4 2 5 7 — Dado um cone e uma recta determine os 
pontos de intersecção de cone com a recta. 

Á L G E B R A 

F. C. L. — ALGEBKA SUPERIOR — Exame f inal — (1." 
chamada) — 7-1955. 

4 2 5 8 - É dado um anel simples 31 tal que ai ! = at. 
Mostre que a característica do anel é de ordem prima 
ou infinita. Anel simples é todo aquele que tem so-
mente como ideais bilaterais o ideal zero e o ideal 
unidade. 

4 2 5 9 — É dado um grupo sabendo que # con-
tido no centro é um invariante, mostre que sendo 
©/TL cíc l ico , então © é abeliano. 

x1"— 1 
4 2 6 0 — D a d o — x"-1 + ••• 4- 1 mostre 

x — 1 
que o polinómio que se obtém substituindo x por 
x + 1 é irredutível em Jí [a;] em que Jí é o corpo 
dos racionais. 

4 2 6 1 — Mostre que sendo A matriz diagonal , 
qualquer potência de A é diagonal. Sendo A nor -
mal mostre que existe B também normal tal que 
Bk = A qualquer que seja K> 0 . 

4 2 6 2 — Sendo f (x) e g {x) dois polinómios e 
tendo / grau maior do que g , mostre que se f(x) + 
+ i g (a) tem todas as raízes imaginárias a do masmo 
lado do eixo real, o polinómio 

F(a>) •= p • f ( x ) + q-g(x) 

tem todas as raízes reais e distintas para quaisquer 
valores reais de p e q. 

S U P E R I O R 

F- C. L. - ALQERRA SUPERIOR — Exame de 2. ' f requên-
c ia - 1956. 

4 2 6 3 — Reduza a um polinómio nas funções simé-
tricas fundamentais, 
f{xx,X2, 3B|) — ( x j - x j ) l a j j + f a ; , - ^ ) ! ; ( , -» - (KJ-Zj)» X, 

4 2 6 4 — Prove o teorema fundamental relativo aos 
polinómios simétricos. 

Estabeleça a regra do peso e do grau. 

4 2 6 5 — Quantas raízes positivas, negativas e ima-
ginárias tem o polinómio, 

f(x) =. - + 1 . 
Justi f ique: Até quantas variações pode ter o trans-

formado de G U I F F I de / (x) ? 
Calcular esse transformado. 

4 2 6 6 —a) Condição necessária e suficiente relativa 
Àsérie de STCHMde um polinómio f (x) d e g r a u n para 
qoe este tenha n raízes reais e distintas. Justi f ique: 

b) Mostre que sendo os coeficientes iniciais da 
sucessão de STDRM alternadamente positivos e n e g a -
tivos, a sucessão não pode ser completa, 

F. C. L. — ALOKRRA SUPERIOR-2.° exame de f requên-
Cia 27-5-57. 

4 2 6 7 — a) Dê, justif icando, a condição necessária 
e suficiente, relativa aos valores próprios de uma 
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transformação linear A , para que esta seja nilpo-
tente. 

b) Sendo q o Índice dessa transformação, supo-
nha que é 

d ( Í W - l (.Pu espaço nulo de A) 

d ( F i + * ) - d ( F Õ * 1 (,7 = l t 2 , . . . , ç - l ) . 

Mostre que estas condições implicam certo valor 
para o índice q . 

c) Indique a base do espaço em que a matriz de 
A assume a forma de JORBAÍ» e construa esta matriz. 

4 2 6 8 — a) Relacione os valores próprios e os vec-
tores próprios do duas transformações lineares em 
í(Jlf inversas uma da outra. 

í>) Relacione também os multiplicidades algébrica 
e geométrica dos valores próprios. 

c) Relacione os polinómios mínimo e característico. 

4 2 6 9 — a) Mostre que o subespaço F gerado 
pelos vectores próprios de uma í. I. A em £(u, é 
invariante para A . 

6) Se A é hermítica, prove que F1- também é 
invariante para A . Que concluir pode extrair? 

4 2 7 0 — o ) Seja A uma t.l. com uma base orto-
gonal de vectores próprios a que admite valores todos 
da forma e ' K . Verifique que A ê unitária. 

6) Renunciando à ortonormalidade da base de vec-
tores próprios, A permanece no entanto semelhante 
a uma matriz unitária. Justifique. 

4271 — Keduza a um polinómio nas funções simé-
tricas fundamentais a função 

(«, + X,)3 4- (3C, + «3):l sc\ + + Kj)3 

F . C. L . — ALOEHKA SUÍEMOR — 1.* f r e q u ê n c i a — 1.* 
chamada —19-2-57. 

4 2 7 2 — Dado um anel simples <3 = e I ©- j - f -e„© 
em que os e, são idempotentes ortogonais primitivos 
provar que 6 é um anel simples de NOETHBR. 

4 2 7 3 — Supondo que SI é soma directa de ideais 
bilaterais simples 31 = 31i + + 3Í„, se for £8 um 
ideal bilateral de 31, provar que é 

ai = 33 -t- 3íif + ••• + 2Í„ 

4 2 7 4 — Dado um módulo ÜJl — Cl, provar que a tota-
lidade dos endomorfisraos-n que aplicam 3Í1 num 
submódulo 9Í — ri constitui um anel. 

Provar que este conjunto constitui um ideal es-
querdo em relação à totalidade dos endoinorfismos-íl 
cie an • 

4 2 7 5 — Provar que num grupo finito são válidas 
as duas condições de cadeia. 

F. C. I>. — ALQEBEA SUPERIOR— i . * f r e q u ê n c i a — 2 .* 

Chamada — 15-3-54. 

4 2 7 6 — 0 comutador C dum grupo © ê o grupo 
gerado pelos elementos da forma aba-' b~' . 

Se © for o produto directo dos invariantes 

© = © i X © j X — X © , 
mostre que em que ií o 
comutador de © ( . 

4 2 7 7 — Seja 21 um domínio de integridade (comu-
tativo) e 33 o seu anel de cocientes. Prove que Sí 
tem unidade e que as características dos dois anéis 
são iguais. 

4 2 7 8 — Seja 31 um anel e 33 um seu ideal bila-
teral. Mostre que o radical de © é t U f l S , sendo 9t 
o radical de 31. 

4 2 7 9 — Se ffi for um anel em quo todo o idea! 
direito é gerado por um idempotente e em © for vá-
lida a condição ascendente de cadeia provar que Ô 
é semisirnples. 

G E O M E T R I A P R O J E C T I V A 

F . C . L . — GEOMETRIA PROJECTIVA — E x a m e final — 
6-1955. 

4 2 8 0 — Defina as gerações pontual e tangencial 
projectiva das cónicas, e enuncie os teoremas de 
DESAROUES e STCRM, e os respectivos casos limite. 

4281 — Defina homologia plana e enuncie o teo-
rema que permite definir a sua característica, e o 
respectivo corolário; defina homologia especial e 

Liomologia harmónica, enuncie as propriedades que 
respeitam às rectas limites de uma homologia, e 
defina as hornologias particulares que conhece. 

4 2 8 2 — Defina quádricas regradas,"; enumere-as; 
enuncie os teoremas que respeitam às quádricas 
duplamente regradas e os que se referem ãs gerações 
de tais quádricas mediante formas projectivas de pri-
meira espécie. 
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4 2 8 3 — Considere a circunferência inscrita num 

quadrado [A B C D], , e defina u m a h o m o -

d c 
log ia de centro no ponto S , que eonverta essa c ir -
cunferência numa parábola de direcção assintótica 
AD, passando pelo ponto S . Diâmetro con jugado 
com a direcção de AC. E ixo e vértice da parábola. 

4 2 8 4 — Defina uma hipérbole circunscrita a um 
trapézio isósceles dado [A B C D ] . Assinto tas e eixo 
da hipérbole, e um par de diâmetros conjugados . 

F, C. L . — GEOMETRIA PROJECTIVA — E x a m e d e i . * f r e -
q u ê n c i a — i . * chamada — 8-2-57. 

4 2 8 5 — Defina project iv idade entre duas formas de 
1.* espécie. Defina semelhança e igualdade . Escreva 
a equação duma pro ject iv idade . Supondo esta em 
coordenadas abcissas escreva as coordenadas dos 
pontos unidos. 

4 2 8 6 — Defina involuçao circular. Considere ura 
feixe em involuçao circular. Pelo centro S do feixe 
faça passar uma circunferência e construa, justi f i -
cando, o seu. eixo de project iv idade e o seu polo . 

4 2 8 7 — D e f i n a elementos con jugados e elementos 
polares em relação a uma cónica. D i g a como se pode 

aproveitar uma cónica para definir uma involução 
sobre as formas de primeira espécie do seu plano. 

4 2 8 8 — Num eixo orientado r de or igem 0 esta-
beleceu-se uma correspondência entre as pontuais p 
e p' tal que a distância PP1 iguale constantemente 
o triplo de OP. 

a) Esereva a equação dessa correspondência; c las -
sifique-a, justif icando. 

b) Determine os pontos de tuga, norma e pontos 
unidos. 

c) Considere a pontual p projectada a partir de 
S e a pontual p' a partir de S', estando S a S' 
equidistantes de r (distância 6 cm) . Classifique a 
correspondência entre os dois feixes obtidos. Trace uni 
par de raios homólogos paralelos e um par de raios 
homólogos cruz ando-se à distância de 3 cm de r . 

4 2 8 9 — A o ponto M de r faz-se corresponder o 
ponto M' de r tal que a soma dos inversos das suas 
distâncias a u m ponto fixo A è igual a 2. Equação 
da correspondência e sua classificação. Pontos unidos 
(determinação gráfica e analitiea). Procure o lugar 
dos pontos que projectam ortogonalmente os pontos 
unidos. Considere >S'0 um desses pontos mais afasta-
dos do r . Projecte a partir de S0 as duas pontuais 
e determine um par de raios homólogos com a incl i -

JT 
naçao mútua de — . 

4 

n 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F , C. L . — CAI.CUI.0 INFINITESIMAL — 1 . " F r e q u ê n c i a 
— i.* chamada — 11-1-56. 

4 2 9 0 — Considere a quádriea de equação 

xz + Zy*- + 2 — 9 = 0 . 

a) Determine o seu centro e direcções principais. 
b) Classifique a quadrática. 
c) Seja E o sub-conjunto de Ü3 formado pelos 

vértices da superf íc ie . 
Como são constituídos o derivado, o interior, o e x -

terior e a fronteira do conjunto E? 
d) Escreva uma equação canónica da quádriea. 

4 2 9 1 - Seja 

(3= = íi x' 4- h y' 4- I3 z1 + a* 
y — MT x1 + MZ y' - f dí3 Z' 4 -
a = mi x' f n2 y' +• "a z' + ao 

uma transformação de coordenadas. 

а) Qual a condição para que a transformação seja 
ortogonal , isto é, para que tanto as coordenadas 
x ,y ,z como x' , y', z' d igam respeito a triedros 
tr i -rectângulos ¥ 

б) Se for uma função com derivadas 
de segunda ordem e se operarmos a transformação 
indicada mostre que 

8 » / Pf #f ^»f &f frf 
d X» òy1 àzt dy1* dã'1 

se a transformação for ortogona] , 
c ) N o caso particular em que f é pol inómio do se-

gundo grau em x ,y ,<s mostre que a igualdade ante-
rior nos conduz a um dos invariantes conhecidos da 
teoria das quádricas. 

F. C. L . — CÁLCULO INFINITESIMAL — 1.* F r e q u ê n c i a 
— 2.* chamada — 18-1-56, 

4 2 9 2 — Defina conjunto complementar de um con -
junto , indique a classif icação dos pontos de um con-
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junto que resulta rias relações deste com o seu c o m -
plementar. Defina fronteira de um conjunto e enuncie 
os teoremas que respeitam a tal conce i to . 

4 2 9 3 — Vectores colineares e cop lanares : def ini -
ções, posição relativa e condições necessárias e sufi-
cientes para que tais casos se verifiquem, 

4 2 9 4 —- Funções de variação l imi tada : definição e 
propriedades. 

Considere em particular o caso das funções cont i -
nuas de var iação l imitada. 

4 2 9 5 — Dada a quádrica de equação 

~ 8xy + 'òy* - + 5 = 0 

a) determine o seu centro c planos pr inc ipa is ; 
6) classifique a q u á d r i c a ; 
c ) Seja E o sub-conjunto de (espaço ordiná-

r io ) assim const i tu ído ; P pertence a E Be e só se o 
ponto P pertence a um diâmetro principal . Dar as 
coordenadas de 3 pontos de E , não col ineares e in -
dicar c o m o são constituídos o derivado, o interior, o 
exterior e a fronteira de E . 

cí) Escreva uma equação canónica da superfície. 

4 2 9 6 — Seja <t>=/( i í ) uma função derivável qual -
quer da variável 

ti = lx-\-my-\-m — et 

com l , m , n e c constantes. 
o ) Mostre que verifica a igualdade 

()!<!> tf® d1® 1 t)71> 
Jxt + + = 

desde que t , m e n representem os cosenos d irec -
tores de uma direcção. 

b) Que valor deve ter a variável t (considerada 
como parâmetro) para que o plano 

£x + my + n 2 — c / = 0 

fique tangente ã quádrica 

2x — 3xy — 2 z = 4 ? 

L S. T . — CXLCULO IHFINITF.s™«. — E x a m e de F r e -
q u ê n c i a — 1 1 - 2 - 5 7 . 

4 2 9 7 — Seja V(x,y,z) uma função homogénea 
de grau n e harmónica, e r o vector da distância 
xl +y J K. Determine as condições para que o 

vector r[\(r j\ gradV) 

а) seja um gradiente 
б) seja um rotacional 
o ) seja harmónico. 

4 2 9 8 — C o n s i d e r e a f a m í l i a de p a r á b o l a s 
y = 3 a? a® — a e determine a sua envo lvente ; 
determine a envolv ida correspondente a o ponto 

^sc = — , y — — 2 j da envolvente e o raio de cur -

vatura da envolvente e da envolv ida nesse ponto 

a — parâmetro da família. 

4 2 9 9 — Considere duas funções / ( x , y ) e <7 (x ,y ) 
contínuas o deriváveis num domínio e anulando-se 
num ponto ( o , b) desse domínio . Deduza por apl ica-
ção da fórmula de TAYLOB, as condições para que 

IÂm f (-e i y) 
*S p(a>) y) 

seja bem determinado. 

4 3 0 0 — Demonstre que as projecções duma curva 
torsa sobre os seus planos rectif icante o normal toma-
dos num ponto, apresentam nesse ponto, respectiva-
mente, uma inflexão e uma reversão. 

F. C. L. — CÍLCULO IAFINITESIÍIAL — 2 . ' F r e q u ê n c i a — 
2,- Chamada — 7-5-57. 

4 3 0 1 — Defina comprimento de um arco de linha 
rectif icável, indique uma condição necessária e sufi-
ciente para que uma linha plana seja rectificável e 
enuncio as propriedades que respeitam às linhas pla-
nas rectificáveis. 

4 3 0 2 — Defina envolvente de uma famíl ia de super-
f íc ies , característ icas e aresta de reversão; enuncie as 
propriedades da envolvente e aplique os conceitos defi -
nidos à determinação da equação geral das superf í -
cies ci l índricas. 

4 3 0 3 — Defina contacto de ordem n entre uma 
linha e uma superfície, escreva as condições analíti-
cas para tal contacto, interprete geometricamente as 
condições de contacto da 1." o rdem; defina conceito 
de oscu lação ; indique, justi f icando a ordem de con-
tacto do plano osculador num ponto duma linha torsa 
e defina plano osculador estacionário. 

4 3 0 4 — Determine e caracterize os pontos s ingu-
lares da curva plana de equação 

2 X* + 6 X Y? — 3 X» + 3 Y* - 0. 
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4 3 0 5 — Determine uma equação cartesiana da su-
perfície que é o lugar geométrico das perpendiculares 
ã superfície de equação 

a1 y1 = & * — es) 

conduzidas pelos pontos da geratriz de equações 

z c , xtfb^^c2 —•cty^O 

sendo a ,b e c constantes. 

I. S . T . — CÁLCULO IHFIDITESIMAL — 1 . ° e x a m e d e f r e -
quênc ia ~ 27-6-56. 

4 3 0 6 — Calcule A 
ff w 

sendo r o vector da dis-

tância x I + yJ + zK. É dada em coordenadas 

- ; Quais as linhas polares a função V = , 
1 + cos 0 

equipotenciais correspondentes a V? Calcule gradV 

4307 — Determinai' x,y, z tais que x+y + z — A1* 
e que tornem x" y4 z' máximo. ( í í , a, b , c niímeros 
dados). 

0 conceito de superfície equipotencial e de gradi-
ente poderá ajudar a classificar o ponto de estaciona-
r idadeí Aplique. 

4 3 0 8 — Se uma curva plana é dada em coordena-

das polares r = / ( G ) c se ü = - i . mostre quo a 
r 

(d? ü \ 
curvatura da curva é dada por —- f- 171 sen3 ti 

V d fl3 / 
sendo fy o ângulo entre o raio vector e a tangente. 

4 3 0 9 — Quando è que uma linha assintótica duma 
superfície pode ser também uma geodésica"? Inter-
prete neste caso o teorema de MEUSNIER. 

4 3 1 0 — Sabendo que as linbaB de curvatura duma 
superfície podem ser definidas como sendo as curvas 
em que as normais à superfície admitem envolvente, 
quando é que uma linha de curvatura poderá ser geo-
désica? Poderá justificar a definição de linhas de 
curvatura, dada anteriormente ? 
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117 — J. BASS — Curso de Matemático — Masson 
et C.1«, Editeurs—916 pags. 8.500 f r s . - P a r i s , 1956. 

Este livro contém, com alguns complementos, a ma-
téria dos cursos que o Autor professa na Escola 
Nacional Superior de Aeronautica e na Escola Nacio-
nal Superior de Minas de Paris. 

Destina-se assim aos alunos das grandes oseolas de 
engenharia mas prestará também óptimos serviços 
aos candidatos à licenciatura em ciências físicas. 
O leitor deverá já possuir determinados conhecimen-
tos elementares de análise e geometria analítica e 
poderá aumentar notavelmente a sua cultura mate-
mática com o objectivo de obter uma boa especiali-
zação técnica. 

A obra não é um tratado de matemáticas aplicadas; 
não se utiliza a linguagem das aplicações o o leitor 
não tem necessidade de possuir previamente determi-
nados conhecimentos técnicos. Pelo contrário é atra-
vés das aquisições no campo matemático que poderá 
em seguida abordar a mecânica, a hidrodinâmica, a 
resistência de materiais, a física geral, a electrici-
dade, etc. 

O autor nunca perde a oportunidade de mostrar, 
sob forma de exemplos, como se aplicam as matemá-
ticas. Mas estes exemplos que são particularmente 
orientados para a mecânica racional não constituem 
passagens essenciais na estruturação do curso e podem 
ser deixados de lado num primeiro estudo. 

So bem que o livro não seja escrito para futuros 
matemáticos, está apresentado sob forma ptecisa e o 
Autor nunca deixou de manter relativo rigor ao longo 
de toda a obra. Entretanto, para redigir em cerca de 
í)00 páginas os elementos que constituem a cultura 
matemática de base dum engenheiro tornou-se neces-
sário entrar em certos compromissos. Se se não hesitou 
em utilizar as teorias modernas quando estas pode-
riam simplificar a exposição, reduzia-se no entanto 
sensivelmente as passagens puramente abstractas que, 
sem inconvenientes de maior, são apresentados sob 
forma intuitiva, 

Para que as teorias expostas se tornem provei-
tosas o Autor faz a respectiva aplicação sob a forma 
de exercícios. Muitos exemplos são assim apresenta-
dos no texto e por meio deles se indica como efectuar 


