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Mafemáficô clássica ou matemática moderna, 
no ensino secundário? 

por Emrno Câslelnuovo 

A esta interrogação, nova entre as muitas 
que pOe o ensino da matemática, responde 
um livro deveras interessante {•), publicado 
recentemente pela <t Commission Internationale 
pour Vétude et l'amélioration de l'enseignement 
des mathématiques!). A Comissão é formada de 
pessoas que, em campos diversos — psicoló-
gico, metodológico e prático — procuram dar 
uma contribuição à melhoria do ensino da 
matemática; ó por isso composta, quer por 
conhecidos matemáticos, lógicos, psicólogos 
e pedagogistas, íjuer por modestos professo-
res que, com atentas e pacientes experiências, 
estudam a questão dum ponto de vista prá-
tico. Os membros da Comissão reúnem-se 
periòdicamente, a fim de coordenar experiên-
cias, estudos e relatórios; desde 1950 reali-
zaram se nada menos de nove encontros 
internacionais : em Inglaterra, Bélgica, Suíça, 
França , Luxemburgo, Alemanha, Holanda, 
Itália e Áustria. 

Até agora a Comissão não tinha conside-
rado oportuno publicar estudos e só as expo-
sições orais feitas pelos vários membros nos 
respectivos países davam uma ideia do movi-
mento tão activo e moderno que animava 
o espírito dos organizadores. Hoje, com este 
livro que reúne vários artigos, a Comissão 
apresenta-se em forma oficial ; os autores são 
seis dos seus membros fundadores : um psi-
cólogo, JUAN PIAGET, professor das Univer-
sidades de Genebra e Paris, um lógico mate-

{ ' ) J . PLAOKT, E , W . BBTH, J . DLEUBONHÍ, A. LTCHIJK-
Bowicz, G. CHOQUKT, C. GJITTKQNO, nL'enseignument cies 
mathématiques», Edit ions Delacliaux et Nie»tl6, Neu-
châttil (Suíça) . 

m á t i c o , E W A R T W . B E T I I , p r o f e s s o r d a 
Universidade de Amsterdam, três matemá-
t i c o s , JEAN DIEUDONSÉ, p r o f e s s o r d a N o r t h -
western University, Evanston (E .U. A), ANDRÉ 
LH;HNEROWICZ, professor do Collège de 
France, GUSTAVE CHOQUET, professor da 
Universidade de Paris, e finalmente o peda-
g o g i s t a CALEB GATTEQNO, p r o f e s s o r d o I n s -
tituí of Education da Universidade de Londres, 
o qual como secretário geral da Comissão 
organiza os vários congressos e é verdadei-
ramente a alma deste movimento. 

Os seis artigos não foram coordenados 
entre si, mas, embora sejam diferentes os 
pontos de vista e as concepções de cada um, 
apresentam ôles uma tão acentuada continui-
dade que a passagem de um trabalho para 
outro não constitui para o leitor uma brusca 
transição de ideias. Na verdade, através de 
análises psicológicas, estudos lógicos, consi-
derações históricas e pròpriamente matemá-
ticas, visam todos um fim único : o ensino da 
matemática, à luz das modernas concepções 
cientificas. " 

0 livro abre com um confronto de PIAGET 
entre nas estruturas matemáticas e as estru-
turas operatórias da inteligência». Depois de 
salientar que a diferença entre a matemática 
clássica e a matemática moderna está no facto 
de a primeira pOr na base da construção 
matemática os elementos simples (tais como 
os números inteiros, o ponto, a recta, etc . ) 
e a segunda uin sistema operatório, isto é uma 
série de estruturas, o autor referiu as ideias 
essenciais da escola BOUKBAKI, segundo as 
quais as três estruturas principais, sobre as 
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quais assenta o edifício matemático, são : as 
estruturas algébricas (de que é protótipo o 
grupo), as estruturas de ordem (de que é um 
caso particular o reticulado) e as estruturas 
topológicas. Ora, PIAQET, através duma série 
de atentas e minuciosas experiências sobre 
a génese e o desenvolvimento das operações 
aritméticas e geométricas na mente da crian-
ça, conseguiu demonstrar que as «étapes* 
fundamentais na aprendizagem dos conceitos 
matemáticos correspondera precisamente aos 
três tipos de estruturas matemáticas. Veri-
fica-se que. na criança, nascem mais ou menos 
no mesmo período as estruturas de tipo algé-
brico (por exemplo, a compreensão da rever-
sibilidade das acções, da inclusão duma classe 
parcial A numa classe total lí), as estruturas 
de ordem (a seriação: são j á clássicas as 
experiências de P I A G E T sôhre a maior ou 
menor dificuldade que tem a criança até aos 
6 7 anos de dispõr por ordem de alturas 
várias réguas) e as estruturas topológicas (a 
ordem da formação das noções geométricas 
DO desenvolvimento • expontâneo da criança 
não se ajusta de modo nenhum à ordena his-
tórica das étapes da geometria: as questões 
topológicas são aprendidas muito antes das 
questões euclidianas). 

Não é necessário comentar um estudo deste 
género: podem facilmente imaginar-se as 
imensas consequências que podem ter tais 
problemas, num primeiro ensino da matemá-
tica. É este o único artigo que diz respeito 
ao ensino elementar; os capítulos seguintes 
referem-se ao ensino secundário. 

Ao estudo de P I A G E T segue-se o artigo 
de 15. W . B E T H « R e f l e x õ e s sobre a organiza-
ção e sobre o método do ensino matemático*. 
O autor observa que o divórcio entre o ensino 
secundário e o ensino uuiversitário se vai 
acentuando cada vez mais: no primeiro, a 
matemática elementar não chega a suseitar 
um interesse cientifico; no segundo, as teo-
rias cada vez mais complexas a que é con-
duzida a investigação moderna revelain-se 

pouco susceptíveis de virem a ser incorpora-
das no ensino secundário. F E L I X K L E I N tinha 
procurado lançar uma ponte entre a mate-
mática elementar e a matemática superior, 
mas tratava-se mais de renovação de méto-
dos que de mudança de programa. Hoje — 
afirma UETH — as modernas investigações so-
bre os fundamentos da matemática levam nos 
a compreender como algumas vezes (por 
exemplo, para esclarecer a diferença entre a 
estrutura dos números racionais e a dos nú-
meros reais) é impossível chegar a uma ex-
plicação exaustiva e criticamente perfeita se 
se insiste em permanecer no domínio da ló-
gica elementar e evitar qualquer referência 
a noções que competem à teoria dos conjun-
tos. É por isso que o autor seria favorável 
a adoptar no ensino secundário o método 
axiomático, abandonando o método genético. 
Termina o artigo uma análise aprofundada 
das relações entre lógica e psicologia para os 
fins do ensino ; B E T H declara-se abertamente 
contrário à tendência de exagerar a impor-
tância da psicologia nos problemas de didác-
tica matemática e sublinha o valor e o alcance 
dum ensino rigidamente lógico. 

Os três artigos que se seguem, os de D I E U -

DONNÉ, L H IIÍÍKROWICZ e CHOQUET versam 
sobre questões que se referem estrictamente 
à matemática, ao programa e aos métodos de 
ensino desta disciplina na escola secundária. 

J . DIEUDONNÉ, no seu trabalho *A abstrac-
ção em matemática e a evolução da álgebra» 
começa por responder à pergunta clássica 
«Qual é o objectivo do ensino da matemática 
Não são — diz ele — as questões em si, por 
vezes esmiuçadas e subtilizarias em extremo, 
que devem formar o objecto do nosso ensino 
— mas é antes o método matemático, a essên-
cia da própria matemática que deve influen-
c iara inteligência do aluno, levando-o a raci-
cionar cada vez mais sobre noções abstractas. 
A apoiar esta tese, ele traça em poucas pá-
ginas uma história dos conceitos fundamen-
tais da álgebra, fazendo ver como todo o 
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desenvolvimento desta disciplina representa 
ama continua ascenção para o abstracto, 
ascenção da qual a introdução dos números 
imaginários constitui uma étape decisiva. Foi 
então que o matemático adquiriu consciência 
do seu poder criador de calcular sobre novos 
objectos — que não são números — em vez de 
se resignar passivamente a limitar-se aos que 
llie eram impostos pelas origens concretas 
da matemática. Um segundo acto de liberta-
ção é representado polo cálculo dos opera-
dores: foram modificadas assim também as 
regras de cálculo algébrico, ató então consi-
deradas intangíveis, e deste modo se foi tendo 
percepção cada vez mais nítida, dos dois 
constituintes fundamentais de qualquer «cál-
culo» : — os objectos sobre os quais se opera 
o as regras operatórias — estas só verdadei-
ramente essenciais. Segundo tal concepção, 
o estudo dum cálculo, ou — como se diz — 
duma estrutura algébrica, toma como dados 
de base um conjunto de objectos « um certo 
número de operações. DIEUDONNÉ conclui a 
sua exposição, admirável de clareza e vigor, 
declarando que só o método axiomático, ex-
trairia étape no sentido da abstracção, permite 
canalizar as novas descobertas matemáticas, 
classificá-las e ligá-las aos resultados prece-
dentes, simplificar a exposição das várias 
toorias, aumentando por vezes o seu alcance 
com uma análise mais aprofundada. 

O artigo de A. L K J R S K E O W I C Z € A introdu-
ção do espírito da álgebra moderna ?ia álge-
bra e na geometria elementarn vem comple-
tar o de DIEUDONNÉ, dando ideias e sugestões 
para um eficaz ensino secundário como ini-
ciação no espírito da ciência contemporânea. 
Sublinha ele que, se é verdade que só uma 
percentagem mínima de alunos virá a dedi-
car-se á ciência pura, não é menos certo que 
também aqueles que se dirigem para as apli-
cações técnicas virão a encontrar-se perante 
uma matemática que j á boje não ó menos 
abstracta, aos olhos dos conformistas, do que 
a matemática chamada pura, Nãu se trata — 

diz o autor — de distribuir dogmaticamente 
teorias abstractas da álgebra moderna, mas 
antes se deveria procurar, logo de início, fa-
miliarizar o aluno com as principais estrutu-
ras algébricas, levando-o a reconhecer pro-
priedades comuns em domínios diversos (por 
exemplo, as propriedades comuns a números 
inteiros e polinómios, as leis de composição 
em certas classes de números), questões que 
se podem tratar mesmo nos primeiros anos 
duma escola secundária. Depois, na última 
classe dos liceus, seria necessário comparar 
as várias teorias aritméticas, geométricas, 
etc., sempre do ponto de vista estrutural, 
pondo em confronto propriedades iguais e 
propriedades distintas de entidades comple-
tamente diversas (por exemplo, os axiomas 
dos grupos e as propriedades comuns aos 
deslocamentos e às semelhanças no espaço). 
LICHNEBOWIUZ insiste no facto de que, fa-
zendo deter a atenção do aluno sobre alguns 
casos elementares de isomorfismo, se poderá, 
por um lado, pór em evidência como a «natu-
reza matemática» ó qualquer coisa que não 
tem sentido determinado e, por outro lado, 
procurar destruir os comparti men tos-estan-
ques entre os diversos ramos da matemática 
elementar. 

De carácter mais particular é o artigo de 
Gr. CHOQUET «.O ensino da geometria elemen-
tar n. Declara ele, explicitamente, que escreve 
estas páginas para o professor, não para o 
aluno, mas pensa que possam fornecer maté-
ria de reflexão, para o mestre, no sentido 
duma eventual adaptação à idade do aluno. 
«A geometria elementar — diz o autor — é 
uma bela viagem, mas o seu ponto de partida 
tem muitas vezes lugar numa sombra cheia 
de dúvidas e o caminho seguido atravessa 
profundos pântanos, como o dos deslocamen-
tos e o da orientação, dos quais não se sai 
sem a sujeição ao suplício chinês do pau». 
Depois de fazer uma crítica minuciosa e bri-
lhante dos usuais livros de texto, G . CHOQUET 
põe as basea dum desenvolvimento do curso 
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de geometria elementar, a partir da geome-
tria da recta, passando depois à do plano e ao 
estudo das isometrias e da orientação, e dá, 
com este trabalho, uma contribuição nova e 
original ao estudo dos fundamentos da geo-
metria. Não é possível resumir brevemente o 
artigo e por isso relegamos os colegas à lei-
tura directa, com a certeza de que encontra-
rão ali matéria de aprazimento intelectual. 

Depois de todos estes artigos, densos de 
ideias e de sugestões, mas que, embora tendo 
em consideração o aluno, estudam o problema 
da didáctica matemática de um ponto de vista 
teórico, chega-se ao último capítulo «A pe-
dagogia da matemáticat>, onde o autor, C. 
GATTEGSO, nos coloca no meio estudantil; 
este capitulo interessa portanto particular-
mente ao professor da escola secundária. Os 
pareceres de G-ATTEGVO são assim resumidos 
nas suas palavras: nO leitor terá j á encon-
trado nos capítulos precedentes dados rela-
tivos aos factores psicológicos e matemáticos. 
Trataremos aqui do ensino pròpriamente di'0 
e mostraremos como o programa pode ser 
tornado funcional, isto é, pode ser concebido 
como síntese dos diversos factores». Pre-
tende o autor servir-se, precisamente, das es-
truturas mentais já existentes na mente da 
criança e conceber um programa que, basean-
do-se nestas, tenha especialmente em conta 
as dificuldades que encontra o aluno, ao pas-
sar duma estrutura mental a outra. Segundo 
GATTBUNO, não É o particular mas o geral 
que interessa a criança ; é a acção do pro-
grama e a do professor que constrangem a 
sua inteligência a confinar-se dentro de certos 
limites e é por esta razão que, muitas vezes, 
o ensino da matemática resulta difícil e pouco 
atraente. No ensino da aritmética, por exem-
plo, pode conseguir-se em breve tempo que 
os alunos se libertem do numérico, para to-
mar consciência, mesmo que seja de modo 
intuitivo e quási por brincadeira, de pro-
priedades gerais das várias operações, e pas-

sar depois ao campo da álgebra. Aqui, 
sempre tendo em vista concepções gerais, 
insistir-se-á muito mais sobre a reversibili-
dade das operações e sobre o dinamismo das 
fórmulas (isto é, sobre os vários aspectos que 
uma fórmula pode tomar) do que sobre o 
resultado. Observe-se, além disso, que o con-
ceito de função que tem o aluno nestas idades 
ó muito mais largo do que aquele que nós 
queremos impôr-lhe, quando lhe oferecemos 
exemplos simples e construídos de propósito. 
Sobre a base destas ideias, GATTEGNO esque-
matiza um programa de álgebra para os ra-
pazes dos 11 aos 16 anos, programa que, aos 
nossos olhos, pode parecer excessivamente 
abstracto, mas que é sem dúvida nenhuma 
interessante. 

Para o ensino da geometria não é proposto 
um programa como para a álgebra, mas os 
exemplus e as sugestões que se dão, verda-
deiramente dignos de serem tomados em con-
sideração, j á por si só ditam um programa. 
GATTEÜSO declara-se absolutamente contrário 
a um ensino dedutivo que, partindo de certas 
premissas, obrigue a chegar a determinadas 
consequências, legando o rapaz a percorrer 
uma via prèviamente traçada. Propõe ele, 
portanto, um estudo que não imponha uma 
«camisa de fôrças» ao aluno, um estudo ba-
seado sobre a tomada de consciência de de-
terminadas «situações». Por exemplo — diz 
GATTEGNO — nas primeiras lições de geome-
tria (pelos 11 anos de idade), dar se ia ao 
rapaz um compasso, deixando livre campo à 
Bua fantasia para desenhar o que quisesse. 
A partir de unia série de desenhos ordenados 
e desordenados, índice, eles próprios, de in-
teresses estéticos e de momentos psicológicos, 
o aiuno seria conduzido, numa segunda fase, 
à observação de duas famílias de círculos 
concêntricos e poderia, ajudado com raras 
intervenções do mestre, chegar a uma tomada 
de consciência matemática: a simples obser-
vação e percepção conduzi-lo-ia portanto, a 
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pouco e pouco, a organizar o seu pensamento 
e, daquelas premissas instrumentais, ele po-
deria fazer brotar relações e consequências 
até inesperadas. Propriedades e questões, que 
estamos habituados a tratar numa certa or-
dem e que são muitas vezes «atomizadas», 
fundir-se-iam num todo único. E , a pouco e 
pouco, a estrutura de cada particular situa-
ção levaria a conceber o método axiomático 
relativo àquela determinada situação, porque — 
diz com acerto o autor — «averiguar aquilo 
que basta postular para obter tudo por via 
dedutiva é um luxo que a ciência se permite, 
só depois de ter acumulado um certo número 
de factos*. Ele acha por isso que uma revi-
são do programa dum ponto de vista dedutivo 
só deveria fazer-se no fim da carreira escolar. 
Como se vê, trata-se dum ensino da geome-
tria em que falta uma linlia contínua, no sen-
tido que estamos habituados a conceber; é 
uma série de assuntos organizados sobre o 
plano das estruturas, mas livres; ó um en-
sino por centros de interesse, em que cada 
centro é provocado por um impulso particular. 

Com quanto haja, sem dúvida, um parale-
lismo entre o ensino da geometria e o da ál-
gebra sugeridos pelo autor, paralelismo de-
vido ao sentido de largueza e de libertação 
que se pretende esteja na base de ambos, 
nota-se uma considerável diferença entre as 
duas didácticas, sendo a geométrica muito 
mais perceptiva, mais visual e portanto me-
nos abstracta do que a algébrica, aplicada na 
mesma idade. 

Cada um de nós é levado pela leitura deste 
artigo, que pode, à primeira vista, parecer 
excessivamente original e afastado das nossas 
ideias, geralmente mais moderadas, a uma 
reconsideração do programa e da nossa ma-
neira de ensinar; ninda por esta razão, o 
trabalho de GATTIÍÍINO, oferecendo contínuos 
estímulos de revisões, de crítica, de discus-
são, traz em si uma contribuição notável ao 
problema em questão" 

* 
* * 

Depois de ter referido cada capítulo deste 
livro, verdadeiramente original e fascinante, 
pouco resta a concluir, porque o livro não 
quer concliiir, quer deixar aberto o pro-
blema. Um problema discutido por matemá-
ticos de profissão e pedagogistas, por lógi-
cos e psicólogos; cada um deles expês, de 
modo magistral, as suas ideias sobre o mesmo 
assunto: «o ensino da matemáticas. Compete 
agora a cada um de nós encontrar nestas pá-
ginas matéria de reflexão e de trabalho e dar 
uma contribuição ao movimento que se está 
difundindo em todo o mundo para inspirar a 
didáctica matemática em critérios mais mo-
dernos. 

N. lia R. — Em consequência da demora He publi-
cação da «G. M u o da subsequente acumulação de 
original, sai este artigo com atraso considerável, do 
que pedimos desculpa á nossa distinta colaboradora, 
bem como aos leitores. 

«Princípios c/e equjVa/ênc/a sobre equações» 
por H e n r i q u e Vero/ Merques 

A importância primordial de que se reveste 
o estudo dos princípios de equivalência de 
equações leva-nos a abordá-lo no presente 
artigo. Presume-se que se torne útil dissecar 
tal matéria por se crer que, nem sempre, o 

estudante de liceu lbe atribui a importância 
que ela, inegavelmente, merece. Basta ter em 
atenção que sendo o objectivo fundamental 
da Álgebra a resolução de equações, tal 
objectivo só poderá ser atingido se se conhe-


