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fracção seja positiva que os seus termos tenham o 
mesmo sinal. Por conseqüência a desigualdade pro-
posta será satisfeita quando o fôr um dos sistemas 

j 2x*+3x + l > 0 j 2 x - + 3 x + l < O 
j x í - 5 x + 6 > 0 x'' —5x4-6 < O. 

As raízes do trinómio 2xJ + 3x-|-l são x = — 1, —1/3 
e, como o coeficiente do termo do 2." grau é posi-
tivo, o trtnòmio ê negativo para os valores de x do 
intervalo ( — 1 , —1/2} e positivo para os restantes. 

Pelas mesmas razões, o trinómio x2—5x^6, 
cujas raízes são x = 2 , 3 , negativo para os valores 
de x do intervalo (2 ,3) e positivo para os outros. 

Reconhece-se imediatamente que o sistema a) e, 
portanto-, a desigualdade proposta são satisfeitos 
para todos os valores de x satisfazendo a uma das 
três condições x < — 1 , — 1/2 < x < 2 , 3 < x , 
e que o sistema b) é incompatível. 

1 
a 2>' 

-1,0003, e = cos 118a 32'. R : Note-se que 

x = - • </ b ' y , ou substituindo valores 

8 ) 4 — Calcular x = a . / b . . / — onde a — 

VL _ _ 
Vi.oooa^t^feuisçaÈji 

l o g r -

_ t/1,0003. V c o s g 61° 28' 
2io/j gjüTO 

1/aXog 1,0003 = 1/2 . 0,00013 = 0,00007 
+ 2/3 log cos 61° 28 '= 2/3.1,67913 = 1,TS60Í> 
+ 10/3 colog 2 = 10/3. í ,6981)7 =2,99657 

logx = 2,78273 
x=0,060635 

815 - De unia pirâmide quadrangular regular 
conhece-se a razão X=í/A do lado da base e da 

altura. Exprimir em função de Ã o cociente da 
área de uma das faces pela área da secção plaua 
que passa pelo vértice e por uma das diagonais 

da base. R : Ã B = BC = CD = DÃ = 1, V P = h f 

PM —1/2i V M - l / h ^ F F / i , Ã C = l . / 2 , [ABV] = 

- L / 2 1 ^ h » + l V 4 , [ A C V ] = l / 2 H / 2 h f [ A C V ] = 

/h?-f- i-74 _ j\_ _ tf 
~ V 5E* 'V â + T ' 

816 —Resolver um triângulo isásceles oonhe-
ceado a base b e o perímetro p . Aplicação nu-
mérica ; 6=12,4 metros >> = 51,9 metros. 

— — p —b — -A U DA D — " A Tl R : Tem-se : AC - b , BA - BC , AP = 2 ' 
12, S _ ^ ^ 

= , C - A , B = 180® —2 A , cos A = - , „„ „ , 
p - b 39,6 

Aplicando logaritmos; l o g c o s Â = l o g l 2 , 3 - r 
+ colog 39,6 = 1,08991 + 2,10230 = 1,49221 donde 
£ = 7 1 " 5 4 ' 1 5 " . 1=19,8, Â = Ç = 7 1 ° 54' 15', 
S = $ 6 » U ' : 3 0 " . 

817 — Achar os pares de números que têm por 
m. d. c. 100 e m, m. c. 3.000. R : Sejam x e y os 
números pedidos, sabe-se que xy = 100x 3,000. Por 
outro lado, será x = p , 1 0 0 , y = q , 1 0 0 com p Í q 
primos entre si. Logo i p q = 3 0 , donde 
I p = 1 , 2 , 3 , 5 i x = 100, 200 , 300,500 
1 q = 3 0 , 15, 1 0 , 6 e j y=3.000,1 .500,1 .000, 700. 

Soluções dos n." 812 a S17 de A. Sá da Costa. 

C o n t é m pontos da prova de matemát i ca d o s exames de 
aptidão de a n o s l e c t i v o s a n t e r i o r e s o s s e g u i n t e s números 
da e G a z e t a de M a t e m á t i c a - : J . % 3, 4, 5, 6, 7 e 8. 

MATEMÁTICAS G E R A I S — Á L G E B R A S U P E R I O R — C O M P L E M E N T O S DE Á L G E B R A 

F. C. L. — Alguns pontos do 1.° exame de freqüência, 
Março de 1941 

818 —Calctite a derivada da função y definida 

pela equação cosec xy + .v2+ y2 = L arctg — • 
y 

R : A derivada pedida é dada pela equação 
y + 2 x + ( x + 2 y ) y ' 

2^/xy+x í +y i ! 
cosec \/xy + x--f y-. 

• cotg m w + y t " + + - Ü • 

819 — Determine m e n de modo que a equa-
ção 2.r9 - 13A» + i<j.v" + 31.v« - 107.** + 9 8 ^ + 6*3 -
— 36;v3-h mx-j « = 0 admita a raiz dupla zero e re-
solva-a. R : A equação admitirá a raiz zero dupla 

se m=n = 0, .-} decomposição do i.° membro da 
equação em jactores binomiais é a seguinte 

2 x- {x —I) (x—3)2 ( x + 2 ) (x-hl/2) [<x-j-l)-+l]. 

8 2 0 — Sabendo que c è raiz da equação 
0.1^ +(b — ac) x!'~bcxi~bx2—(a—bc) a- + « c = 0 de-
termine as outras raizes. R : As raízes são 
c , ± 1 , ( - b ± \/b'! -- 4a*) /2a . 

821 — Resolva geometricamente o problema: 
«São dados o número £fj = r ( cos a — i sen a) e u m 
número positivo p. Determinar um nümero z de 

modulo f tal cjue seja imaginário puro*. 

Discutir (possibilidade e número de soluções). 
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Posições relativas das imagens dos cocientes 

— quando há soluções. 

8 2 2 — Calcule os máximos e mínimos da função 
y = eVíTT) # ^; Máximos (e , K 7 r , e) , mínimos 
l e ^ ^ . l / e ) , K inteiro. 

8 2 3 — D a d a a equação . r 1 - ! . v J - 2 0 . r ! + l = 0 
verifique se ela admite raízes racionais e separe 
as raízes reais servindo-se do teorema de Rolle, 
Calcule para a maior raiz negativa os dois valo-
res inteiros n e w-J-1 mais aproximados (por 
defeito e por excesso) e, a partir dèstes valores, 
calcule uma 2." aproximação dessa raiz pelo mé-
todo das partes proporcionais. 

8 2 4 — A que condições devem satisfazer os 
números reais p, q , r e S para qtle as raízes da 
equação j^- i -px^+qx^+rx- f -s—0 se jam três nú-
meros com o mesmo módulo cujas imagens cons-
tituam os vért ices duro triângulo eqtlilátero í 
O b s . : O enunciado pretende que as raives da equa-
ção sejam três números com o mesmo módulo, 
cujas imagens constituam os vértices dum triân-
gulo equilátero, mas a equação é do quarto grau, 
O enunciado pode não ser bem interpretado, por ser 
lacónico em demasia. R : Em virtude do enunciado, 
das quatro raises da equação uma será dupla e 
esta tem de ser real porque, se o não fosse, a equa-
ção só teria duas raízes distintas. Então a equação 

V ^ i 
2 W^) admitirá as raises ? (dupla), f 

— j (dupla), p±y^- i^J, com p > 0. As fórmulas 

i -f- c,3 X P i de Viete dão p = ± p , q — 0 , 
pectivamente. 

8 2 5 — Calcule a soma das raízes primitivas de 
índice 13 da unidade positiva. R : A soma cujo 
cálculo se pede é nula, porque é nula a soma das 

raises de indir.e n da unidade ™ T ; z. ~ "*' z1 

0 onde z/' = l ( j -=0 , 1 , n — l ) e por 

S = 2 Z; - 2 

= 1 - 3 
ser z uma raiz primitiva de índice n da unidade. 

8 2 6 — Calcule as duas primeiras derivadas da 
fuução y definida pela equação f ( x , y) = 0 oude 

f ( x , y ) ê uma função homogénea. Deduza do re-
sultado a forma da função y. R : A equação 
i (x ,y) = 0 , nestas condições, definirá uma ou mais 
funções tòdas da forma y — k X , Em geometria 
plana í (x , y) = (> representa ttm conjunto de rectas 
passando pela origem. Em geometria no espaço, 
um conjunto de planos contendo O z . 

827 —Calcule lim 
n. - X 

a a 
cos — -1- p s eri — 

m m 
R ; Fazendo p = tgu vem lim [sen(' j+a/m)]"" = L 

e tem-se L = 0 se u ^ 2 k - + i7,2f 1 se ? -21c i r+ir/2 . 

8 2 8 — E s t u d e a variação do número das r a í z e s 
reais da equação /i*'—l.v3—12.T;-f->.^() quando 

varia de - c a a -f-oo. 

8 2 9 — Calcule os máximos e mínimos da função 
a+ x 

y = a r c t g - onde a > 1 . 
a—x' 

8 3 0 — - D e t e r m i n e para p e q valores rac ionais 
de modo que a equação +/.v5 + íl.t"1 + 22JC' + 
+ í) = 0 admita a raiz /̂g e resolva a 
equação. R : p = —12, q = — 6 0 . 

831 — Determine >« e n de modo que a e q u a -
ção .t,-t-4.v3 —2.r--j-ju_K4 tenha apenas duas 
raízes distintas. R ; Senda a e b as duas raízes 
da equaçãot será m — 2 (a* b-t-ab^l, n — a- b- , ou 
m ! = a- b ! . 1 (a + b) J — lGn . Todos os valores de 
m e n a/isfazendo a m1 = 16 n fazem correspon-
der /} equação apenas duas raises distintas. 

8 3 2 —Calcule lim } • R : Sendo L 
•i-oe \ 2 / 

o limite, tem-se sucessivamente 

log lim x - log-
-f-b"-1 

= I i m 
l o g l / 2 t a " * + b" * ) 

=• lim 

. _ 2 " o o l/x 
l / 2 ( - l / x * H a " * loga + b " * - l o g b ) 

1 / 2 (a1 '1-t-b1 '*) ( — l / x 1 ) 

—1/2 (log a-f-log b)--Iog j/ãb — (/ãb , 

8 3 3 — Sabendo que —i é raiz primitiva de ín-
dice « da unidade positiva, determine n . 
R: n = 41 porque o argumento de —i pode escre-

2 . 3 p i r 
ver-se — —— com p inteiro e 3p e 4 p = n 

serão primos, sempre que c SÓ quando p = l , por-
tanto, n -=4 , 

8 3 4 — Determine o polinómio mais geral f(x) 
de grau tn , divisível pela sua derivada e tal q u e 
/ { 0 ) = 1 e f(1) = 0 , Just i f ique. 

t. S, C. E. F. — I." exame de freqüência, 3-2-41 

8 3 5 — Veri f icar a identidade 

(1+1)" — ^ c o s ^ p + í s e n ^ - J ' { 1 — »')". R : Note-se 

que 
nir nu 

cos -—- + t sen — • Então, ( 1 + i )" 
2 J 
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8 3 6 — Determinar todos os números x que ve-
rificam a igualdade -r" = ( l -ff)". Alguns déles serão 
imaginários puros? Condições. H3 Por í e r í^- t— 

7 - ) , vem. x = 2 

2kit\ 
n — 1 ) . 

= \'Í!21 cos — + i sen 
( t 

COS — + 

2kir\ . . .. 
- — + i seYi — ( x ^ i k - M . ^ . 

dos são as soluções do sistema 

Serão imaginários puros aqueles valores de k para 
2k-rr TT 2kit 5ir 

os quais ê — = — ou — •— , isto e, k=n/8 ou n 4 n j 
k —5n/8 , Portanto, dos n valores de x , dois serão 
imaginários puros se e só se n for múltiplo de 8 . 

837 — Dada a circunferência (.v I l3 H- (_v —1)-=*1 
determinar as coordenadas do seu ponto mais 
próximo e do seu ponto mais afastado da ori-
gem. Determinar as equações das circunferên-
cias com centro em cada um desses pontos e 
tangentes aos eixos. Verificar que essas cir-
cunferências são tangentes uma à outra e ã recta 
x+y—1 Û . R : As coordenadas dos pontos pedi-

y - x 

(1— |/2/'2,1— /2y2) pira o mais próximo da ori-
gem, (1 + \/'2j2 , 1 + i/2/2) para o mais afastado, 
jEquações das circunferências indicadas (x —1 + 
+ t/2/2)* + (y—1 + \/2/2)!= ( 1 - t/2/2)'-, ( x - 1 -
- l/2/2)a + ( y - l - v/2/2)2 = ( l + /2/2)!. São tangen-
tes porque a distância dos centros i igual à soma 
dos raios. São tangentes à recta x-\-y —1 = 0 porque 
esta i perpendicular à recta y = x , que contém os 
seus centros, no ponto (1/2,1/2) de tangencia das 
duas circunferências. 

I. S. T. —Alguns pontos do l.° exame de freqüência, 1941 

8 3 8 — Sendo A e B os alixos dos complexos * 
e p (no plano de Cauchy), mostrar que o ponto Af, 
que divide AB segundo a razão AM/MB^x, é 

o afixo do complexo j , ^ * R : AM —[a—z|, 

MU = |z — e î — Z = À(z — p) donde z a + V-P 
' 1+Ã 

8 3 9 — Traçar a curva y = e~"*. sen bx (o , fi>0). 
Mostrar que tem uma infinidade de máximos, cujos1 

valores formam uma progressão geométrica, e 
b 

que estão súbre a curva y = — c + i* 

8 4 0 — Calcular : 1 i m quando é 
- t» x" -f- 1 

1 ° ) 0 < X < 1, 2,°) 1 , 3 .») .V > 1. R : L.U) - 1 , 
2.°) 0 , 3.°) 1 . 

841 — Dada a equação s2-i-2 â f bt) â-h (r-f tfi) = 0 
determinar a condição para que : 1) as duns rai-
zes sejam iguais, 2) uma raiz seja real, 3) uma 
raiz seja um imaginário puro, 1) as raízes sejam 
imaginários conjugados. R : 1) Se/a z a raiz; 
dupla da equação; será a + bi = — z , c + di = z- ou 
a? —bv = c , a b - - d . 2) Sejam r e a-r-pi as raizes 
da equação; será 2 (a + bi) = — r— tt — pi, c + di = 
= ra + rpi, donde c b - = 2 abd—d£ . 3) Sejam a-f-pi 
e -;i as raizes da equação ; então 2 (a f b i )= — a — 
— (p-+--f)i, c + d i = — p-f -J- st-j-i e 4 a 2 c + 3 a b d = d ' . 
4) Sejam A + Bi as raises da equação: será 
2(a + b i ) = - 2 A , c-(-di = A ! - l - d o n d e b = d - 0 , 
c > a ? . 

842 — Num triângulo rectângulo a soma dos 
comprimentos da hipotenusa e dum catecto é 
constante. Quando é que a área é máxima? 
R ; 2 S ^ bc , com a + b = s e a- = b i-f-c : í I então 

ds 
S = l / 2 ( s - a ) v ' 2 a s - s ? , — - - 1 / 2 l / 2 a s - s * + da 

( s - a l s 2 s 
-r = que se anula para a = -— , valer que 

l/2as —s J 3 
corresponde, necessariamente, ao máximo, 

843 — Sendo v = n í + M-3 e .v = tt + tt_1 , calcular 
dy dy dy 
^ - expressa em x K : Sabe-se que = • 

du dy 1 _ dy 
Então, porque 

dü 
dx dy u3— u - 3 
— = l - u ! , vem -jr:=3 —- " S í ^ + l + u"1) = 
du a x u —u_1 

= 3 (u—u- 1) '+6-3x^-1-0. 

8 4 4 — Estudar a função y = 10 (1 + ex~*y ' . 
Representação gráfica (calcular em particular, 
l im y e l i ra t indicar os pontos de des-

+ o x +; ® 
continuidade, se os houver). 

10 10 
R : l im y = lim = 0 ; lim y = lim —— 

. J - 1-f-feJ^ J-,--ul + e"ir 

1 0 
10; lim y - hm — — lim 

n-ii " fol-f-e 
10 

-+u 1 -hl/e1, 

lim y = lim = ; 
10 

= fim 

»+(B 1 + e" 1 

1 0 ' 5 , J 1 + e " 1 r+ra. 1 + l/e1'1 

A função è descontinua para x^0 porque y( + 0 ) ^ 0 
e y ( — 0 ) — 10 —descont inu idade finita de 
espécie. 

8 4 5 — Sendo (1 + x)« + A + p„ -V 
(« inteiro e positivo), mostrar que; 

Po-Pi+Pk-pt+ • - 2 " « - cos 

f>i-p-, + pb-fii + -- . s en — -
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K : Fazendo x = i vem 

/ nn nrA 
( l4 - i ) "=2" ' 3 I cos — + i sen — I 

donde, por identificação dos ~2.os membros, se dedu-
zem as expressões pedidas, 

8 4 6 —Calcular lim [«-»- - ' . (»4-1)"] . 

, , , /n + l \ « 1 1 _ 
R: lim n-"-1 . ( l i - h l ) " " lim — elim 0 , 

n-*-«) it-*ix> \ o / n n 
a.v 4- b 

8 4 7 — Mostrar que f{x)-=—•—— não tem má-
cx -f d 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M 

F. C. L. — 1.® exame de freqüência, 1940-4-E 

Ponto n.' 3 
8 4 8 — Determine o caracter do produto infi-

nito cu jos primeiros termos s ã o : « j — 1 + — t 

13. 33 l 3 . 33 . S3 

1 + r ^ T e 23 .43 

geral do produto infinito i u 

13 
—• í 

R: O termo 
» . 1> . 6» 

13 .a ' . - . (2 t t - l )3 
• 14-

23 , 43. (2n)> ' 
o produto infinito è convergente se o jor a série 
„ i t . a * . — (2a—1)5 , , , . . , 
V — . a aplicação do critério de 
w 23.43 , — (2n)* 1 

Raabe - Duhamet a esta série conduz a 
12n34-18n3-|-7n 3 

lim • — — — =*•— -> 1 ; 
í-oe 8r.34-12ní4-«n + l 2 

portanto a série è convergente. 
il2 u it3 u 

8 4 9 — T r a n s f o r m e a equaçào j ' ^ — y 
iu bu 
Í x ' Í y = noutra em que as variáveis inde-

pendentes x e y s e jam substituídas pela variá-
vel t, sabendo que / xy = tg t (por I r epresen-

du 
ta-se o logaritmo neperiano) . K : + sec-' t = 0 . 

Ponto n.° 4 

8 5 0 — Determine o uümero a qne corresponde 

a fracção continua [ 3 { 2 , 3 t l ) ] . H : •>• l/$7_ 
_ z íc 

8 5 1 — Transforme a equação — ^ + ^ 0 

noutra em que as variáveis independentes x e y 
s e j a m substituídas pelas novas variáveis « e v • u 

relacionadas com as primeiras por x= I uv y—l^J 

(por l representa -se o logaritmo neperiano) . 
a* z , z , „ z íz „ 6z 

R : u-' — + vi h 8 uv 4- u 3 v — = 0 . 
íu= Sv2 íu Sv iu ív 

S o l u ç õ e s lios n.°" 848 a H31 de Q u e l r o i de Barros . 

ximos, nem mínimos, quaisquer que s e j a m os 
valores de a, b ,c ,d. Que se passa quando 
ad—bc"0 ? T r a ç a r o gráfico da função. R : A de-

, r, ad—bc 
rivada r txj não se anula para nenhum 

( c x 4 - d ) -

valor finito de x , se ad-^=bc. Se ad — bc , a 
função f (x ) = const . por ser f ' ( x ) = 0 . 

S o l u ç õ e s dos n . " W18 a S47 de A. S ã da C o s t a . 

Contêm pontos de primeiros exames de freqüência de 
Matemáticas Gerais e Álgebra Superior os seguintes nú-
meros da «Gazeta de Matemática» : 1, 5 e 8. 

A L — A N Á L I S E S U P E R I O R 

F. C. P. — Exame final, Outubro de 1941 

8 5 2 — Calcular J'!ÍTC s e n Vxd.x . 

R : i - x a r e s e n V^x- f i^ x í l ^ x ) — i aretgy/--^— 4 -C . 

8 5 3 — Integrar o s is tema y1' +s' —4y = cos'! x 

R : Empregando o símbolo D vem ; 
1 y"4-z ' —4y = cos3 x j (D 1—4) y 4-D2 = cos í x 
í 3 y ' - z = x I 3 D y - z = x 

donde 
l 4 - c o s ; x ,, 3 4- cos 2 x 

y = — > 4 y " — 4y = cos 2 1 + 1 = — 
4D1—4 2 

0 sistema integral geral è : 
1 y - Ci e."4-C2 e'1—3/8—1/10. cos 2x 
I z — 3 C j e * — 3 C ; e ^ — x 4 - 3 / 2 0 . s e n 2 x . 

8 5 4 — Cortar o elipsóide 3x? + 'iy? + 3a2 + 2xs--=1 
por um plano que passe pelo eixo dos yy e deter -
minar analit icamente êste plano de modo q u e a 
elipse secção tenha área máxima ou mínima. 
Calcular esta área. R : As equações da secção são; 
z — mx , 3x* 4- 4 y 2 4- 3z* 4- 2 x z = 1 ; ou z = m x , 
(3tn í +2m + 3 ) x * + 4 y * — 1 . 

Designando por t o ângulo dos planos z - m x * = 0 

e " z = 0 tem-se cos 0= . 
t/l-rm 2 

Seja A a área da secção e a a área da sua 
projecção sobre z = 0 . Tem-se a = A cos 0 e 

ir 1/ 1 — m ! 

2 l/3m24- 2m 4- 3 ' 
donde A = 

2 l / 3 m ! t 2 m f B 
dA 

e -— = 0^m = 4-l. Os planos procurados são 
dm 

z — x = 0 e 7.4 x = 0 e as áreas das secções respec-
tivas A=7t/4 e A^ y2 r./i. 

SoluçBes dos n . " SS2 a S54 de Jayme Rios de Sousa. 
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i. S, C. E, F. — e x a m e de freqüência, 1940-41 

8 5 5 — Calcular o integral / V-3 < dx . 

R : Titin-se: I— j x (x — 1 )•"''' dx e, a função é 
'i 

integrável no intervalo ( 2 , 3 ) , Fazendo x l = t 6 

V í 

vem dx = 6t"'dt, e I - 6 f ( 1 f i + 1 ) t"> dt -

- 6 / S pT/lT + tW/ll]*^. 

8 5 6 —Calcular o integral í x3 a ré sen .v/2 tlx, 
R : Integrando por partes vem 

1 x 1 r x* dx 
i = — xi are seu „ —— " 

4 2 4 J l / 4 - x 2 

í. S. T. — Março de 1941 

/" x1 dx • f dt 
Mas. J - / - ,- - - = - 1 ( 1 / J J i/i-x* J (tí + 1 f aze tido 

4 - x* = t : x J , donde tdt = - 4x-3 d x . Portanto, 
j _ _ 1 6 r ^ C t + D 4-E log ( t í - M ) + F w c t g t J » 

— 8t 
<t= + l ) : 

, t»-t-t 1 
16 — — — -i—are ter t 

2(12 + 1)2 2 6 t- + l 
— 8 are tg i 

2x /4—x- - 8 are tg — + C, Finalmente, 

1 ^ x 1 „ . / x — „ „ „ . , „ \/4-x' —x*aãEçsen-^-+— x t—x-+2arc tg f C . 

8 5 9 — Calcular o integral 
cos* x 

cos* .r 
cos^x 1 

cos' 
/= / arctg(cosx) • -—— - s e n x d x . R ; Notando 

J I -t- cos- .r 

tem-se que e 
1-T-cos'x 1 + COS1 X 

857 — Verificar o teorema do valor médio no 
277 ?T7 

integral |"sen' dx. R : f sen3 x dx = 2ir. sen31. 

0 < * < 2 * . Por outrolado f sen3xdx = rsenvxcosx-t-
ií 

+ 2 cos " —O logo 2« . sen3 4 = 0 a = 0 , r , 2TÍ , 

e f sen3 x dx —2jt sen3 ít = 0 . 

8 5 8 — £As funções ç*»**—3, = JT-+1, 
e t-j^jT + l serão linearmente independentes em 
qualquer intervalo? R : Do exame do wronskiano 
das quatro funções concilie-se que não há intervalo 
algum cm que as quatro funções sejam linearmente 
independentes. Note-se que existem sempre quatro 
Hunter os, tido simultaneamente nulos, Xt, , i 3 , m 
tais que i.j 8 , f í j 934->.lS9-0, por exemplo >.i = l, 

S o l u ç õ e s dos n . " 855 a 858 de A. S á da Costa . 

, * I ' sen x 
I -1 arctg(cosx)'senxdx—/ arctg(cosx) — - — ^ d x 

r ct 
( COS X ) - / — = — cos x are tg r cos x sen x 

i -I- cos1 x 
dx -

+ 1/2 1 are tg ( cos x ) — — cos x are tg ( cos x ) — 
+ 1/2 log (1 + cos- x)-|-l/2 [are tg(cos x)p + C . 

8 6 0 — Determinar os máximos e mínimos da 
soma das áreas de três quadrados, sabendo que 
É constaute a soma dos volumes dos três cubos 
de que èsses quadrados são faces. R : Trata-se de 
um problema de máximos e mínimos condicionados. 
A f unção de que se procuram os pontos de estado-
naridade i f (x , y , z) = x ! + y ! + z ! (designando por 
x , .y e 7, os lados dos J quadrados) e. a equação de 
ligação i n> (x , y , z) = x1 + y3 + z í — a 3 = 0 . 

Os pontos de estacionaridade são as soluções 

, ^ i ( t f tH , i (u, Í1 
do sistema í - 0 , - 0 . j (x ; z) ~0 

x3-t-y3 + z*J—a3=0 , xy (x—y)=0 e xz (x — z)=«0. 

_ , rx log .t . 
861 —Estudar o integral I — dx. 

I !ogü 4--v1'-l-4_}' = G/--z 
8 6 2 bendo f g , .v + 1|sen t 

* & „ • calcular e R : Derivando o sistema ò.íòy ix 
dado (S ) em ordem a x . considerando z e í como 
funções das variáveis independentes x e y, obtém-se 

í z i t 
um sistema (S ; I, linear em — e — > donde se 

^ S x í x 
at 

deduz portanto — - Derivando (S ' ) em ordem a y , 
ix. 

obtém-se um novo sistema ( S " ) linear cm —— $ ix íy 
an • z 
— que permite calcular a derivada pedida. 
&xiy Oxiy 

Soluções ilos n."1 »59 o 8© de Manuel Zaluar. 

Contêm pontos de primeiros exumes de freqüência de 
Cálculo Infinitesimal os seguintes números da tGazeta de 
Matemática*; 1 e G. 
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M E C Â N I C A R A C I O N A t 

F, C. P. — Exame f i n a l , Julho de !939 

l - 8 6 3 — Unia barra rectilínea, homogénea OA cie 
pêso p e comprimento 2a é móvel num plano 
vertical ir em volta do seu extremo O. Em A 
está preso um fio inextensível e perfeitamente 
flexível (cujo pêso se despreza) de comprimento 
21, que passa numa roldana desprovida de atrito 
no eixo e situada sôbre a horizontal de ir que 
passa por O, a uma distância deste ponto igual a 
2a (desprezam-se massa e dimensões da rol-

(dana). O fio, depois de passar na roldana, esten-
de-se ao longo duma recta RH de - , perfeitamente 

. polida, inclinada de í° súbre a horizontal, e su-
porta na sua extremidade uma massa pontual P 

' de peso p i . 
a) Parametrar o sistema e indicar as fôrças que 

intervém no estudo do seu equilíbrio. 
b> Pela aplicação do teorema do trabalho virtual, 

depois de ter mostrado que as ligações são per-
feitas, calcular o valor que deve ter o pèso p\ 
para que a barra QA , na posição de equilíbrio, 
faça com a horizontal um ângulo de 60°, 

c) Ainda pela aplicação do mesmo teorema cal-
cular o valor da reacção cie RH sòbre a massa 
pontual P na posição considerada. 

d) Utilizando as condições gerais de equilíbrio 
dos sólidos calcular a reacção no extremo O da 
barra na configuração considerada. Dados numé-
r i cos ; — 15o p =2kg. 

8 5 4 — Um trenó de pèso p é lançado segundo 
a linha de maior declive duma rampa de inclina-
ção i à velocidade de I^km/h . Sabe-se que o seu 
movimento é uma translacção rectilínea e que o 
tneio ambiente opõe ao movimento uma resistên-
cia equivalente a uma força üuica, aplicada no 

I centro de inércia do trenó, de sentido oposto ao 

da sua velocidade v e numericamente igual a kv-
\k é um factor de proporcionalidade igual a 5 
quando se adoptam como símbolos o metro, o 
segundo e o kilograma-pêso). Entre o trenó e o 
solo existe um atrito de escorregamento de coe-
ficiente /=• tg i . Pregunta-se : 

a) Ao fim de quanto tempo pára o trenó? 
b) Que distância percorre? 
cj Que valor deve atribujr-se a k quando se 

escolhem para unidades fundamentais o metro, 
a tonelada-massa e o segundo? 

Dados numéricos: sentai),Oõ, p —200kg, Velo-
cidade inicial f = 5 0 k m / h . 

8 6 5 — Uma circunferência C de ralo a está 
animada duma rotação uniforme de velocidade 

F f S I O A M A T E M Á T I C A 

angular W conhecida em volta do seu diâmetro 
vertical relativamente a um referencial S. Um 
disco circular material D, homogéneo, de raio b 
e pêso p, rola sem resvalar sôbre o interior de C 
e a ligação é realizada de tal modo que o disco D 
não pode abandonar o plano de C . Não há atrito 
de rolamento. 

a/ Parametrar o sistema. 
b) Exprimir a fòrça viva do disco em função 

dos parâmetros e das suas primeiras derivadas-
c) Supondo que no centro do disco actua uma 

fôrça F de grandeza invariável e constantemente 
normal ao plano comum de C e D, calcular os 
segundos membros das equações de Lagrange 
que correspondem aos parâmetros escolhidos e 
escrever estas equações, 

d) Cinemática: Supondo agora que no movi-
mento de D relativamente a C o centro de D 
possue uma velocidade de grandeza constante V , 
calcuhir os elementos definidores do estado ciné-
tico do disco D no seu movimento em relação ao 
referencial S. 

S. T. — 1.° exame de freqüência, 1940-41 
866 Dados o vector * = xl +yj+sK e o escalar 

it — x* + y 1 -r s , £ o campo de componentes: 
,V=div I , K=modgradM, Z—U moda será um 
campo de momentos? 

867 — Desenvolver jtr) em série de Fou-
rier no intervalo 0<JV<TT. 

868 -Achar as componentes mixtas, e t '• 
do tensor heinisimétrico e, em coordenadas gerais. 

869 Quando é que o maior dos três momen-
tos principais de inércia, em relação a um dado 
ponto O , é igual ã soma dos outros dois ? 

í. S. T. — l.° exame de freqüência, 1940-41 
870—Entre os dois pontos A(0,<\ 0) e 5 ( 1 , 1 , 1 ) , 

determinar a curva de estacionaridade do integral 
1-f:x*ds. 

jíts 
R : Tem-se í 
I = yT + y ^ + z ' - dx com y j = 0 , z, = 0 , 

Afí •• 
yi—1 , z, = l . f f à a determinar o sistema integral 
y = y (xj C| c2, c- C() « z = z(x( C) c7 , c j c.i) do sistema 
de equações de 2* ordem : 

« H - A / X \ = f í 

Sy dx Víyy ÍZ dx \íz'/ 
calculando-se as constantes c, ÍI partir dos -calores 
dados y t , zt , y2 e z,. 
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871 —Converter o sistema de funções ot = ,v -(-2, 
I , noutro equivalente, ortogonal e 

norma do no intervalo ( 0 , 1 ) , 
14 : As funções dadas t s j e são linearmente 

independentes, como ê fácil verificar. 1'rocnre-se 
primeiro uni sistema de funções Vj=2Z]V!+?s , 
•4 :s - • - ajj + aji + , isto ê, de. coeficientes tais que 

1 
/ ^ d í - O ( l ^ j ) . Tem-se a , ] - - , 

( f i . fa) ?.i) , , _ . , . a-i *•=—i— v e ai? = - .ti ,, * No caso presente 
IWilr l 'fel. 1 

vem :t?i r=(=?i-?i)= j (x + 2)3dx = 1 9 3 , ( 9 l l ç * ) -

- ) (x +2)(x—1 Jdx = — 7,6, donde a.,=7,'38. = 
u 1 

= J(x + 2)xSdx = ll/12, donde a 3 J = 11/70, etc. 
.1 

1; normalizam-se fazendo •!>, = . ^. • 

872—Decompor a homografia 
/3 J - K 11—J / + 2 J A 

I J K ) 
e determinar os seus invariantes. R : Como'se 
conhecem , ±J e xK i rápida a determinação do 
vector Va de homografia a e a da sua dilatação, 
Assim, tem-se K , a j = 2 1 - J , «K = l -J-2J e 
V«—1/2 [I A i l + j A aJ + K A aK] = —I+J + 1/2,K. 
Pura a dilatação: 3 = Da = -x—Vi A e portanto 
? J = « I - V a A I = 3 J - K - ( - l + J + 1/2.K)AI = 5/2.J, 
f i J - a J - V « A J = 5 / 2 . I - J + K, 3 K = i K - V < t A K = J 

, . . , . /5/3J 5/21-J + K j \ 

< finalmente Í3 = ( ^ ^ R j 

Para os invariantes tem-se ; 
1 , 1 = 1 1 , 1 + J | . « J + K | * K - - l i 
Ii«=I A 1 «KÍ+J A I ítl-HK A al | S 

e I1« = ctl A * J I a K = — 5 . 
8 7 3 - Sendo jp, , y 2 , y i coordenadas cartesianas 

ortogonais, calcular, em coordenadas gerais .r,, 

Ai , , definidas pelo sistema : y, = Jrj sen .r2 , 
,Vj = .VJ cos ,V| , = JCj , as componentes do tensor 
fundamental; e as do tensor derivado do vector 
(> ' ) = ( J Í i ) , definido pelo ponto P (yt, Y* , JÍ3) e 
pela origem do sistema cartesiano. 

Soluções dos n.°* B70 a 872 de M. Zaluar. 

F. C. F. — Física íflat., ex. da freq., II-2-Í94) 

8 7 4 — S e j a <tví = Vi , 0 , xv*—tvj. Calcular 
a matriz de representação de a , na base em que 
Vi,«* e vz tem as coordenadas 11,0 ,1) , (1 + i, i , 1), 
( — 1, 1 — 2;' , i), 

875 — Seja x o simbolo de um vector de coor-
denadas— complexas Classificaras 
duas matrizes 

A I 5| • • • X J I e B 

x„ x„ 
Calcular os traços, os determinantes, as constan-
tes e vectores fundamentais, os polinómios míni-
mos e os polinómios característicos. 

São redutíveis ã forma diagonal? Em que grupo? 

87Ö — Se ja (.V~.T0)" O polinómio mínimo de 
um operador a de E„. 

Mostrar qne é sempre possível determinar um 
vector v ta! que (a — v 0. 

Verificar que os vectores 
v , ( « — -v0) v , (st — .to 1* 1 v formam uma base e 
calcular a representação correspondente de x 
(Schreier und Sporner). 

877 — Enunciar a condição para que a matriz 

seja redutível ã forma diagonal 
(Schreier und Sperner). 

Qual é a condição homóloga no grupo unitário? 

Contêm pontos do 1,& exame de freqüência de Mecânica 
Racional e de Física Matemática os seauintes nitmeros 
da «Gazeta de Matemática»: 1, 5 e <í. 

0 • •Oat 
A = 0 «ä 0 

a„ . 0 0 

C A L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

F. C. L. — I." exame tle freqüência, 12-2-1941 

8 7 8 — Três urnas idênticas tCm as seguintes 
composições: £7^(37 esferas, 3 das quais brancas), 
U i ( 1 2 % de esf. brancas) e í/i(3 esf, brancas, 15 
pretas e 5 vermelhas), ai Escolhe-se ao acaso uma 
urna e extrai-se uma esfera. Probabilidade de 
saída de uma esfera branca, b) Tira-se uma esfera 
de cada uma das urnas. Probabilidade de que 
saia pelo menos uma esfera branca. 

1 / 3 3 1\ 34 22 4 

8 7 9 — Fazem-se 11) lançamentos de uma moeds. 
Calcular os valores exacto e aproximado da pro-
babilidade de um desvio 2 e o erro relativo come-
tido, tomando o valor aproximado. R : Valor 

10/ /1\7 / i y „ 
P I " Í 7 I > * Y " (s) = 0 4 1 7 2 • V A H R 
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1 ' 

aproximado : 

1 - - /1 p 
-e — 0,11.34; érro relativo — = - 0 , 0 3 2 . 

• A 
(Vidé; O. Castelnuovo, Calcoto deite Probabititã — 

VoL I, a,* ed., pfi. 88). M. Zaluar. 

F. C. ? .—]." exame de (reqfléncia, 7-2-1941 

8 8 0 — Numa urna hâ duas bolas brancas e três 
pretas. 

a ) T i r a m - s e ao acaso sucess ivamente duas bo-
las. Calcular a probabilidade de s e r branca uma 
terceira bola tirada ao acaso da urna. R : a) Seja 

B ; a saída de unta bota branca tia tiragem de 
ordem i. Há três maneirai contraditórias de 
realização dn acontecimento I i 3 ; B| B ' ; 8 3 , B ' ( B^ I"!j, 
B'| B'jj Ü 3 . O cálculo das correspondtntts probabi-
lidades não oferece dificuldade. Resultado; 2 5 . 

b) Observou-se que esta terceira bola era 
branca. Calcular a probabilidade de as duas p r i -
meiras terem sido da mesma cõr. R i b) Teremos 

M. Gonçalves Miranda. 
Contêm pontos de primeiros exames de freqüência de 

Cálculo das Probabilidades os seguintes números da 
«Gazeta de Matemática- : 1 e 5. 

de calcular phi-, u-, : iv, 

P E D A G O G I A 

Na reüuião da Soc iedade Portuguesa de Mate-
mática de 10 de Dezembro de 1CH1 foi aprovada 
por unanimidade e sem discussão a proposta que 
abaixo se t ranscreve e que a S e c ç ã o Pedagógica 
da Soc iedade Portuguesa de Matemática apresen-
tou em seguimento do estudo dos pontos de exame 
de matemática dos l iceus relativos ao ano lect ivo 
de 1910-11 que levou a efeito em cumprimento do 
plano de trabalhos aprovado pela S . P. M. Eis o 
texto da proposta : 

A Soc iedade Portuguesa de Matemática, tendo 
procedido ao e x a m e dos pontos de matemática 
saldos uos exames dos l iceus no ano lect ivo de 
1940-41, verificou o s e g u i n t e : 

1." Que èsses pontos são, duma forma geral, 
demasiado extensos, com um número de questões 
s e m p r e superior a vinte, o que provoca dispersão 
em pequenas questões e não permite, por isso 
mesmo, avaliar da capacidade de raciocínio dos 
examinandos e da sua aptidão para pOr, reso lver 
e discutir problemas. 

2.° Que os pontos não foram organizados com o 
necessário cuidado e equilíbrio, verif icando-se, 
num mesmo ciclo, por vezes fortes disparida-
des no grau de dificuldade ou trabalho de e x e -
cução. 

3.° Que, dentro de cada ponto, se encontra fre-
qüentemente um grande desequil íbrio 

a) j á na classif icação das questões, em proble-
mas e preguntas ; há preguntas que são problemas, 
por vèzes mesmo mais difíceis ; 

b) j á na valorização r e s p e c t i v a ; vêem-se , com 
freqüência, preguntas mais difíceis ou trabalhosas 
que problemas e com valorização muito in fer ior ; 
vCem-se ainda, preguntas com a mesma valoriza-
ção e dificuldades muito diferentes. Reconhece a 
Soc iedade Portuguesa de Matemática que dai re-

sulta, por vézes, um benefício para o examinando^ 
mas considera o principio condenável pelas con-
dições psicológicas em que o examinando fica 
colocado em face da prova. 

•1." Que, em grande número de enunciados, há 
imprecisão de linguagem, imprópria da disciplina 
de Matemática, bem como redacção confusa. 

5," Que, ã mencionada imprecisão e confusão, 
sc alia, agravando os seus efeitoss, imprec isão 
dos dados ; existem pontos com figuras mal feitas, 
com figuras de que se não dão os dados n e c e s s á -
rios e com figuras erradas. 

íi.Q Que grande número de questões se r e f e r e a 
coisas imiteis, no nível que o ensino da Matemá-
tica deve ter nos liceus, como s e j a a exigência cie 
operações sõbre números estritos em s i s temas de 
numeração em base diferente de 10, o que redunda 
em prejuízo de questões com real utilidade. 

7.° Que as chaves em face das quais os profes-
sores devem classificar os pontos enfermam de 
vários males, como 

a) rigidez de resultados, dando, por vêzes, a p e -
nas um resultado onde o enunciado da questão 
comporta mais de um, ou exigindo uma resposta 
nem sempre a mais natural ou c e r t a ; 

bJ exigüncia de resultados com aproximações 
qué os dados do enunciado não permitem ; 

c) erros nas respostas. 
Verifica ainda que o folheto intitulado «Instru-

ções aos reitores dos liceus sòbre os e x a m e s 
liceais e de admissão aos liceus» contém, na parte 
referente a normas de classificação, a disposição 
anti-pedagógica de mandar reduzir a zero a cota-
ção duma resposta dificicnte ou incompleta, sem 
contemplação pelo trabalho realizado pelo exami-
nando na questão respectiva, mesmo que êle 
mostre estar de posse de todos os e lementos para 
a resolução. 


