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R E S O L U Ç Ã O G R Á F I C A DA E Q U A Ç Ã O A L G É B R I C A 
no 2." GRAU A UMA INCÓGNITA 

por JOSÉ DA SILVA PAULO 

Vár ios são os métodos, e bem conhecidos, ge-
ra lmente usados para a resolução gráfica da equa-
ção do 2.° grau a uma incógnita, Quási todos os 
l ivros e lementares tratam o assunto, mas os mé-

todos geralmente usados sómente têm apl icação 
no caso em que as raízes da equação são reais . 

Nesta nota e x p o r e m o s dois dêles e apresenta-
r e m o s outros dois apl icáveis ao caso das ra ízes 
da equação serem n ú m e r o s complexos . 

C o n s i d e r e m o s a equação algébrica do 2.° grau 
reduzida à forma í.) x"-+px+q^O e façamos 
2) y x2 c 3) v = —px — <1; é ev idente q u e os 
va lores d e x q u e sat isfazem s imultaneamente a 
2) e 3) são as ra ízes de 1 ) ; de modo que esta 
última equação se pode r e s o l v e r graf icamente 
determinando as abscissas dos pontos de encon-
tro da parábola 2) com a recta 3) fig. 1. 

É ftste um dos métodos que dá as ra ízes reais 
da equação 1), se esta as t iver. A s s i m , s e a recta 
encontra a parábola e m dois pontos, 1) terá duas 
raízes reais, ambas positivas, a m b a s negativas, 
uma positiva e uma negativa, ou uma nula e outra 
não nula, conforme os dois pontos são a m b o s do 
1.° quadrante, ambos do 2.°, um do 1.° e outro do 2,% 
ou e m que um dos pontos é a or igem; se a recta 
é tangente à parábola, 1) terá uma raiz dupla,posi-
tiva, negat iva ou nula ; e f inalmente s e as linhas 
2| e 3) não s e encontram, a equação 1) terá raízes 
que são números complexos , os quais não p o d e m 

ser determinados gràf icamente por éste pro-
cesso. 

V e j a m o s agora um outro método que s e baseia 
em propriedades das cordas d e uma circunfe-
rência. 

Recorda-se que «se duas ou mais cordas de unia 
c ircunferência , s e encontram num pouto d o inte-
rior do círculo, cada uma delas è dividida pelo 
ponto de intersecção em dois s e g m e n t o s cujo pro-
duto é constante». 

Cons ideremos ainda a equação 1) e dois e ixos 
coordenados rectangulares (fig. 2). Marquemos 
sílbre um dé les (o dos xx por e x e m p l o ) um 
segmento OC——p/2 e s ò b r e o outro os segmentos 
OE= | q ] e OD^+l, tendo em conta o sinal d e p 
e tomando OD o sinal ou — , conforme q für 
posi t ivo ou negativo (no caso da f igura supõe-se 
q < 0 ) . 

D e t e r m i n e m o s uma circunferência q u e passe 
pelos pontos D e E ( levantando a perpendicular 
ao meio d e DE) e c u j o centro O' tenha a abscissa 
de C, isto é, —p/2; esta c ircunferência , no caso 
geral, e se as ra ízes de 1) forem reais , encontrará 
o e ixo dos e m dois pontos A e B cu jas abs-

Figura '2 

cissas são as raízes d e 1 ) . Efect ivamente é 
ÕC—(ÕÃ+ÕB);2 ou s e j a ÕÃ + ÕB=2ÕC =-p 
e ÕÃxÕB = ÕDxOE^[q\x(±l)^q, donde ÕÃ 
e OB , abscissas d e A e jB , são as raízes de 1) 
pois a sua soma ê — p e o seu produto q. 

\ 
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E c laro que, c o m o no m é t o d o anterior , 3 casos 
p o d e m a p r e s e n t a r - s e : 1.°) a c i r c u n f e r ê n c i a de cen-
tro O', corta e m dois pontos o e i x o d o s xx (situa-
d o s a m b o s para o m e s m o lado de Oy , ou u m de 
um lado e outro d o o u t r o ) ; 2.° a c i r c u n f e r ê n c i a é 

t a n g e n t e a Ox; 3,°) n ã o encontra Ox, e a s s i m 
terá 1) d u a s r a í z e s r e a i s ( a m b a s pos i t ivas , a m b a s 
n e g a t i v a s ou u m a posit iva e u m a negat iva) , u m a 
raiz dupla , o u r a í z e s q u e são n ú m e r o s complexos^ 
e n e s t e úl t imo c a s o ainda o m é t o d o não p e r m i t e 
d e t e r m i n a r o s e u va lor . N o t e - s e q u e o m é t o d o 
ainda se e m p r e g a c o m uma p e q u e n a v a r i a n t e no 
c a s o de h a v e r uma raiz nula , 

D ê s t e m o d o s e q u i s e r m o s r e s o l v e r g r a f i c a m e n t e 
a e q u a ç 5 o l ) q u a n d o as s u a s r a í z e s são i m a g i n á -
r ias t e r e m o s q u e r e c o r r e r a outros m é t o d o s . 
O p r i m e i r o q u e a p r e s e n t a m o s e n c o n t r a m o - l o no 
l i v r o «Graphic Á l g e b r a » de Schul tz , e c o n s i s t e no 
s e g u i n t e : A e q u a ç ã o 1) no c a s o de as s u a s 
r a í z e s s e r e m n i i m e r o s c o m p l e x o s da f o r m a a + bi 
p o d e e s c r e v e r - s e , c o m o é obvio , s o b a f o r m a 
4) xt—2ax+ai+bt=0. C o n s i d e r e m o s a g o r a a p a -
r á b o l a 5) y = x * e a reeta tí) y = 1 a x — { a - + d ? ) . 

É c laro q u e n e s t e c a s o não s e e n c o n t r a m as 
l inhas íi) e (i) p o r as r a í z e s de 4 ) s e r e m imagi -
nárias. 

T r a c e m o s u m a corda q u a l q u e r AB da p a r á -
bola 5) mas para le la à recta li), ( f lg . il). Es ta corda 
terá por e q u a ç ã o 7) y<=2ox+r, s e n d o r a or-
d e n a d a na o r i g e m , e n o t a n d o q u e AB d e v e ter o 
o m e s m o c o e f i c i e n t e angular , 2 o , q u e 0 ) . A s a b s -
c i s s a s dos p o n t o s e x t r e m o s A e B são o s v a l o -
r e s de x s o l u ç õ e s c o m u n s a 7) e 5) o u s e j a 
xt=>a+ \'a2+r e y V -J-r; e o ponto m é -
dio M de AB terá a a b s c i s s a xs—(Xi+Xí):2 = O . 
D e t e r m i n e m o s o ponto da recta G) c u j a a b s c i s s a 

è a , isto é o ponto D , e c a l c u l e m o s a s u a orde_ 
nada. Da f igura B t i ra-se q u e EF=^a . 2a = 2a3 , 
v i s to 2a s e r a t a n g e n t e do â n g u l o FDE igual ao q u e 
a r e c t a 6) f o r m a c o m a p a r t e pos i t iva do e i x o 
dos Jtrxr, e n t ã o a o r d e n a d a d e D é e m v a l o r a b s o -
luto íi-H-6' — 2 a ' ~--b2--a-, c o m o f a c i l m e n t e se v ê . 

T r a c e m o s f i n a l m e n t e a corda A ' B ' da p a r á b o l a 5 ) 
parale la à r e c t a 6) e c u j a o r d e n a d a na o r i g e m é 
e m v a l o r a b s o l u t o b- — a- ou s e j a o c o m p r i m e n t o 
d o s e g m e n t o OE; a e q u a ç ã o d e s t a c o r d a é 
y — 2o.f + i - — a'- e as s u a s e x t r e m i d a d e s terão por 
a b s c i s s a s o s v a l o r e s a+b e a—b. C o m o o ponto 

m é d i o da corda A'B', t e m a a b s c i s s a ÜC-a, 
o s e g m e n t o CG é êntão igual a b, d e t e r m i n a n -
d o - s e a s s i m g r a f i c a m e n t e o v a l o r d a s r a í z e s + 
da e q u a ç ã o 4), p e l o c o n h e c i m e n t o de a e b. 

O outro método, q u e a s e g u i r e x p o m o s , muito 
mais s i m p l e s q u e ês te , não o v i m o s ainda tratado 
e m q u a l q u e r l ivro , e isto p o s s i v e l m e n t e p o r q u e 
se b a s e i a no p r o b l e m a b e m c o n h e c i d o da d e t e r -
m i n a ç ã o do a f i x o d u m c o m p l e x o d e q u e s e c o n h e c e 
a n o r m a «--pi®, e a p a r t e l e a l a . 

Da c o m p a r a ç ã o de 1 ) e 4) e o n c í u e - s e q u e 
8) 2 e í > ) a ! + £ i = £ . 

T o m e m o s para v a r i á v e i s a e b\ nes tas c o n d i -
ç õ e s a e q u a ç ã o 8) r e p r e s e n t a , e m c o o r d e n a d a s 
r e c t a n g u l a r e s , u m a r e c t a para le la a o e i x o dos bb 

{fig, 4.) e !)) r e p r e s e n t a u m a c i r c u n f e r ê n c i a d e 
raio v 1 e c e n t r o na o r i g e m . O s pontos , A e B , 
d e e n c o n t r o da r e c t a e da c i r c u n f e r ê n c i a tem por 
c o o r d e n a d a s , r e s p e c t i v a m e n t e , i a , b) e (a, —S) , 
c o o r d e n a d a s q u e são e x a c t a m e n t e a parte rea l e 
o c o e f i c i e n t e d a parte imaginár ia d o s n ú m e r o s 
c o m p l e x o s a+bi r a í z e s de 4>. 


