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tivas ou nulas menores que 10 daquelas equações, 
o que dá os pares de números 

( a — 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 í a - 1 , 2 , 0 
) b = 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 " f b = l , 0 , 2 . 

9 4 5 — S u b s t i t u a a fracção 12/21 por outra equi-
valente sendo 21 a diferença entre os seus termos. 
R: 12/21=4/7 =.4n/7n e como tem que ser 7n — In =21 
é n — 8 e a fracção pedida 32 56. 

9 4 6 — Calcule o número da forma N^4"Xl5 
sabendo que tem 28 divisores, R : Como N = 2*", 3.5 
o número de divisores de N i (2n + 1 ) . 2 . 2=26 ou 
2n + l = 7 , n = 3 e N=9G0. 

947 — P r e t e n d e demonstrar-se o seguinte teo-
r e m a : tPara as secantes a uma circunferência 
saídas do mesmo ponto, é constante o produto de 
cada uma delas pela sua parte externa». 

Dão-se os seguintes elementos para fazer a de-
monstração : a) a figura junta ; b) os ângulos ins-
critos no mesmo arco são iguais; cl dois triângu-
los que têm ângulos iguais cada um a cada um 

são semelhantes ; d) em triângulos semelhantes 
os lados opostos a ângulos iguais são directamente 
proporcionais; e) em qualquer proporção o pro-
duto dos meios é igual ao produto dos extremos. 

Faça a demons-
tração do teorema 
enunciado pelo mé-
todo sintético e dê 
as justificações dos 
r es p e ct ivos passos, 

D e m o n s t r a ç ã o : 
Hipótese : OB e OB' são duas secantes LI mesma 
circunferência, concorrentes em O . 

T e s e : OBxOA = OB'xOA'. . 
Passos; 1) âng.BAB< = âng.B' A'B; 2) âng. ABA' = 
— à n g . j í B> A; 3) A \ O A < B\ ~ A [OAB1] ; 4) 
ÕB ÕÃ' — 

— ; 5) OBX OA'xOB' c. q. d. 
OB' ÓA 
R : Justificação ; 1) por b ) ; 2) por b ) ; 3) por e ); 
4) por d ) ; 5) por e ) . 

SoluçOea dos n."327 a 947 d e j . S. Paulo, 

MATEMÁTICAS GERAIS—ÁLGEBRA SUPERIOR—COMPLEMENTOS DE ALGEBRA 

F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — Alguns pontos do 
2.° exame de frequência. Junho de 1941. 

9 4 8 — D i s c u t a o sistema 2* + ).jM-1- = 0 , 
-f-*=0, # + 2 ^ + 2 = 0 e interprete geometricamente 
os resultados no plano e no espaço. R : O sistema 
é sempre incompatível qualquer que seja X real. 
O sistema formado pelas duas primeiras equações 
ê compatível ou incompatível conforme fôr X ^ 16 
ou >. = 1 6 . O sistema formado pelas duas últimas 
equações é sempre compatível qualquer que seja X, 
O sistema formado pelas /." e j.a equações è com-
patível ou incompatível conforme fôr X ou 

= 4 . Interpretação geométrica no plano : as equa-
ções do sistema são as de três rectas concorrentes 
duas a duas se ».^4,16, a primeira e terceira 
são paralelas e a terceira é secante se >. = 4 e a pri-
meira e segunda são paralelas e a terceira é se-
cante se a-- - 16. Interpretação geométrica no espaço: 
basta substituir no que atras se disse recta ou rectas 
por plano ou planos paralelos ao eixo dos z z . 

9 4 9 — Calcule as coordenadas do traço da recta 
r=x—0, y=s— 1 DO plano IR que passa por 
r i=2jc—yi-2s-h 1 = 0 , v = à distância 2 do cen-
tro da esfera í s ^ + ^ i i * - 1 — 0 , 
R : Do feixe de planos cujo eixo é a recta r( há 
dois planos que distam 2 do centro ( 0 , 1 , —2) da 
esfera i : t t j ) 2x-í-y —2z + l=-0 e 2x—3y + f>z + 
+ 1 = 0 . Os traços da recta r) em cada um distes 
planos silo respectivamente (0 , -1,0) e (0,7/3, —4 3). 

9 5 0 — U m a recta r passa pelo ponto ( 1 , 2 ) . 
Determine a equação de r sabendo que, se nesta 
equação se trocarem entre si o coeficiente de y e 
o tèrmo conhecido, a nova equação representa a 
recta r' simétrica de r em relação ao eixo dos YY. 
Calcule a área do triângulo definido por r , r' e o 
eixo dos XX. R : Sabe-se que a equação da recta 
simétrica da recta a * •+- by + c = 0 em relação ao 
eixo dos yy ê a i - b y — c = 0 . Então, a recta simé-
trica de r) mx — y + (2 — m ) = 0 é r') m x + y + 
+ ( m — 2) = 0 . Por outro lado r') mx-t-(2—m)y — 
— 1 = 0 . Portanto, deverá ser 2—m = l ou m=»l . 
Logo r) x — y 4-1 = 0 r') x ~ y - 1 = 0. Os vértices do 
triângulo são os pontos ( — 1 , 0 ) ( 1 , 0 ) ( 0 , 1 ) , 
A medida da área do triângulo é S tal que 

2S = 
1 
0 

• 2 , donde S 1 . 

951 — Determine os valores de x e [/. para os 
quais o sistema 3 x + 2 y j - s ^ i , õx-t-xy + Ü s ^ p , 
x ~ y + s e j a : a) determinado; b> indeter-
minado ; c) incompatível. R : A aplicação do teo-
rema de Rouchè condus a: ai se X^0 e u. qual-
quer, b) se X=0 e [1=8, neste caso o sistema ê 
simplesmente indeterminado, cj se * = 0 e 

9 5 2 — Deduza a equação da perpendicular bai-
xada do centro da circunferência J = 2 (.r- jrH — 
— Z x — 3 = 0 e calcule a área do triângulo defi-
nido pelos pontos de Intersecção da recta r coim 
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a circunferência e pelo centro desta. R : Coorde-
nadas do centro da circunferência ( 3 / 4 , 1 / 2 ) . 
Equação da recta que passa pelo centro e é perpen-
dicular à recta dada 4x—2y—2 = 0 . Pontos de in-
tersecção da recta r com a circunferência 2 , solu-
ções do sistema formado pelas duas equações, 
(1 + 2^10/5), (1 + V'ÍO/5). A área do triângulo ê 
dada por 

3/4 1/2 1 

1 + 2 / 1 0 / 5 1 - l/ÍÕ/6 1 

1 - 2 / i Õ / f l 1 + l/JO/5 1 

9 5 3 — V, dado o triângulo de vért ices A ( 0 , 0 ) ) 

/ í ( 8 , 4 ) , C(2 , 14) e o ponto D, meio de ÃC. 
T ire-se por D uma paralela a AB e seja E o 
ponto onde ela encontra o lado BC. 

Veri f ique que o eixo radical das duas circunfe-
rências que tèm por diâmetro respect ivamente os 
segmentos BD e AE, coïncide com a perpendi-
cular a AB, passáudo por C . R : Coordenadas 
dos pontos D e E , ( 1 , 7 ) ( 5 , 9 ) . Coordenadas dos 
centros das circunferências de diâmetros B D e A E , 
(9/2.11/2) ( 5 / 2 , 9 / 2 ) . Raios das circunferências 
1/58/2, 1/ÏO6/2. Equações das circunferências 

x3-}.yí—9x —l ly- j - 36 = 0, j t * + y * - 5 x - 9 y - 0 . Equa-
ção do eixo radical 2x- t -y—18=0. Esta ê satis-
feita pelas coordenadas de C (2 , 14) e è perpendi-
cular à recta A B cuja equação ê x —2y = 0 . 

9 5 4 — F o r m e o descriminante da equação 
x3—3x-J->.--l = 0 e aproveite o resultado para deter-
minar \ de modo que a equação tenha uma raiz 
múltipla. R : O descriminante é 1=3>*—45. — 9 . 
A equação terá uma raiz múltipla se 3>.* —4),—9 = 0 
isto è para >. = 1/3 (2 + (/3í) • 

9 5 5 — Dada a recta y=-l+x e a circunferência 
x i + y t + x + y — - 2 = 0 determine um ponto da cir-
cunferência que forme um triângulo rectângulo 
com os pontos de intersecção da recta com a cir-
cunferência, R : As coordenadas dos pontos de in-
tersecção da circunferência 2 com a recta r são 

fornecidas pela resolução do sistema formado pelas 
duas equações, (0,1) e ( - 2 , - 1 ) , Visto que a 
recta r não passa pelo cefttro de 2, o terceiro vér-
tice do triângulo rectângulo é a intersecção de 2 
com a recta que passa por |0,1) ou por (—2, -1 ) 
e pelo centro de S ( —1/2,-1/2) . O problema admite 
duas soluções: as intersecções das rectas y = 3x-f-l 
e x = 3y-|-l com 2 , ou ( - 1 , - 2 ) e ( 1 , 0 ) . 

9 5 6 — Dada a esfera 2 x1 4. z1— + 
+4.e—2 = 0 e a recta rmx-*2y—y =e deduza 
as equações das esferas 2j e 2, passando res-

pectivamente pelos pontos /^(OjOjO), Pz ( 0 , - 1 , 0 ) 
e F j ( — 1 , 1 , 2 ) , ( 1 , 1 , 0 ) e q u e com a esfera dada 
formem um sistema de eixo radical r, R : A equa-
ção geral das esferas que passam por Pi e Pi é 
x!+y! + z-T-ax + y + cz^-0 c a das esferas que pas-
sam por P3 e P 4 ê x*-f-y ! + z* 4-(7 - £ — 4) x+-
-f-(2—7) y + f Z + S = 0 . Para que o sistema 2 , 24 , 2j 
admita r conto eixo radical c necessário e sufi-
ciente que r coincida com a recta 

j ax + y + cz =—2x + 4z —2 
J ( • t - S - 4 ) x + ( 2 - T ) y + 7 z + 5 = - 2 x 4 - 4 z - 2 

donde a — 4 , c = 15/2, T = 0 e 5 = 1/2. Então será 
2 ( x ! + y?-t-z ! )-8x + 2y + 15z = 0 

I. S . C. E. F, — 2 . " exame de freqüência, 19-6-Í94I 

9 5 7 — Fazer o estudo e o traçado da curva de V 
equação y~l+ljx+ljx*. R : A equação pode es-
crever-se y = (x-+"x + l)/xa . A função racional defi-
nida deste modo é continua nos intervalos abertos 
( — 00 , 0) e ( 0 , + o o ) . A origem ê um ponto de 
descontinuidade infinita de l.a espécie porque 
l i m y = + o o e L i m y = + o o . Admite como assin-

iotas as rectas x = 0, em virtude do resultado ante-
• rior, í y — 1 porque l i m y = l —0 e l i m y = l + 0. 

tf-*—50 + 
Tem-se sempre, para x real qualquer, y > 0. 
O ponto (—2,3/4) ê de mínimo e a função e cres-
cente no intervalo aberto ( — 2 , 0 ) e decrescente nos 
intervalos abertos { — » , - 2) e ( 0 , + o o ) , parser 
y ' = —(x -f-2)/x:' 9 y " - ( 2 X + 6 ) / x « . O ponto ( - 3 , 7 / 9 ) 
é de inflexão e a concavidade está voltada no sen-
tido dos y y positivos nos intervalos abertos (—3,0) 
e ( 0 , + o o ) e no sentido dos y y negativos no inter-
valo aberto ( — 00,—3) , por ser y " = (2x + 6)/xí 

e y '" = — 6(x-t-4)/xã. 
958 — Calcular três térmos do desenvolvimento 

em série de potências da função y=P (*'). sec x > 
onde P (a-) é um polinómio do 4.° grau que satis-
faz â igualdade P (x) + x P' (x) + x- P>' (x) + 
+ x* P"' (.?) + *> (*)--*> (is* 14-5 a-2, R : Determi-
nação de P ( x ) . Seja P í x I = a« X1 + ai 3£3 + a , X* + 
+ a j X + a4 será G5a0 x-' + lOaj x 9 + 5 a ; x ' + 2ajx-fa4 = 
= 65 x1-f 5x3 , donde ao=a; = l e a[ = a j=a4 = 0. Logo 
P ( x ) = x l + x ' , A função dada y—(x*-f x*) . sec x 
é par, o seu desenvolvimento em série de potências 
será, portanto, da forma y = a® + a j xJ + a j x*-r 
-I r »2,, . Tem-se imediatamente + xJ = 
+ y . cos x e, substituindo y e c o s x pelos seus de-
senvolvimentos em série de potências, x '- i-x ! = 

Xa x4 

= (a„ + a íXí + a4 + ) ( 1 — — + ™ — a , 4 -

+ ( « s - ao/2!) x ' + (ao/ t ! - t^m! + a*) X« + ( - a0/tí 1 + 



IS GAZETA DE MATEM AT I C A 

-j-aj/4!— a.)/2!-j-ag) x'-f-••- e identificando vem 
a<, = 0 , as = 1 , a i=3/2, aa = 3/8 , • •. Finalmente será 
y = x 2 - r x 4 3/2+x6 3/8 

9 5 9 — Determine as raízes racionais da equação 
+ 1 1 x- +17 * + 2 4 = 0 . H : As raises da equação 

proposta são —8/3 e — 1/2-f-i V' H /2 , das quais só 
a primeira é racional. 

L S. C. E. F, — 2." exame de freqüência, 26-6-1941 

> 9 6 0 — Estudar e representar geometricamente 
a função * . A s ordenadas dos pontos notá-
veis (máximos e mínimos ou pontos de inflexão^ 
se houver) serão calculados com um èrro inferior 
a 10"% utilisando o desenvoluimento em série 
de tr• R : A função ê sempre positiva, definida e 
continua nos intervalos (-m, 0) e (0, + oo) aber-
tos, A origem i um ponto de descontinuidade infi-

[i i rn 11—r,V'x"|-í 
e " u J — 0 

e l i m y = m . Além do eixo das ordenadas, a 

curva representativa da função admite como 
assintota a recta x = e , porque l i m y = e—0 e 

l imy-=e-J-0. A função não admite máximos nem 

mínimos porque a r.a derivada y ' = e 1 — n ã o se 
anula para os valores finitos de x e é definida 
para todos os valores de x pertencentes ao domínio 
da função. Note-se que y ' ( — 0)-=oo e yr ( + 0 ) = 0 . 
A função é mono tónica crescente em todo o domí-
nio de dejinição porque y1 é sempre positiva. 
O ponto (1/2, y (l/2) = e~ l) é de inflexão porque 
y " - (1 - 2 * ) / x * * y ' ( 1 -6x+6x»)/x«. 
A concavidade está voltada no sentido dos y y posi-
tivos nos intervalos (—eo,0) c (0,1/2) e no sen-
tido dos yy negativos no intervalo (1/2, -i-co). 
Cálculo de y (1 2 ) = 1 e , ordenada do ponto de in-

flexão: Tem-se e - ' = l / 2 ! - 1 / 3 H f - ( - l ) ' , t/n!+- . - . 
Se considerarmos um, dois, trés, quatro ou cinco 
termos, o êrro sistemático é inferior a 1/3!, 1/4!, 
1/51, 1/6! ou 1/7! respectivamente. Então, basta 
tomar cinco tèrmos para que o èrro sistemático seja 
inferior a 1 / 7 1 - 1 / 5 . 0 4 0 < 5/10.000. Portanto 
y ( 1/2)-«- ' .= 1 / 2 - 1 / 6 +1/21 - 1 / 1 2 0 ' 7 2 0 = 0 , 5 -
—95/720 =. 0,5 - 0,1319 - 0,368. 

961 — Determinar com um êrro inferior a 10"' 
todos os valores reais de para os quais o sistema 

j f + O t - l X j r - O 
j f + x a — 0 tem soluções não nulas, R: E con-
X*y+a=-0 

dição necessária e suficiente para que o sistema 
proposto de equações lineares e homogéneas, admita 
soluções não nulas, que a característica da matriz 
tios coeficientes do sistema seja inferior a 3 . Esta 

característica não pode ser inferior a 2 porque na 

matriz pode formar-se o determinante 
# 0 

Então, o sistema será simplesmente indeterminado 
sc atribuirmos a X os valores que satisfazem a 

1 >.-1 0 —1 = 0 . 
1 0 >, 
0 xí 1 

A aplicação do teorema de Descartes a esta equação 
e à sua transformada em —X, permite afirmar 
que ela admite apenas uma raiz irracional positiva 
e duas raízes complexas conjugadas. Como imedia-
tamente se reconhece, a raiz real pertence ao inter-
valo aberto ( 0 , 1 ) . Para a sua determinação apro-
ximada utilizemos o método dc Rufini-Horncr, 
A transformada da equação em ;t= 101 é O (ft)— 
«fii-j-lOi/, —100=0 cuja rais irracional está com-
preendida entre 0 c 10, Notemos que Q(0) , Q ( l ) , 
Q (2) e Q (3) são números negativos e Q (4) i po-
sitivo. Então, a raiz real de (j (u.) está com-
preendida entre 3 e 1 e a raiz da equação em X 
está compreendida entre 0 , 3 e 0 , 4 , Estes dois 
números são valores aproximados a menos de 10"', 
o primeiro por defeito e o segundo por excesso, da 
rais em causa. 

I. S . T. — Alguns pontos do 2." exame de freqüência 
de 1940-41. 

1 
are tg , V 9 6 2 — Verificar a identidade 

— are tg 
1 1 

, ' are tg —— 

2 « - l 

e, utilizando-a, provar 

que a série de têrmo geral u„ 
1 

are tg — é con-
2 « * 

vergeute. R : Tomando tangentes dos dois mem-
bros da identidade vem 

l 

li 1 + 
1 £ 

2n —1 2n-H 1 J / [ ( 2 n - l ) ( 2 o + 1)_ 
e, efectuando as operações indicadas no r.° mem-
bro, obtém-se uma identidade evidente. O têrmo 
geral da série dada pode decompor-se do modo in-
dicado no enunciado e a soma dos n primeiros 

termos da série é S„ are te 1 — are tg • • • - Por-
s 2n -r-1 

tanto, tem-se S — l l m S „ = a r c t g l = ir/4i resultado 
ii->CC 

que prova a convergência da série. 
Pode provar-se a convergência da série sem re-

correr ri identidade. Com efeito, consideremos a 
serie, manifestamente convergente, de têrmo geral 

H m 
• -kR V 

As v„ tg u„ ~ e determinemos 
2n2 

duas séries têm o mesmo caracter e a série de têrmo 
geral u„ é convergente. 
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9 6 3 — Provar que 

1 1 1 1 
1 Í+Xi 1 1 
1 1 l-í-.V; 1 

1 1 1 l + I , 
R : Substituindo tôdas as colunas do determinante, 
excepto a i.a pela sua soma com esta multiplicada 
por — 1 , obtem-se fàcilmente o resultado pedido. 

Ix = 3 
9 6 4 — A c h a r o ponto da recta í y - 3 c ! u e é 

equidistante de ^ ( 1 , 2 , 3 ) B ( — t , 0 , t > ) . 
R ; O ponto cuja determinação se pede é a inter~ 

sceção da recta dada com o lugar geométrico dos 
pontos do espaço equidistantes de A Í B , Èste lugar 
é o plano perpendicular a A B e que passa pelo 
ponto médio do segmento A B . A sua equação é 
;">(x f 3 / 3 ) - | - 2 í y - l ) - 3 ( z - 9 / 2 ) 0 . A resolução do 
sistema formado por esta equação e pelas equações 
da recta dada conduz ao ponto (3 , 22 , 1 7 ) . 

. i x + a y + 1 = 0 9 6 5 — Sendo = o as equações duma 

recta r determinar a de modo que, por r , passe 
( y = 2x 

um plano perpendicular a j Determinar 

êsse plano. R : A equação geral dos planos que 
passam pela recta r é x + a y + ),z-l-l + * = 0 . As 
equações normais da segunda recta são x y/2 -
— z/3. A família de planos x-i-ay-j-xz-f-l-(->.--0 
conterá um plano perpendicular ii segunda recta se 

a A 

1 = Q o u a ~ 2 , X —3 e a equação desse plano 

è 2 y + 3 z +4—Ó.' 
9 6 6 — A c h a r os focos da curva xy -t . 

R: A curva dada c uma hipérbole equilátera cujas 
assinto tas são os eixos coordenados, A sua equação 
referida aos eixos de simetria é A x ; + Cy3 + G --0 
com A + C - 0 , A C — —1/4 e A CG - l donde 
A - - C T/2, G = - 1 0 , isto é x 3 - y J = 3 2 . Os focos 
são os pontos (±8,0) relativamente ao segundo 
sistema de referência e os pontos ( ± 4 ^ 2 , + 4 ^2) 
relativamente ao primeiro referencial. 

9 6 7 — Determinar a parábola que encontra o 
eixo Oy nos pontos de ordenadas — 1 e 1/4 e 
tem a recta 2x-r4y-^\—0 como diâmetro conju-
gado com Ox, R: Seja Ax 3 + 2Bxy + Cy'-i-2Dx + 
+ 2Ey + G — 0 a equação da parábola. A equação do 
diâmetro conjugado com O x A x + By + D 0 não 
deve ser distinta de 2 x j 4y+-l = 0 , loço, ti parte 
um factor constante, A 2 , B --4, D 1 . Por se 
tratar dttma parábola deverá ser B3 — A C 0 , por-
tanto 10—2C 0 c C = 8 . Finalmente a equação 
deverá ser satisfeita pelas coordenadas dos pontos 
( 0 , 1 ) e ( 0 , - 1 4) , portanto, não serão distintas as 
equações &y*+2Ey+Gt—0, S ( y - h l ) ( y 1 / 4 ) - O 
donde E = 3 e G - - 2 . Tem-se 2x2+8xy4-8y- + 
-j-2x + <iy—2 o . 

Soluções dos exercícios n,°* 948 a 907 de A. Sá da Costa. 

Contém pontos de segundos exames de Ircqv.tíiicia de 
Álgebra Superior os seguintes números da «Gazeta de-
Matemática* : 1 e ti. 

- .Vj x z • • • .t"„ . 

\ 

GEOMETRIA DESCRITIVA —OEOÍMETRIA PROJECTIVA 

F. C. C. — 2." exame de freqüência 

Ponto 1 

9 6 8 — G E O M E T R I A C O T A D A — Apoiar em duas rectas 
euviezadas a sua perpendicular comum. Uma das 
rectas é horizontal. 

9 6 9 -rERsi>ECT[VAiuuonosA — Determinaroàngulo 
de duas rectas enviezadas. Uma das rectas faz com 
o quadro um ângulo de 45°. R : Rebata-se sôbre o 
quadro o plano que contém uma das rectas e é para-
teto à outra. 

9 7 0 -pOLiEnnos — Determinar a secção feita pelo 
1.* plano bissector numa pirâmide pentagonal de 
base regular assente no plano horizontal de pro-
jecção. O vértice da pirâmide é um ponto de afas-

tamento nulo e cota positiva. li : O prtblema pode 
resolver-se: a) Mudando de plano vertical para 
qualquer plano de perfil, o que transforma o 1," plano 
bisscctor num plano de tópo; b) Determinando o 
traço de cada utna das arestas no /plano bissector. 

Ponto [1 
971 — GEOMETRIA C O T A TIA — Determinar os planos 

bissectores de dois planos de escalas de decl ive 
paralelas, li : A introdução dum plano vertical de 
projecção de traço paralelo àí escalas de declive, trans-
forma os planos dados em planos de tôpo e permite 
resolver o problema fàcilmente. 

9 7 2 - P E R S P E C T I V A RÉGOKOS A — D e t e r m i n a r o â n -
gulo duma recta projectante com o plano neutro. 
R : O ângulo pedido é o da recta dada com o quadro. 
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9 7 3 — TR1EDR05 — É dada uma recta do plano hori-
zontal de projecção que faz com a linha de terra 
um ângulo de 60°. Conduzir por um ponto a recta 
que faz com a linha de terra e a recta dada ângulos 
de 30° e i<>°, respectivamente. K : Conduz-se pelo 
ponto a recta paralela à aresta oposta à base de (10° , 
no triedro de que se conhecem as faces í60°, 40° e 30°). 

Tem duas soluções, 

SoluçOes dos i,™ 9!i8 a 973 de L. G. M. de Albuquerque. 

F, C, L. — Alguns ppntfls 

974 — Duas rectas, não de perfil, tém projecções 
de nome contrário coincidentes. Prove que são 
complanas e determine a intersecção da linlla de 
terra com o seu plano. R : Dadas e e b é, por 
hipótese, a ' s b " e o" = â', O ponto P lai que 
P' — P " = ? a ' a" = b1 b" é o traço contum de a e b 
em |i.;4 .* as rectas concorrem em P e (JM definindo o 
plano n = a , b . 

Um plano, por exemplo p : $ P ; J_ u0 determina 
A = e 8 - b: e, seguidamente, r = AB . Obtidos 
Q = e t = P Q s irfíj.i é M = t . l T a intersecção 
pedida. 

9 7 5 — Num plano oblíquo, e por um ponto déle, 
conduzir uma recta cujas projecções sejam orto-
gonais entre si. R : São dados w oblíquo e P e t , 
pertende-se traçar % : e P ; 6 tt tal que J_ j" , 

Com a © de diâmetro P P'1 coincidem as projecções 
duma elipse [e] e . Cada geratriz /exceptuadas a 
vertical e a de tôpo) da superfície cónica [7] de vér-
tice P e directriz [a] tem as suas projecções ortogo-
nais entre si, visto que os ângulos inscritos numa 
semi-Q são rectos. 

As geratrizes de [7] que passam pela intersecção 
de I m -77^,5 com [e] são as rectas pedidas. 

O problema pode ter 2,1,0 soluções. 

1. S. T . — Aulas práticas 

9 7 6 — Dada a hipotenusa B C de um triângulo 
rectângulo, e uma recta PQ que passa pelo vér-
tice A dèsse triângulo, determinar êste vértice. 
8 ( - 4 5 , 70,60); C ( + 4 5 , 70, 00); P ( - 9 5 , 70,00); 
Q (26,104, 110). 

Nota : A primeira coordenada é a abscissa rela-
tivamente a um ponto arbitrário de LT, a segunda 
é a ordenada on afastamento e a terceira é a cota, 

R: Nas condições do enunciado BC e PQ são com-
planas. Rebata-se B C Q , em tôrno de BC , sôbte um 
dos planos projectantes desta recta. No rebatimento, 
a © de diâmetro B C determina A, em PQ, . Inver-
ta-se o rebatimento. 

O problema tem duas soluções. 
Outra r e s o l u ç ã o : A esfera [t] de diâmetro B C 

é o lugar dos pontos (exceptuados B e C ) donde se 
vi aquile segmento sob um ângulo recto. Os pontos 
de intersecção de PQ com [e] são os pontos pedidos. 

9 7 7 — D a d o s os pontos 
A (S0, 25,60); B ( 1 2 , 1 8 , 4 0 ) ; C (15 , 4 3 , 1 7 ) 

duma circunferência, determinar as projecções do 
polo da recta BC em relação à circunferência. 
R; Rebata-se o plano ABC em tôrno duma das suas 
horizontais (ou rectas de frente) sôbre o plano de nível 
(ou de frente) correspondente. Obtidos A , , Br e C r 

trace-se a 0 [ABC^,- e as tangentes a esta b, em B, e 
c, em C , . O ponto P, = b, eP é o rebatimento do 
ponto pedido. Inverta-se o rebatimento, 

Soluções dos n.°* 974 a 977 de Luiz Passos. 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L - A N A L ISE S U P E R I O R 

Ponto ti," 2 F. C, L. — 2 . ° exame de freqüência 

Ponto n.° 1 

9 7 8 — Calcule f**Pxdx (l logaritmo nepe-

riano). R : Integrando por partes obtém-se: 

i x 5 1 ' x dx — — I l'; x — — lx + — 1 + const. 
J (i ]_ 3 18 I 

9 7 9 — Estude a curva .T3 — y (1 + = 0 e faça 
a sua representação geométrica. R ; A curva tem 
existência real em todo o plano. Há duas assin-
totas: 1 e y = x—2. Passa na origem e não 
corta os eixos coordenados em qualquer outro ponto. 
Há um ponto de inflaxão na origem das coorde-
nadas e um máximo em ( — 3, —27/4), 

980 — C a l c u l e 1 = J(x1 — l) are sen 2x dx . 

R : Integrando por partes tem-se 
, x ' - 3 x „ 2 /' x»-3x_ , 
I - are sen 2x — í . d x , Mas 

3 8 J / l - 4 x 2 

J ^ 1 — 4 x - J ^ 1 - 4 x 1 J ^l-4x* 
e o primeiro dêstes integrais fàcilmente se calcula 
por partes e o segundo é imediato. Tem-se final-

f x 3 —3x 
mente 1 = j (x- — l ) a r c s e n 2 x d x ^ = — — — a r e sen 2x — 

~36 

i 
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981 — Estude a curva x ^ y + y — , r = 0 e faça a 
sua representação geométrica. R : Como para 
i >-0 é sempre j > 0 í para x < ; 0 è sempre y <C 0, 
os pontos da curva estão todos no i." e J.° qua-
drantes. A curva passa na origem e não encontra 
os eixos coordenados em qualquer outro ponto. Há 
uma única assintota que é o èixo O X . Há um má-
ximo em (1 ,1/2) c um máximo em ( — 1 , —1/2) . 
Há três pontos de inflexão ; na origem, em 
( / 3 , / 3 / 4 ) eem ( - ^ 3 1 , - / 3 / 4 ) . 

Soluções dos n.™ 978 a 981 de J. Queiroz de Barros. 

F, C. P. — 2.° exame de freqüência, Maio de (94-1 

Ponto n.« I 

•2y y3 

982 — Integrar a equação y < — ^ T ^ í X T j ' 

R : E uma equação de Bernoulli. Temos y'~ 

2 x x'(x*-t-4) 
Fazendo a mudança da va-

riável dependente y 1 = z , vem a equação linear de 

O integral ge-
z 1 

j." ordem : z! + 2 •— = •• • --
* x? (x*+4) 

ral da equação sem 2." membro é; z = C x _ i . Va-

riando a constante temos: C ; 
1 * , 
— artetg-g- • 

x - a x 2x J 

Portanto z = k x ~ î — r ~ a r c t g — e y " % 

983 — Caicular 
i V,y; dx d y 

IJ V^ 

2k — a r c t g x ' 2 

O domínio D é 

limitado pelas linhas : xv'^i ; y=2x; y =• A','4 . 
t « À/u' 

r /-dx , / ' „ , c dx 

0 v7i i ri* 

- fr~ [2 t/x 1% dy.+ fy* [2 l/x 1%' dy r 18/7 . 
» 1 

984 — Determinar a curvatura da secção feita 
na superfície « =»(*—l)» -*+(j>+1)»""1— 2, pelo plano 
A-—^—3^=0 no ponto ( 2 , 2 , 0 ) . R : Plano tan-
gente A superficie no ponto ( 2 , 2 , 0 ) : z = 0 . Tan-
gente à secção plana no ponto ( 2 , 2 , 0 ) : x —y = 0 , 
z=0 . Curvatura da secção normal feita pelo plano 

r + 2 s - H 
normal que passa por t. C„ "——— Pelo 

teorema de Meusttier temos : C — sendo 

1 + 1 

c o s i = y r . 7 r v ï ï ' 
—. Derivando % obtém-se 

Pi = 0 , qj = 0 e ri — 0 , t j = 0 , si = 2 . Portanto 
C „ = 2 e C —2 t/íl/2— t/22. 

985 — Determinar a equação diferencial das li-
nhas iL) tais que o quadrado da a r e a d o triangulo 
OMi N i , formado pela tangente em M e pelos 
eixos se ja constante. Integrar a equação obtida e 
calcular a área limitada pela linha representada 
pela solução singular e pelas rectas y=x\ y^xj tf 3 
no l.o quadrante. R : Seja y = f ( x ) a equação de 
linha. Equação da tangente em M: Y —y = y ' ( X —x). 
Pontos de intersecção com os eixos coordenados : 

M i ( 0 , y - x y ' ) t Nf Temos a equação: 

Temos portanto uma solução: y — x y ' + t / 2 c y ' . 
Integrando vem: y=c(x+v'2cci . Solução sin-

3 
guiar : y x ~ —- C . A área pedida é: 

a 
ItH K/i 

1 C 1 C 3c 3c 
A = j eido™ -- / — — - d o l o g 3 . 

2 J 2 J sen 2o 8 * 
ir/u tu/e 

Soluções dos ü . " flíy a 985 de Jaime Rios de Sousa. 

Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras 
— 19-VI-I94I. 

9 8 6 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o 
dy 

(1 — .vJ) ^ — xy (l + ay)=0. R: A equação proposta 

è de Bernoulli, como se reconhece imediatamente re-
a 3 C , solvendo-a em ordem a -yv: = 

dx dx l _ x í 

permite a sua redução à 

- ——- cujo integral 

A substituição u -
- » d u 

equaçao linear — • 
d x 

geralê u = cl 

n = i / x ^ l [ - 2 a ( x ^ - l j ^ + q 

O integral geral da equação proposta è pois 

987 — T r a n s f o r m a r a equação y'y'"— 
tomando y para variável independente, 

d'x 
dy _ 1 d 'y d y ' 
dx ~ d x ' d x 5 = ** /dx\ a ' 

d y \ d y / 

R : Sabe-se que 
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tpy 
d x 3 ' 

/ d ' x y d3x dx 

\ d y v dfya 'dy 
/dx dx\ 5> 

\ d y / 

€ a equação transformada 

dx d3x 
= 0 que será satisfeita se e só se 

däx 
x - c e — 

dy» 
0 —*• x " a y ! 4 b y 4 c . 

dy dv 1 

d x 

O integral geral da equação proposta é 
(x —c)(x—ayí-i-by+-c) = 0 . 

9 8 8 — Determinar o raio de curvatura e a evo-
Juta da curva (-1 — = . 

989 — For uma rotação da mesma curva, em 
túrno da sua assfntota, qual 6 o volume gerado 
pela ãrea plana limitada pela curva e pela assfn-
tota? R : Acurva (4 — x)y ! ^-x 3 admite como assin-
tota a recta x = 4 . Se efectuarmos a substituição 
X = 4 - x , Y = y , esta correspondente à mudança 
de origem para o ponto de coordenadas (4,0), de 
encontro da assinto ta com o eixo dos x x , com con-
servação das direcções dos eixos, e a equação trans-
formada escreve-se X Y Í = (4 — X ) 3 . A rotação da 
curva em tôrno da assinto ta que coincide com o 
eixo dos y y dá origem a uma superfície que admite 
o plano Oxz como plano de simetria e cuja equação 
é Y* O volume do sólido 
limitado pela superfície considerada terá medida 

finita se, c só se, fôr convergente 

==- 1 d X dZ senão A a área 
- Z ' / -ff c 

Por outro lado substituindo Y *= - - f' (x) e as suas 

derivadas de l.1 e 2,A ordens no 1.° membro de 2) 
1 a a b 

obtém-se - £'," 4 - - £" í1 4 — í' expressão que è 

o cociente por x de derivada de *) e portanto iden-
ticamente nula conto queria provar-se. 

991 — Sendo P, Q e R funções homogêneas de 
.v e y e P e R do mesmo grau de homogenei-
, , dy R-rQy , 

dade, integrar a equação —• = T, , n fazendo a 
dx ~ T ü» 

mudança de variável y^zx . I i : Fazendo y zx 
e designando por n o grau de homogeneidade de 
P e Q e por m o de R, isto ê, supondo que 
P ( x , y ) x " p ( z ) , R (x , y ) = x" r (z) e Q ( x . y ) ~ 

x " q (z) , vem : 
Q^) dx j p (zl 

: X 4 • 

t / x * T „ ; 

limitada pela circunferenda de equação X ' + 7J- \ 0 . 
Em coordenadbs polares, escreve-se 

r* r*x (4—py"2 r* {i-i?"-
1 = j dp / — d»-2w / dç * o in-

J 0 J I) f J 0 ? 
tegral é, manifestamente, divergente. 

Soluções dos n. • 9ftfi a 989 de A. Sá da Costa. 

Irist. Sup. Técnico — 2.° ex. de freq., 194) 

990 — Veri f icar que, sendo y=f(x) uma solução 

da equação 1) y"+-^y'+by=Q será / ' (#) 

o 4-2 i-
uma solução da equação 2) y" 4 —-y'+by = 0 . í i c a ° sistema 

Portanto a equação 1) sabe integrar-se quando a 
fôr um inteiro par e positivo. R t Como y = f (x> 

é solução da equação 1) tem-se os) t" + £H- b£ — 0 . 

du z p ( z ) - r ( z ) ' z p ( z ) - x ( z ) ' 
que è uma equação de fíernoulli e que portanto sabe 
integrar-se, 

992 — Sendo y = J.r- , a = f (x) as equações 
duma curva, determinar f (.v) de modo tal que as 
normais principais da curva sejam paralelas ao 
plano yz • R : Como as equações do normal prin-

X - x Y—y 
cipal em (x , y , z) são B * i _ C y ) " C x ' - A z < ™ 

Z —z 
™ — — o paralelismo das normais principais 

A y ' — B y ' 
ao plano yz exige ser Br,1 — Cy' = 0 . Tem-se então: 
B=z' x"—z" x r - — , C = x ' y11 — x " y ' = 8 (aten-
dendo a que x ' 1 , x» = 0 , y' = 8x , y " - 8) e 
B z ' - C y f - ~ s ' z " ~ 6 4 x . 

Há pois que integrar a equação diferencial ordi-
nária de 2ordem : 7,' z" + 64x — 0 . Tem-se. 
2z' z" = — 128 x , z'* - (VI xJ 4 Ci = --64 x* 4 04C, 
donde z ' — 4 8 l / c 7 ~ — e z<= ± 8 V̂ Ci — x J d x 

r t + sen t cos t 
cos? t dt«« 8C t — + C , 

4 Q ( a r e sen + V 1 " S ) + 

(fazendo x V̂ C] sen t) , E então 

z-=í(x) = + (cj are sen — - 1 - x \JCj — x 1) — C3 . 
V'Ci 

993 — Sendo a ~ (2x -H I + ( + 4s) J + 
4- (2 —3_v) K para que pontos do espaço se veri-

d i v . « - * « | I R . r e m . s e s u e e s , 
div (^«)=»>4r. 

sivamente d iva = 7 , «j 1 2x + 3y, xct=(2x ! -r3xy)l + 
4 ( 3 x y 4 4 x z ) J + ( 2 x z - 3 x y ) K , div (xi} = í)x4Sy . 

x——3/7 O sistema dado é pois 1 
i 9 x + 3 y - - J I y-55/31-, 

equações duma recta paralela ao eixo OZ . 

Soluções dos u . " 690 a 995 de Manuel Zaluar, 
Contêm pontos de segundos exames de freqüência de 

Cálculo infinitesimal e de Análise Superior os seguintes 
números da iGaseta de Matemática; 2 e 6. 

I 

k 
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M E C Â N I C A E A C I O N A L ^ F Í S I C A M A T E M A T I C A 

F. C. L — 2." exame de freqüência, l-n-1941 

994 — Determinar o centro de gravidade da 
superf íc ie lateral dum cilindro de revolução em 
torno do eixo dos xx, limitado pelos planos coor-
denados e pelo plano x=h, e cuja densidade é 
uma função linear da coordenada z , nula para 
,3 = 0 , R : A equação da superfície è y i-f-2 ! = R : , 
donde p = 0 e q ™ - - y / s . A densidade num ponto é 
>. = az. As coordenadas do centro de gravidade calcu-

j " J v / r + p * T q * Xxdxdy 
iam-se pelas fórmulas. ——-— 

f f l/l + p^+qs>-dxdy 

t expressões análogas por t, e que se deduzem 
por substituição de x por v e z respectivamente. 

„ 1 . —_ R 
Ora i / l + p « + q * — - Vy2 zt — —— e portanto 

/
•/, pm ph pn 
„ x d x . / „ d y h y d y . _ R 

/>/> 2 . / > J > 9 
f'dx ["zdy f ' / R ! _ y 2 d v -

, _ Jj) J 0 __ J 0 _ 
* ~1 r k 

L d > -
1 

R 
^ - t / R i - y i + y a r e sen ^ 

lo * 

9 9 5 — Um ponto material pode mover-se sôbre 
a parábola y*—2px e é atraído por um ponto do 
plano da curta de coordenadas (p,b), com uma 
fôrça proporciona) à distância. Calcular as posi-
ções de equilíbrio, R : Componentes da fôrça; 
X = k ( p —x) Y = k (b—y) . a•) Método das reacções: 

M 
+ = o 

, j ou seja k ( p — x ) — 2p(/.=0 
k ( b - y ) + 2 y ; t = 0 . 

Mas s = — e a i.a equação pode escrever-se 

( y ! \ P 2 P - — y 1 

k ( p — — | —2pji-=0 donde u = — — k ; substi-
tuindo na s." equação vem y - 3y/'2p' b e portanto 

y ' 1 , , 

— yiptí*. b) Método dos trabalhos vir-

tuais: x S x - - ^ - S y logo XSx-t-YSz=0 ou 
k ( p - x ) - £ - S y + k ( b - y ) S y = 0 , 

Como Sy pode tomar qualquer valor, deve ser 
xy y 3 

b — — 0 ou atendendo ao valor de x : b — | = 0 

donde y = V 2 p J b . 

996 — No movimento duma figura plana no seu 
plano, as velocidades, num dado instante, dos 
pontos P t ( 0 , 0 ) e ^ ( 4 , 3 ) têm respectivamente 
por cosenos directores m = 3/ V ^ , 0 i = 2 l y S , 
<*& = 3/\/ÍÕ 'e fc^—l/^ÍÕ. Determinar o centro 
instantâneo de rotação. R: Tem-se v ( = pI(3«t — 2e2 ) 
» = j ( 3 e j - ej>). As normais a estas velocidades, 
tiradas respectivamente por Pi e P2 são; Qi = P(-f-
4- >.i ( 3 e i - r 2 e : ) = P i -(- ã (- -2«) h3«j) e Q 1 - P í + 
+ iu.(3ei — +•(*(•! 4- 3ej) = Pi + 46] +3*2 + 
+ ft (ei + 3«j) = Pi-f-(4+fi) ei -r(3 + 3iAia2 cujo ponto 
de encontro é dado pelos valores de í. e de ;t que 
tornem Qi = Q j ou seja: — 2>. = 4 + u., 3x = 3-f3«. 
donde ).= —1 e jj.= — 2 . O centro instantâneo de 
rotação épois C — P, — (—2e, -i-3ej) ou seja C(2 , - 3 > 

997 — É dada a parábola y*=2px . Supondo 
que a área limitada pela parábola tem uma den-
sidade de forma X = Ar-f-b determinar b de forma 
que o centro de gravidade da área referida limi-
tada pela recta x=p esteja no foco da parábola. 
R ; As coordenadas do foco são F (p/2 ,0) . Como 
a curva é simétrica em relação ao eixo dos x x , 
o centro de gravidade está sôbre êste eixo e portanto 
r = 0 . Basta pois determinar o valor de t, e igua-

/ Y i x d x d y 
lá-lo a p.2 . Temos então : Ç = ~r~r = 

f f - , d x d y 

^ V + b x J d x / ^ d y 30p^+42_pb 

r ( x + b ) d x / ^ dv p 4-70 b ! 
J Cl ,/ ^ Í. J 

Ç=p/2 ou 9pH-7b=0 donde b 9/7, 
SoluçrSes dos exercícios f®4 a 997 de F. V. A. de Veia;i de 

Oliveira. 

F. C. P- — 2." exame de freqüência, I940-I94f 

998 — U m ponto material pesado P está sus-
penso dum fio inextensível em cuja extremidade 
l ivre actua uma fôrça ii> que lhe imprime um mo-
vimento rectilíneo, vertical, ascendente, unifor-
memente acelerado, P&So do ponto p Í"J(M> kg, 
A aceleração « = 2 n i : s - . 

1.° £ Como varia >!> com o tempo, na hipótese de 
ser nula a velocidade inicial do p o n t o ? 

2.° i Como varia com o tempo a potência desen-
volvida por >t> e qual o seu valor em kw, 10 se-
gundos depois do instante inicial, na hipótese 
considerada na pregunta anter ior? 

9 9 9 — Um sistema material ê constituído como 
a figura indica. Os discos D e D, são solicitários 

Logo 

t 
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e concêntricos, e o movimento de D\ sôbre Ox, 
faz-se sem escorregamento. Os raios de D e Di 
são b e bi e tem lugar a relação 2é = ôi . O é fixo 
e o resvalamento de D contra O A faz-se sem 
atrito. A s fôrças actuantes são os pesos p e p' 
dos discos e da barra e uma fôrça F horizontal 
aplicada em C . O sistema é homogênio. 

Dados numéricos : p^p* - 1 0 kg. bt = 1?» O A 
2 a = 5 m . 
a) Parametre o sistema. 
b) Escreva equações que traduzam condições 

necessárias e suficientes de equilíbrio do sistema 
considerado. 

c) Calcule a fôrça F de modo que o equilíbrio 
tenha lugar quando a barra OA forma com Ox 
um ângulo de 60°. 

d) Poderá calcular gràficamente a fôrça F1 
Justifique a resposta. 

e) Ver i f ique se as l igações são perfeitas 
Suponha agora que o sistema parte, sem velo-

cidade inicial, de 
uma posição que 
não seja de equi-
líbrio, abandonado 
à acção das fôrças 
anteriormente con-
sideradas, incluin-
do F a que se atri-
b u i rá u m v a l o r 
constante. 

f ) Escreva a equação ou as equações que per-
mitem estudar o movimento do sistema. 

gjf E s c r e v a a equação que lhe permite [calcular 
o valor comum das reacções que se desenvolvem 
entre a barra OA e o disco D. 

I. S . T, — 2 ° exame de freqüência, 25-64941 

1 0 0 0 —> U m paralelogramo articulado ABA 'B' 
está em equilíbrio. Os dois vért ices opostos B e B' 
são ligados por um fio f lexível e inextensível. 
Sobre os vért ices opostos A e A' actuam duas 
fôrças iguais e opostas, F e ^ - - F , que tendem 
a aproximar êsses dois vértices. Qual é a tensão 
do fio BB1 , em qualquer dos seu pontos? 

1001 — U m fio f lexível e inextensível homogéneo, 
cujas extremidades são dois pontos f ixos A e B, 
estã animado duma rotação uniforme em tôrno 
da recta AB. Dasprezando o pêso do fio, em face 
da fôrça centrífuga, qual é a figura de equilíbrio 
relat ivo? 

1002—Quando uma figura plana, possivelmente 
deformàvel, se move em tôrno duma recta qual-
quer do seu plano, o seu momento cinético, em 
relação a essa recta, é o mesmo que seria se não 
houvesse deformação. 

1 0 0 3 — V e r i f i c a r que o sistema das fôrças de 
inércia de transporte ê conservativo, quando o 
movimento de transporte é uma rotação em tôrno 
dum eixo fixo. A c h a r o seu potencial. 

Contém pontos de segundos exames de íreqflíncia de 
Mecânica Racional e I-isica Matemática os seguintes nú-
meros da «Gazeta de Matemáticai: 2 e6. 

C A L C U L O D A S P R O B A B I L I ]) A l> E S 

F. C. L. — 2." exame de freqüência 21-5-1941 

1004 - T o m a m - s e ao acaso dois números quais-
quer entre 0 e a > 0. Calcular a probabilidade de 
que o produto dfeles seja inferior a ma~ ( 0 < w < l ) . 
Apl icação numérica m^> 1/4. K : Designemos por 
x í y os dois números em questão. Tem-se 0 < x < a 
e 0 < y < a . Pretende-se determinar a probabilidade 
de que xy < m a 1 . 

O mesmo problema pode receber estoutro enun-
ciado: Determinar a probablidade de que um pon-
to ( x , y) tomado ao acaso no interior do quadrado 
de lados x = 0 , x = a , y — 0 , y - a seja interior ao 
dominio 0 < x < a , 0 < y < a , xy < ma-, isto è, o 
domínio do /." quadrante limitado pelas rectas x - - 0 ; 

x = a , y — 0 , y = a e pela hipérbole xy - m a ! = 0 , 
A solução déste problema é imediata •—a prababili~ 
dacie pedida é o cociente das áreas dos dois domi-

/*" M A 3 

ma- + I •—•— dx 
/ X 

»{03, isto é, p = = m ( 1 - log m). 

m -.-1/4-> p — ( 1 + l o g 4 ) / 4 - (1 +1,3863) j i=0.515&. 

1005 —Calcular o valor médio da função (/rJ—x* 

sendo a probabilidade elementar da variável 

casual x definida no intervalo (—r , r). R: Cál-

culo de k .* 1 = I — 2 kr -* k = 1/ 2r . Cálculo 
J k 

/ — — 1 C' 
valor médio : M ( ^r*—x*)= — j f r- — x ' = 

R Í"17 ' '5 , . 7 7 1 — — I cos 1 a d» — 
' ' 2 

Soluções dos números 1004 e 1005 de M. Zaluar 

Contém pontos de segundos exames de freqüência de 
Cálculo das Probabilidades o número 2 da ^Gazeta de 
Matemática*. 
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