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calculada para x,.--, 2, © para um valor de
y; entre y; e 7;. Em K, as formulas anteriores
condensam-se em

f@,y) —f(z,y)=M(y—y),

designando MM, a matriz de elementos
Pondo My = M + M; vem

dfs)*
Y

o(z,y) —o(x,¥) =y—y' — M7 [f(x,y) —f(=,y")]=
=y—y' — M1 (M+M,) (y—y')
=—M'M(y—1y).

Em virtude de (3;) os elementos da matriz
My = M;— M podem tomar-se arbitrariamente
pequenos desde que se escolham os y; sufi-
cientemente préximos dos ;. Fixado um
ntimero positivo ¢ <<1 pode pois conseguir-se
que os elementos da matriz — M-' M, saiam
de valor absoluto inferior a ¢ /#® numa vizi-
nhanea Xj >< Y, definida por

|[e—a|<e , |y—>5|<B =<B.
Nesta mesma vizinhanca serd entiio

le(z,y) —e(z,¥) <aly—-%] (O<g<])

que é a3) com lugar em X, < ¥;.
Posto isto, o teorema do § 7 garante a exis-
téncia de uma e uma sé funcio continua

= d!(:la) = ["bl (ﬂ:“'”,l’m)] »
D, (€4y -, Tp)
isto é, de um sistema de fungdes continuas

Yi = O (24,005 2,) (i=1,---,n),

que numa vizinhanga X; ¢ X; do ponto a defi-

nida por |xi—ai|<a'<a (i=1,...,m)

satisfaz identicamente a eqnagiio y = 9 (z,y)

ou seja f(z,y) =0, ou ainda as equagdes (1).

Além disso, ®(a)="b, que é o mesmo que (2).
O teorema esta provado.

Exercicio. Indique como se efectua o cal-
culo aproximado das fun¢des ®; e mostre que
a convergéncia das sucessdes aproximantes é
uniforme.
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Méximos e minimos de algumas funcdes algébricas

por Manuel Joaquim Sousa Venlura

Desde o primeiro nimero da sua publica-
¢io que a Gazeta de Matematica tem incluido
nos seus programas uma rubrica cujos fins
didaticos se tém distinado a bem servir os
interesses dos candidatos 4 admissio as Esco-
las Superiores.

A (Gazeta procurari desenvolver mais in-
tensamente e alimentar com mais assiduidade
uma sec¢do dedicada aos alunos do Ensino
Médio, e aos pré-universitarios, procurando,
assim, diminuir, na medida do possivel, a
distincia que separa o plano liceal do plano
universitario.

*

A presente exposi¢gio — Méximos e Mini-
mos de Algumas Fungdes Algébricas— ¢
dirigida em especial aos estudantes do 3.°
ciclo e nada de novo apresentara; mas tenta-
remos imprimir-lhe algo de pessoal na arru-
magio dos assuntos, do ponto de vista
didatico.

Antes de levarmos alguns conhecimentos
tedricos & aplicacio de casos concretos, enun-
ciaremos seis proposicdes e faremos as res-
pectivas demonstracgdes.
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O aluno devera ter bem presente a nogdo
de func¢ido, de continuidade de fungio, de
méaximo e de minimo.

Porém, por conveniéncia do objectivo a
que se destina o presente trabalho, sublinha-
remos a diferenca que existe entre o conceito
de Mdaximo e Minimo absolutos, e o conceito
de Mdaximo e Minimo relativos.

Chama-se Mawximo absoluto da funcio f(x)
no intervalo (a,b) ao limite superior dos
valores que f(«) assume nesse intervalo.

Analogamente, Minimo absoluto de f(x)
em (a,bd) é o limite inferior dos valores que
f(x) assume em (a,6). Diz-se entio que
extremos absolutos sio o8 maximos e os mi-
nimos absolutos.

Sendo a<«;<b, se o valor f(x;) é um
extremo absoluto (miximo ou minimo) de
f(x) nalguma vizinhanga I (z,,e), diz-se
que f(x;) é um extremo local ou extremo
relativo de f(x) no intervalo (a,bd) (maximo
ou minimo, conforme o caso).

Extremo absoluto, assumido num ponto
interior do intervalo (a, b), é também extremo
relativo, claro. Seja, para exemplo, y=f(z)
uma fung¢iio cuja imagem geométrica é repre-
sentada pela curva da figura junta: f(x;) e
f(x5) sio maximos relativos; f(xzg) e f(wxg)
sido minimos relativos.
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Em a5 apresenta f(2) um mdaimo abso-
luto (que é também um maximo relativo) e em
xg um miénimo absoluto (que é também um
minimo relativo) pois f(x3) e f(xg) sdo,

respectivamente, o maior e o menor dos va-
lores que f(x) assume em (a,b).

Outro exemplo :

A fungio f(x) =2a assume no invervalo
(1,2), o minimo absoluto f(1)=2 e o ma-
ximo absoluto f(2)=4.

f(x)=2x nio apresenta extremos rela-
tivos em (1,2); a fungho é ai pontualmente
crescente.

No estudo que vai seguir-se, sbmente tra-
taremos de extremos absolutos.

@) O produto de dois factores varidveis,
positivos, e de soma constante, atinge o seu
valor maximo quando 0s factores forem iguais.

(Sendo possivel a sua igualdade).

Sejam « e y dois factores positivos e tais
que & + y = a (constante).

O valor maximo do seu produto P=ux.y
tem lugar quando z=y.

Com efeito, sendo
doy=(0+y)—(@—y)P=at—(v—y)
verifica-se que o maximo valor do produto
x .y §é atingido simultineamente com o mi-
nimo de (x—y)? ou seja para & =y (>0

e y>0).

mesma conclusdo se podera chegar uti-
lizando as propriedades do trinémio do 2.°
grau:

Para isso considere-se ainda = +y=a
(constante) e x -y = P; teremos, pois, x e
y como raizes da equagio
1) T—aX 5 Pl
cujo binémio discriminante (A) devera ser
positivo ou nulo para se atender & positivi-
dade obrigatéria de x e de y (x e y reais).
Entéo 6

2
A=a?—4P>0 ou 4P<a? o, ainds, P<“T.
2
% é o valor maximo do produto P=wx 'y

2
e, com P= GZ a equagio (1) apresenta, pois,

a raiz dupla z=y.
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Exemplo I: Calecular o valor mdximo de
f(@)=(1l+=x) (2—=), sendo [0 <z<<2]
Como é (14 x) + (2 —2) =3 = constante, f(x)

atinge o seu valor mdximo para

l14+2=2—2 ou 2x=1 ou = =1/3;

1 1 1 1 3 3 9
f(i)'( +§)('"?)“2'2 7
é o mdximo procurado.

B) O produto de varios factores varidveis,
positivos, e de soma constante, alinge o seu
valor mdximo quando esses factores forem
iquais entre si.

Se é -
x+y+2z+ .-+ t=c (constante)
o se (x’y,z’...,t>0)
entdo é

(1) P=x-y-2---t mdximo com =y =25= v=¢

Se no produto P=x.y.z...t existirem
factores desiguais, é facil aumentar o seu
produto parcial conservando constante a sua
respectiva soma.

Com efeito, seja y =<2z, por exemplo.
y;z e o factor z

Substitua-se o factor y por

y+=z

por . A soma y-+z ndo é alterada por

Ytz y+z_
T

e o produto y -z atinge, desta maneira, o sen
valor maximo, que é

W+ (+2) _ @+
SO 4

esta substituigcdo, pois

Com a igualdade dos possiveis pares de fac-
tores desiguais de (1), e sem alterar a soma
desses mesmos factores, consegue levar-se o
produto P=z.y.z...t a atingir o seu va-
lor maximo e, portanto, a concluir-se a afir-
macio da proposi¢io f3).

* Veja a demonstraciio da proposi¢fo «), segundo
as propriedades do trinémio do 2.° grau.

7) Se a soma de vdarios factores positivos,
é contante o produto destes factores afectados
de expoentes racionais positives é mdximo
quando estes factores forem proporcionais aos
seus respeclivos expoentes.

Seja « +y + z=c (constante)
Pretende-se demonstrar que o valor maximo
do produto P = 7. g . gt
é atingido quando

® Y z
e A
& do .

(r,s,t,d >0, inteiros)
(1) Sendo P = x"ld . yod.zi¢ §, também,
d

P=vVyz .y -2z . O valor maximo de P ve-
rificar-se-4 simultineamente com o valor ma-
ximo do produto

(2) Py=a"y'z (x,y e z factores positivos).

Determinemos em que condigbes se verifi-
card o maximo de (2):

O maximo de P;=a"y*z' verificar-se-a
com o maximo de Py=ka y 7, se k for
uma constante.

Fazendo bk =r7".8° .1, vem

produto de factores cuja soma
v

® @ ® v y z
i s et JILELE R nl Rnull JHo e R Rty w1
r r r 8 8 8 t

4 = rax & tz
+?+"'+T-T+T+T-x+y+ﬂ

é constante, por hipétese.

Mas, segundo 3), o valor méaximo do pro-
duto (3), [ou de (2) ou de (1) portanto], sera
atingido quando

© y s

ES e
Multiplicando as igualdades anteriores por
d, vem
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ou

aly|s
a..lhlﬂtt
a.|..|u

c. d. d.

Exemplo IT: Determinar o valor mdximo da fun-
¢do
J(@) =a2(2 —=x) com (0<2<<2)

Tendo em consideragBo que « + (2 — x) =2= cons-
tante, f(x) atinge o seu valor mdximo para

2 —~2—o donde se deduz =4/3;

2
4 16 2 32
F(4/3) = (4/3)2 (2 g E) _16 2 32

é 0o mdximo de f(x).

a;) O minimo da soma de dois termos varid-
veis, positivos, e de produto constante, veri-
Jica-se com a igualdade desses termos (caso
possam ser iguais).

Se P=wx.y é constante, serd (z 4 7)
minimo para x =y (z e y > 0).

Com efeito, sendo P=z-y e x+y=3s,
o trinémio

1) X2—sX+ P
terd x e y como zeros; e dada a natureza

real de = e y, tera de ser o binémio dis-
criminante (A) de (1) positivo ou nulo:

A=s2—4P>0 ou s> 2P
Com s =2yP (mfnimo de s), o trinémio é
quadrado perfeito, e apresenta o zero duplo
T =1y.

Vejamos outro caminho :

E+yP=(—yP+4izy
ou
(#+y)2=(x—y)2+4P (P=x .y, por hiptese)
O minimo de (xz+y), ou o de (x4 y)?,
aparece com o minimo de (x — z)?, isto é,

para
2=y

visto que #>0,y>0, também por hipé6tese.

Exemplo I1I: Calcular o valor minimo de

f(-’c)-%+a= (z=>0).

1
Sendo — -z =1 = constante, o minimo serd atin-
x
gido para
i
— =ua, donde
X
2=1ou x=+1

1
f(1)=T+1—2 é o minimo.

1) Se o produto de vdrios termos varidveis,
positivos, é constante, o minimo da sua soma
verifica-se quando esses termos forem iguais
entre si.

Seé #-y.2z...t=c (constante) e se
(@,y,2,---t>0) serd

(1) S=x+y+&+ -+« +¢ minimo para e=y=z= - +={,

Com efeito, enquanto existirem parcelas dis-
tintas é facil diminuir a sua soma (conser-
vando constante o seu produto parcial), por
meio de substituigio adequada: Consideremos,
entio @ ==y, por exemplo, e substituam-se
x o y pela média geométrica entre = e y,

isto é, por Va-y.
Temos, > Vz.y e y—> V& -y.
O produto mantém-se inalterado, pois

e a soma atinge, assim, o seu valor mfnimo
2z . Y &

Deste modo, com a igualdade das possi-
veis parcelas distintas de (1), conseguiu
levar-se a referida soma, z+y+2z----+41¢,
a atingir o valor minimo e, portanto, a con-
cluir-se a afirmacio expressa em f,).

Por outra via se pode ver que é

(2) s+y>2Vz y.
De facto, se é
©+y>2/zy

* Veja a demonstragiio de «;), segundo as proprie-
dades do trinémio do 2.° grau.
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é, também,
(z+yP>4a-y
ou
(z—y)32>0 (x>0e y>0)

cuja evidéncia impde a veracidade de (2)

71) Se é constante o produto das poténcias
de expoente racional e positivo de varios fac-
tores variqveis, positivos, o valor minimo da
soma desses factores tem lugar quando o0s fac-
tores forem proporcionais aos seus respectivos
expoentes.

Seja o produto
P = g7ld . yld . 2t — ¢ (constante).

O valor minimo da soma

x+y+z
é atingido para
ST AR
et
d d d (r,s,t,d>0, inteiros).

Sendo
(1) P=a7d.yd. z4d =constante é, também

o
= Va7 .y . 2t = c'* e, consequentemente, 6
(8 Py=a".y +2'=constante (x, y e 2z
factores variaveis, positivos).
Se o produto (2) é constante também &
constante
(8) Py=ka y 2 se k for uma constante.

Hazendo E=r"821F% v

em
Py (o t) a7 yf ot = ;)() ()
5

Lt B -

A P e
r 8 8 ¢

1|a
|8

oalﬁz

]
¢

Mas, segundo (), sendo o produto cons-
tante, o minimo da soma dos factores

€x B x
TR R R ATy
r r r 8 & 8 t
4 &
gt g
t t

verifica-se para
© Yy z

r z P

multiplicando as igualdades anteriores por d,
vem

de dy dz
SR
ou
sy 5
r 8 4
A ia od
c. d. d.
Exemplo IV: Calcular para que valor de = a
fungiio

S (@) =2+ 2
tem valor minimo
Tendo em conta que o produto
(z%)!- (x~1)? = 1 = constante,
teremos

~1
2% = fz_ ou 22*=ax"! donde se deduz

2 =yif.

Outros exemplos praticos, indicados a se-
guir, poderdo ilustrar as proposigdes expos-
tas e esclarecer com mais eficiéncia o espi-
rito do aluno.

Calcular 0s maximos das sequintes fungdes :

I) y = x (a® — x?) OD<z<a)
: 9
1)) y=h§-ﬁvM23—ﬁ 0<x<2R)
1m) y:m“f“ 0<2a<zx)
€T

I
M) y=s@—a) o y— (@7 (@-a.

Os factores a2 e (a?—a2), de soma cons-
tante, terdo produto méaximo, segundo %),

quando
T2
— =a?—x? ou 3x?=a?, ou ainda,
o ' ¥
V3
= —1
& g
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Este valor de «, substituido na expressio
analitica da func¢io proposta (1), dara

como valor miximo

1I
Como
2 pe == B o0 v
LR =
on
2= a5 =5
y=T-m3-m’ ‘2QR—ux)*

ou

2 L .
3

y=-g2" -@GR—2)

e, além disso, é contante a soma
s+ (2R—x)=2R,
devera ser, segundo %),
= 2R—=
1
2

| o 8

donde se deduz

- B
B

para valor maximizante de y = f(z).
O méaximo é, pois,

5 2= 25
,G@mm_mvl (22-28)-

\/5 = RS,
III
A fungio
z—2a
Y == pode escrever-se:
1 1 2a
y——(a:—2a)-—z( —?) =

x
1 2a31 2a
B =)

Tem-se, entio, dois factores de soma cons-

tante : (1 5 _) .

Assim, segundo 7), sera

LI
pe i @X
2 1 %
donde vem
r=238a.
Entio
8a—2 1
y=r@a)=——="=
(Ba)}® 27.a

é o maximo procurado.

Determinar os minimos das fungbes.

a4+ x

a—x

v = -
) y a—x a4+ [ ¢s<e<gl
. a8 4 b2k
V) y—% [#>0 e a>0]
@
x3
IV —_—— 0
) ¥= = an 0 <a<w]
Iv
+m a—x
¥ =7E) - m+a+x

e tem-se

a4+ x a4 —x 1
=2 Gl
Entdo, segundo a proposigiio «;), o minimo
de f(x) tera lugar para
a+tx a—x

a—x a+®

ou (a+ x)?=(a—x)? ou para ==0.
a a

SN = — e

é o valor minimo

v

a+6:n

ab
= f(x) = ou f(:c)—§+bza:‘.

Tendo em conta a constincia do produto
J 1
o (&) et

concluimos, segundo 7;), que f(x) é minima
quando os factores entre paréntesis, de (1)
forem proporcionais aos respectivos expo-
entes.
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O valor de @ minimizante de f(z) sairi,
pois, de
ad

P bza:‘ ‘/ V a
fi==o T 202 V2o

a’+b!a5"/ L :
V26
,32‘7_;
252
3 8 Jop2
= —. b —

a?
é o minimo de f(x).

X

O minimo de f(x)= deve dar-se

mﬁ
(z—

com o maximo do seu inverso aritmético(*)

e i)
e -0

Determine-se, entio, 0 maximo de
(x—a)2 1 - al\?
e g (1-2) -

x
=_1_.i(1_i)',
a T i

Sendo % B (1 — i) =1 (constante), po-
x x

deremos, segundo y), afirmar que o valor de
@ maximizante de [ f(x)l-!' sera dado pela
igualdade

LA

x

x
e donde se deduz x =3 a.

[f(@)]" =

O maximo de [ f(«)]-', ou o minimo de
f(®), é, pois,

@) = (Ba)® 27

Ba—ap 2
A Geometria oferece campo vastissimo a
aplicacdio das proposigdes indicadas e destas

(*) O aluno nio deve confundir as fungdes y=f(x)
e @ = f~! (y) — fungdes inversas — com fungdes f(x)
e [f(x)]™' — inversos aritméticos — .

vamos fazer uso em algans problemas geo-
métricos. :

Seguir-se-4 um conjunto de exercicios com

as respectivas resolugdes. Porém, aconse-
lha-se ao estudante a tentativa de chegar ao
fim S6 por Si, sem recorrer as trajectérias
indicadas, ou a terceiros :
— ganhari, assim, mais confianca em S%
Mesmo, com beneficio para o desenvolvimento
do proéprio antodominio; podera até descobrir
caminho mais directo ou mais elegante se se
alhear das nossas sugestdes.

ViI

De todos os pontos interiores a uma circun-
feréncia de raio R, qual é aquele cuja potén-
cia em relagdo & circunferéncia é mdaxima?

Sabe-se que qualquer ponto 4 do interior
de uma circunferéncia divide as cordas que
por ele passam em duas partes cujo produto
é constante (para cada ponto). A essa cons-
tante chama-se poténcia do ponto 4 em rela-
¢éo A circunferéncia.

A circunferéncia de centro O, diimetro

CD, raio R, representado na Fig. 1, deixa

Fig. 1

ver que a poténcia do ponto 4, em relagio
4 circunferéncia referida, é

f (@) = (B — =) (R + )
onde « representa a distincia do ponto 4
ao centro da circunferéncia.
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Ora,
(B—2)+(BR+2)=2R

6 constante.

Entio, segundo «), o0 maximizante de f(x)
é raiz da equacio

RBR—ax=R+4ux
ou
=0
o que nos leva a concluir que o maximo da
poténcia
f(©) = R?

se verifica quando A=0;4 é o préprio
centro da circunferéncia.

VIII

De todos os tridngulos rectingulos com a
mesma hipotenuza, qual é aquele cuja drea
é maxima ?

Questiio equivalente & seguinte:

Inscrever num circulo dado o rectangulo de
area mdxima.

Representem-se os catetos AB e BC por
x e y, respectivamente; a hipotenuza por

Fig. 2

2R (constante) — diametro do circulo de
centro O e raio R (Fig. 2).
Assim, gera

@) 2y =4 R

e
(2) 2s=x-y
onde s representa a area da superficie do
triangulo [A B C'], rectingulo em B.

A eliminacdo da variavel y entre (1) e (2)
da

1 1

@) 2s=z/IR—%= ()7 @R —2))*.

Como é constante a soma

@+ AR —aY) =4 R

teremos, conforme y):

a? 4 R*—a?
Ay Sl
2 2

que nos fornece o maximizante

c=2R
da funcgdo (3).

O valor V2R mostra ji que o quadrila-
tero [A B C D] é quadrado e que o triangulo
rectangulo [ABC'] é isdsceles.

A confirmacdo pode sair de (1), pois é

(V2R +*=4R ou a=y=\2R

Entio, o maiximo da area do tridngulo rec-
tingulo de hipotenuza constante 2R é

I =
s-az-\/zzz-pfzzz:m.

X

De todos os tridngulos de perimetro dado,
qual é o de maior drea?

Sejam @, y e z os valores das medidas
dos lados de um tridngulo de perimetro

2p=ax+y + =

A area S de qualquer tridngulo, em fun-
¢iio do seu perimetro, exprime-se mediante
a conhecida expressio (de Herdo de Alexan-
dria).






