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calculada para xi xm e para um valor de 
yj entre i/j e y). Era Kn as fórmulas anteriores 
condensara-se em 

/ ( » > y ) - Mi {y - y'), 

í ò "f' \ * 
designando Mi a matriz de elementos ( — — ) * 

, , , \dysf 
Pondo Mi — M + Mi vem 

* (*) srt—v — v—y1 - —f(*,y')] 
- V-y'-M-> (M+Mt) (y—y1) 
= — M~> Mi (y - y ' ) . 

Em virtude de [32) os elementos da matriz 
Mi —Mi— M podem tomar-se arbitrariamente 
pequenos desde que se escolham os y'j sufi-
cientemente próximos dos y}. Fixado um 
número positivo 1 pode pois conseguir-se 
que os elementos da matriz — M~l Mz saiam 
de valor absoluto inferior a q / n2 numa vizi-
nhança A"i x ? ! definida por 

I » — « j < » , | y - í | < P i < 3 -

Nesta mesma vizinhança será então 

) <p K y) - <? (», y') I < 91 y - y' \ (0 < <i <») 

que é a3) com lugar em .X, x Yi. 
Posto isto, o teorema do § 7 garante a exis-

tência de uma e uma só função contínua 

y — <s>(x) = r<t>! (a;,- -, 3T„) , 

L*„ (»!,•••,«OJ 

isto é, de um sistema de funções contínuas 

Vi — « » ) l Í — 1 I ••• ! " ) , 

que numa vizinhança X2 c Ai do ponto a defi-
nida por |íCí — ai{<a.'<-a (í = 1 , •••,m) 
satisfaz identicamente a equação y= y(x ,y) 
ou seja f(x,y) = 0 , ou ainda as equações (1) . 
Além disso, ^(a) = b, que ó o mesmo que (2). 

O teorema está provado. 

Exercício. Indique como se efectua o cál-
culo aproximado das funções e mostre que 
a convergência das sucessões aproximantes é 
uniforme. 

B I B L I O G R A F I A 

G. AÜMANH, Reelle Funktionen (Berlim, 1954) 
I. P. NA TAU sou, Theorie der Funktionen einer reellen 

Veränderlichen (Berlim, 1954) 

Máximos e mínimos de algumas funções algébricas 
por Manuel Joaquim Sousa Ventura 

Desde o primeiro número da sua publica-
ção que a Gazeta de Matemática tem incluído 
nos seus programas uma rubrica cujos fins 
didáticos se têm distinado a bem servir os 
interesses dos candidatos à admissão ás Esco-
las Superiores. 

A Gazeta procurará desenvolver mais in-
tensamente e alimentar com mais assiduidade 
uma secção dedicada aos alunos do Ensino 
Médio, e aos pré-universitários, procurando, 
assim, diminuir, na medida do possível, a 
distância que separa o plano liceal do plano 
universitário. 

* 

A presente exposição — Máximos e Míni-
mos de Algumas Funções A lgébr icas— é 
dirigida em especial aos estudantes do 3.° 
ciclo e nada de novo apresentará; mas tenta-
remos imprimir-lhe algo de pessoal na arru-
mação dos assuntos, do ponto de vista 
didático. 

Antes de levarmos alguns conhecimentos 
teóricos à aplicação de casos concretos, enun-
ciaremos seis proposições e faremos as res-
pectivas demonstrações. 



20 G A Z E T A D E M A T E M A T I CA 

O aluno deverá ter bem presente a noção 
de função, de continuidade de função, de 
máximo e de mínimo. 

Porém, por conveniência do objectivo a 
que se destina o presente trabalho, sublinha-
remos a diferença que existe entre o conceito 
de Máximo e Mínimo absolutos, e o conceito 
de Máximo e Mínimo relativos. 

Chama-se Máximo absoluto da função f(x) 
no intervalo (a, 6) ao limite superior dos 
valores que f(x) assume nesse intervalo. 

Anàlogamente, Mínimo absoluto de f(x) 
em (a ,b) é o limite inferior dos valores que 
/ (ar ) assume em (a, b). Diz-se então que 
extremos absolutos são os máximos e os mí-
nimos absolutos. 

Sendo a < a r 1 < A , se o valor f(x{) ê um 
extremo absoluto (máximo ou mínimo) de 
/ (ar ) nalguma vizinhança I , e ) , diz-se 
que f(x{) é um extremo local ou extremo 
relativo de / (ar) no intervalo ( a , b ) (máximo 
ou mínimo, conforme o caso). 

Extremo absoluto, assumido num ponto 
interior do intervalo (a, b), é também extremo 
relativo, claro. Seja, para exemplo, y ^ f [ x ) 
uma função cuja imagem geométrica é repre-
sentada pela curva da figura junta: /(ajj) e 
f(x5) são máximos relativos; / (ar a ) e / ( ^ 4 ) 
são mínimos relativos. 

Em ar3 apresenta f(x) um máximo abso-
luto (que 6 também um máximo relativo) e em 
xe nm mínimo absoluto (que é também um 
mínimo relativo) pois /(ac5) e f(xB) são, 

respectivamente, o maior e o menor dos va-
lores que / (ar) assume em (« ,&) . 

Outro exemplo : 
A função / (ar) = 2 ar assume no invervalo 

( 1 , 2 ) , o mínimo absoluto / ( l ) = 2 e o má-
ximo absoluto / ( 2 ) = 4 . 

/ (ar) = 2 ar não apresenta extremos rela-
tivos em ( 1 , 2 ) ; a função é aí pontualmente 
crescente. 

No estudo que vai seguir-se, sòmente tra-
taremos de extremos absolutos. 

a) O produto de dois factores variáveis, 
positivos, e de soma constante, atinge o seu 
valor máximo quando os factores forem iguais. 

(Sendo possível a sua igualdade). 
Sejam ar e y dois factores positivos e tais 

que x -f- y = a (constante). 
O valor máximo do seu produto P = x-y 

tem lugar quando x — y. 
Com efeito, sendo 

4 x y — {a; + — (ac — a' — (33 — 

verifica-se que o máximo valor do produto 
x • y é atingido simultaneamente com o mí-
nimo de (ar—-y)2 ou seja para ar = y (ar > 0 
e y> 0 ) . 

À mesma conclusão se poderá chegar uti-
lizando as propriedades do trinómio do 2." 
grau : 

Para isso considere-se aiüda ar + y = a 
(constante) e x • y = P; teremos, pois, a: e 
y como raízes da equação 
(I) X í - a X + P - 0 

cujo binómio discriminante ( i ) deverá ser 
positivo ou nulo para se atender á positivi-
dade obrigatória de ar e de y (x e y reais). 
Então é 

a* 
4 - a ! - 4 f > 0 ou 4 f < a ' ou, ainda, P < - - . 

— é o valor máximo do produto P = x • y 
4 

a2 
e, com P ~ — a equação (1) apresenta, pois, 

4 
a raiz dupla x = y. 
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Exemplo I: Calcular o valor máximo de 

f ( x ) •=( !• + * ) (2 — s ) i sendo [ 0 < x < 2 ] 

Como é ( l 4 j ) + ( 2 - i ) = 3 - constante, f(x) 
atinge o seu valor máximo para 

1 + x — 2 — x ou 2a; = l ou s = 1/2; 

é o máximo procurado, 

(3) O produto de vários factores variáveis, 
positivos, e de soma constante, atinge o seu 
valor máximo quando esses factores forem 
iguais entre si. 

Se é 
+ + . . . -J- i = c (constante) 

e se ( x , y , z , . . . ,( > 0) 
então é 
(1) P "X-y • B-"t máximo com = 

Se no produto P = x • y • z ... t existirem 
factores desiguais, é fácil aumentar o seu 
produto parcial conservando constante a sua 
respectiva soma. 

Com efeito, seja y=f=z, por exemplo. 
y z Substitua-se o factor y por — — e o factor z 

2/ -j-* Z 
por — — . A soma y+z não é alterada por 

y 2 V Z 
esta substituição, pois ' 1-1 = y + z 

2 2 
e o produto y - z atinge, desta maneira, o seu 
valor máximo, que é 

(y + ») (y + *) # 

2 ' 2 = 4 

Com a igualdade dos possíveis pares de fac-
tores desiguais de (1), e sem alterar a soma 
desses mesmos factores, consegue levar-se o 
produto P=x - y • z ... t a atingir o seu va-
lor máximo e, portanto, a concluír-se a afir-
mação da proposição (3). 

* Veja a demonstração da proposição a), segundo 
as propriedades do trino mi o do 2," grau. 

y) Se a soma de vários factores positivos, 
é contante o produto destes factores afectados 
de expoentes racionais positivos é máximo 
quando estes factores forem proporcionais aos 
seus respectivos expoentes. 

Seja x -f- y -f- z = c (constante) 
Pretende-se demonstrar que o valor máximo 
do produto P = xr'd . jjf* • 
é atingido quando 

x y z 
r e i 

~d ~d ~d 
( r , j , l | i > 0 1 inteiros) 

(1) Sendo P = x'!* • y'ld • z"a é, também, 
a 

P = VxT. y • zl . O valor máximo de P ve-
rificar-se-á simultaneamente com o valor má-
ximo do produto 
(2) P1 — xry'i' (x,y e z factores positivos). 

Determinemos em que condições se verifi-
cará o máximo de (2) : 

O máximo de Pj = xr y z' verificar-se-á 
com o máximo de P%—k xT y z1, se k for 
uma constante. 

Fazendo k = r~T . s~' • tr', vem 

(3) Pz — ( f s- f ) • as' y> x< — ( " f ) ~ 

x x x y y y z x z 
r r r s " s s t t t ' 

produto de factores cuja soma 

e £ rx ty ti -| .f ... .j — -J h — - i + j + í 
t t r s t 

é constante, por hipótese. 
Mas, segundo £), o valor máximo do pro-

duto (3), [ou de (2) ou de (1) portanto], será 
atingido quando 

•x y 1 
7 = 7 = 7 

Multiplicando as igualdades anteriores por 
d , vem 

dx dy d a 
r s t 
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OU 

— 1. — 
T S t 

~d ~d 1 
C. d. d. 

Exemplo II: Determinar o valor máximo da fun-
ção 

/ (35) = oc* {2 — x) com {O < x < 2) 

Tendo em consideração que x + (2 — x) — 2 •= cons-
tante, f(x) atinge o seu valor máximo para 

x 
— 2 — x donde se deduz x — 4 / 3 : 
2 

I 4 \ 16 2 32 

è o máximo de / (x) . 

ctj) O mínimo da soma de dois termos variá-
veis, positivos, e de produto constante, veri-
ficasse com a igualdade desses termos (caso 
possam ser iguais). 

Se P = x-y é constante, será (x + y) 
mínimo para x = y (a; e y > 0 ) . 

Com efeito, sendo P = x • y e x + y = s, 
o trinómio 
(1) X í — a X + P 

terá x e y como zeros; e dada a natureza 
real de x e y, terá de ser o binómio dis-
criminante (A) de (1) positivo ou nulo: 

i = « s - 4 P > 0 ou s > 2 / P 

Com s = * 2 \ / F (mínimo de s), o trinómio é 
quadrado perfeito, e apresenta o zero duplo 

x = y. 

Vejamos outro caminho : 
É 

(x + y)1 - ( s - y)1 + 4 X y 
ou 
(x + y)z — (x — y)1 •+• 4 P (P = x • y, por hipótese) 

O mínimo de (x + y), ou o de (x + y)2, 
aparece com o mínimo de (x — y)2, isto é, 
para 

x = y 

visto que x > 0 , y > 0 , também por hipótese. 

Exemplo III: Calcular o valor mínimo de 

f(x) „ 1. + a. ( x > 0 ) . 
x 

Sendo — x — 1 —• constante, o mínimo será atin-
x 

gido para 

— — x , donde 
x 

•x-2 >= 1 ou CB = + 1 

/ ( l ) = + 1 >=• 2 é o mínimo, 

Pl) Se o produto de vários termos variáveis, 
positivos, é constante, o mínimo da sua soma 
verifica-se quando esses termos forem iguais 
entre si. 

S e é x • y • z t= c (constante) e se 
(a*, y, *, • • * t > 0) será 

(1) ••• +t mínimo para 

Com efeito, enquanto existirem parcelas dis-
tintas ó fácil diminuir a sua soma (conser-
vando constante o seu produto parcial), por 
meio de substituição adequada: Consideremos, 
então x=f=y, por exemplo, e substituam-se 
x e y pela média geométrica entre x e y, 
isto é, por ^x • y . 

Temos, x -+ Vx • y e y -+ i/x • y, 
O produto mantém-se inalterado, pois 

Vx • y • ]/x . y = x • y 

e a soma atinge, assim, o seu valor mínimo 

2 \/xTy * 

Deste modo, com a igualdade das possí-
veis parcelas distintas de (1), conseguiu 
levar-se a referida soma, x +y 4- z + • —| - t , 
a atingir o valor mínimo e, portanto, a con-
cluir-se a afirmação expressa em . 

Por outra via se pode ver que é 

(2) X + y > 2 / i T y " . 

De facto, se é 
X + Y > 2 i / x y 

* Veja a demonstração de «]) , segundo as proprie-
dades do trinómio do 2.0 grau. 
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é, também, 
+ y)z > 4 x • y 

Ou 
e y > 0) 

cuja evidência impOe a veracidade de (2) 

y,) Se é constante o produto das potências 
de expoente racional e positivo de vários fac~ 
tores variáveis, positivos, o valor mínimo da 
soma desses factores tem lugar quando os fac-
tores forem proporcionais aos seus respectivos 
expoentes. 

Seja o produto 

P = a f l * . y*!d . z*ld = c (constante). 

O valor mínimo da soma 

x + y + z 

é atingido para 
— = — 

r s t 
d d d (r ,s ,t,d>0, inteiros). 

Sendo 

(1) P=xT,i • y"ld • z'!d = constante é, também 
4 

P = . y • z' = ctB e, consequentemente, é 

(2) P, = xr • if • zt = constante (a;, j e í 
factores variáveis, positivos). 

Se o produto (2) ó constante também é 
constante 
(3) P2 = k xr y zl se k for uma constante. 

Fazendo k — r~T $-* t~l, vem 

( f ) ' . ( 7 ) ' -
— — — 1L H — — — c" 

r r t s e s t t t 

Mas, segundo pj), sendo o produto cons-
tante, o mínimo da soma dos factores 

as a; a• y y y z 
— H 1- h — + — -i + F-— + — + r r r s 3 s t 

z « 

verifica-se para 
x y s 
r ~ s t ' 

multiplicando as igualdades anteriores por d , 
vem 

dx dy ds 
r ~ s ~ t ' 

OU 

— — 

r s 
~d ~d 

c. d . d . 

Exemplo IV: Calcular para que valor de x a 
função 

/ ( x ) - xs + X"1 

tem valor mio imo 
Tendo em conta que o produto 

(as1)1 • (x -1)* — 1 — constante, 
teremos 

x s =• ou 2 x1 
2 

donde se dednz 

« - v / l /2 • 

Outros exemplos práticos, indicados a se-
guir, poderão ilustrar as proposições expos-
tas e esclarecer com mais eficiência o espí-
rito do aluno. 

Calcular os máximos das seguintes funções: 
I) y s= x (a' — sc') (O < x < a) 

II) = x*\/x(2Ii-x) (0 < » < 2 J?) 

III) 
x — 2 a 

(0 < 2 a < x) 

I 

(1) y = x (a® — a;*) ou y — (x1)1 (a4 — x*). 

Os factores x2 e (a3—a;2) , de soma cons-
tante, terão produto máximo, segundo y)t 

quando 
x ! 
— —x1 on ou ainda, 

t/3 

-1 
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Este valor de x, substituído na expressão 
analítica da função proposta (1), dará 

Assim, segundo y), será 

V/3 / «í\ 2^3 
- — a » , 

como valor máximo 

Como 

ou 

ou 

II 

. -
y ~ ~jf"' ' ^ 

y — • ÜÍ - x 1 • (2 i î — !c) * 3 

-s- -y = I r *> 
e, além disso, é contante a soma 

x +(2 R — x)=2R, 

deverá ser, segundo y), 

x 2 R—x 
¥ ~ ï 
¥ ¥ 

donde se deduz 

x — — • R 3 

para valor maximizante de y =f(x). 
O máximo é, pois, 

/ 5 \ 2it 25 / 5 / 5 \ 

50 ^ 

m 
A função 

x— 2 a y = pode escrever-se: 

I 1 / 2a\ 

-à-Œ'H?)-
Tem-se, então, dois factores de soma cons-
tante : * !+ (i-ÍSYí ac \ x l 

2o j 2a 
x x 
2 1 ' 

x = 3 o . 

3 a — 2 ü 1 

donde vem 

Então 

« - / ( 3 o ) 

y * * ' ( 3 o ) i 2 7 - a í 

é o máximo procurado. 

Determinar os mínimos das funções, 

a + x a — x IV) 

V) 

IV) 

a — x a + x 
. ifl + btx* 

X• 

IV 

[ - a < x < a ] 

[x>0 e a> Oj 

[ 0 < a < 5 f ] 

e tem-se 

y - + —— a — x a + x 

\a — x/ \a + x/ 

Então, segundo a proposição ctj), o mínimo 
de f ( x ) terá lugar para 

a + x a — x 
a — x a + x 

ou (a + a;)' —(a — x)1 ou para x—0. 
a <x / ( 0 ) _ _ + - ~ 2 
a a 

é o valor mínimo 

as + 6} n6 o® 
y-fix) Í - ou f(x)--+l*xl. 

X* X1 

Tendo em conta a constância do produto 

(1) (^j • (b1 as*)"^ = a» 6*, 

concluímos, segundo yj), que f{x) é mínima 
quando os factores entre parêntesis, de (1) 
forem proporcionais aos respectivos expo-
entes. 
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O valor de x minimizante de f(x) sairá, 
pois, de 

a» 
x* bt x* te / a» 3 / a 
T T " ' ^ V ã i S ^ V i ^ ' 

Então, 

í - m -

aS + fiz Vfe)' 
V 2 6' 

3 / / ã f c i 
2 - Y 7 

é o minimo de / ( # ) . 

VI 

O mfnimo de f(x) = deve dar-se 
(x — af 

com o máximo do seu inverso aritmético (*) 
1 (x— 

Determine-se, eutão, o máximo de 
(x-a)i 

x' X' imv • 1 1 / «v 
X3 X \ X / 

_a . -A- . -Y . 
A X \ ÍC/ 

Sendo — + f 1 — — ) = 1 (constante), po-
X \ X ) 

deremos, segnndo y), afirmar que o valor de 
x maximizante de [ / (a;)] - 1 será dado pela 
ignaldade 

X X 
donde se deduz x — 3 a . 

O máximo de [ / ( a ) ] - 1 , ou o mínimo de 
/ ( * ) , é, pois 2 7 

A Geometria oferece campo vastíssimo à 
aplicação das proposições indicadas e destas 

(*) O alnno não deve confundir as funções y —f (x) 
e x = / - ' (y) — funções inversas — com funções f { x ) 
e [ / ( * ) ] - ! — inversos aritméticos — , 

vamos fazer uso em alguns problemas geo-
métricos. 

Seguir-se-á um conjunto de exercícios com 
as respectivas resoluções. Porém, aconse-
lha-se ao estudante a tentativa de chegar ao 
fim Só por Si, sem recorrer às trajectórias 
indicadas, ou a terceiros : 
— ganhará, assim, mais confiança em Si 
Mesmo, com beneficio para o desenvolvimento 
do próprio autodomínio; poderá até descobrir 
caminho mais directo ou mais elegante se se 
alhear das nossas sugestões. 

VII 

De todos os pontos interiores a uma circun-
ferência de raio R , qual ê aquele cuja potên-
cia em relação à circunferência é máxima ? 

Sabe-se que qualquer ponto A do interior 
de uma circunferência divide as cordas que 
por ele passam em duas partes cujo produto 
é constante (para cada ponto), A essa cons-
tante chama-se potência do ponto A em rela-
ção à circunferência. 

A circunferência de centro O, diâmetro 
CD, raio li, representado na Fig. 1, deixa 

c I 
A 0 

R- * A + * 

Fig. Í 

ver que a potência do ponto A , em relação 
à circunferência referida, é 

/(x) - (R - x) (R + x) 

onde x representa a distância do ponto A 
ao centro da circunferência. 
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Ora, 
(ü - a;) 4- (J® + x) — 2 R 

è constante. 
Então, segundo «), o maximízante de f(x) 

é raiz da equação 
R — x • = R + x 

Ott 
»—0. 

o que noa leva a concluir que o máximo da 
potência 

/ ( O ) _ 2 P 

se verifica quando A^ O; A é o próprio 
centro da circunferência, 

v m 

De todos os triângulos rectângulos com a 
mesma hipotenusa, qual é aquele cuja área 
ê máxima ? 

Questão equivalente à seguinte: 
Inscrever num círculo dado o rectângulo de 

área máxima. 
Representem-se os catetos aB e BC por 

x e y, respectivamente; a hipotenuza por 

2 R (constante) — diâmetro do circulo de 
centro O e raio R (Fig. 2). 

Assim, será 

(1) + ™ 4 R* 

e 

(2) 2 s = x-y 

onde s representa a área da superfície do 
triângulo [ A B C ] , rectângulo ein B. 

A eliminação da variável y entre (1) e (2) 
dá 

. I 
(3) 2 s = i . ]/i - ar = (z5) 5 (4 RP- — x-)1 . 

Como ó constante a soma 

a;5 + (4 B* — x5) = 4 if1 

teremos, conforme y): 

x5 4 R* — x* 
T T 
¥ ¥ 

que nos fornece o maximízante 

a = /3 R da função (3). 
O valor \/2R mostra já que o quadrilá-

tero [ A B CD] é quadrado e que o triângulo 
rectângulo [ABC] é isósceles. 

A confirmação pode sair de (1), pois é 

(V̂ 2 Rf + y5 — 4 R? ou x — y — ^2 R 

Então, o máximo da área do triângulo rec-
tângulo de bipotenuza constante 2 R é 

IX 

De todos os triângulos de perímetro dado, 
qual é o de maior área ? 

Sejam x, y e z os valores das medidas 
dos lados de um triângulo de perímetro 

A área S de qualquer triângulo, em fun-
ção do seu perímetro, exprime-se mediante 
a conhecida expressão (de Herão de Alexan-
dria). 
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8 - Vv (P - =) (*> - í ) (P - ' ) ( * ) 

Tendo em consideração que a soma 

(p — x) + (p — y) + (p — a) *=• 3p — 2 p — p 

é constante e, em obediência à proposição (3), 
poderemos afirmar que S=f(p) ê máxima 
para 

p — x ** p ~ y — p — z 
ou para 

0 triângulo é, pois, o equilátero, de área 

s - - y / ^ p ) 1 - 1 ' -

x 

a) Inscrever num circulo de raio E um rec-
tângulo de perímetro máximo 

e 
b) Circunscrever ao mesmo círculo um 

losango de área mínima 

a) 

Na figura 3, [ A B C D] é um rectângulo 
inscrito no círculo de centro O e de diâme-
tro ÃC=2R. 

Faça-se ÃB=CD-=x e BC=ÃD=y, 
teremos para perímetro desse rectângulo 

(1) 2 p ~ 2 (a; + JÍ) OU p — x + y 
e 

(2) -+• y1 - 4 IP . 

{*) O Matemático português PEDRO NÜUBB {pri-
meira metade do século XVI) foi autor de uma demons-
tração do teorema que é traduzido pela fórmula de 
Herão de Alexandria. A demonstração de PEDHO NUNES 
6 fundada cm outra proposição segundo a qual a área 
do triângulo é igua! ao serai-produto do seu períme-
tro pelo raio do círculo inscrito. 

Vem a propósito dizer, também, que o eminente 
cientista português foi dos primeiros matemáticos a 
estudar, por via geométrica, questões de máximos e 
mínimos, antes que a luz do século XVII iluminasse 
o Cálculo diferencial. 

Mas 
(» + y)1 + y* + 2 m y 

oa 
pa — 4 IP + 2 a:)/ 4 IP — x'-

É evidente que o máximo de p, ou de pa, 
dar-se-á com o máximo de 

/ t {x) ~2x\/Tr1 - x* - 2 O 5 ) (4 IP - x ' ) 1 

Ora, sendo 

x1 + (4 ii» - x1) — 4 IP (constante) 

podemos afirmar que 

4 IP-x* 
~ r = ~í 

donde 

X — \f2 R (x - y — l/"2 R, segundo (2)) 

como valor maximizante de f i (ar), con-
forme y) . 

O rectângulo ó, pois, um quadrado de 
perímetro 

2p ^ 2 (x + y) = 2 (^2 R + [/2 B) = 4\/2S 


