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edição da «Enziklopädie des .M a t Ii em a tischen \V i s-
senschaften» : ABHOLD Senator, Mathematische Grund-
lagenforschung (Band I 1. tieft 1, Teil II, 1950); II. 
HKKIIEB e 11. SCHOLZ, Mathematik die Logik (Band I 1, 
Heft 1, Teil I, 1952). 

Um livro recente muito acessível sobre estes assun-
tos ê o seguinte: 

S, C, KLKEMK, Introduction to Metamathematics, 
Amsterdam (1952). 

S o b r e a e 

O artigo presente tem primeiramente o objectivo 
de chamar a atenção e, se possível, o interesse de 
alguns estudantes de Matemática das nossas Escolas 
Superiores para um campo particularmente atraente 
da Análise moderna. De acordo com esse objectivo, 
procurou-so dar-lhe uma torma bastante acessível. 

Serve ainda para apresentar um pequeno resultado 
— relativo à possibilidade de definir normas não equi-
valentes em qualquer espaço vectorial de dimensão 
ínfinit&C) i— ao qual não me foi possível encontrar 
qualquer referência, se bem que, pela sua simplici-
dade, pareça bem pouco provável que não se encon-
tre já publicado. 

1. Espaços vectoriais relativos a o c o r p o real. 

No que se segue E representa um conjunto cujos 
elementos, de natureza qualquer, serão designados por 
letras latinas minúsculas. O conjunto dos números 
reais será representado por R e os seus elementos, 
em geral, por letras gregas minúsculas. 

1 .1 , O conjunto E diz-se uin és par o vectorial rela-
tivo ao corpo real. ou simplesmente um espaço vectorial 
real, se 

1.* — A eada par (x , y) de elementos de IC corres-
ponde ura e ura só elemento do mesmo conjunto, 
que se chamará a toma de x e y e ao representará 
por x + y , de tal forma que resultem verificadas as 
condições seguintes: 

a) (* + y) + z = i - | - (y t í ) para quaisquer ele-
mentos X , y , z a E ; 

£>) x + y = y + x para quaisquer elementos 
x , y e E ; 

(*) BoIgbíi-d do juátltüio ilt» Aita Cultura (Contro ílo Ettudos 
U«l«nállwu). 

O Vor 3.S. 

NOTA OA RXDACÇÃO — O precedente artigo é uma 
tradução de apontamentos cedidos amavelmente pelo 
Prof. G. líoTHK à Gazeta do Matemática. Ao ilustre 
professor manifestamos aqui a nossa viva gratidão 
por nos ter oferecido a possibilidade de tornar conhe-
cida de todos os leitores da Ga/.eta o conteúdo desta 
sua conferência de tão vasto interesse, documentando 
assim um momento da sua brilhante actuação no 
nosso meio. 

c) Dados dois elementos a e h dc E existe sem-
pre pelo menos um x e E tal que a + x = b . 

2.° — A cada par (£,x) constituído por elementos 
£ e R e xeE corresponde um único elemento í - x 
ou E i » E, (<J produto de \ por x) , por forma que: 

d) \ x) =• (£ r.) x quaisquer que sejam 
Ç , I ; E B E i e £ ; 

e) {= T Í) x = í x f D x quaisquer que sejam 
E|iicll e x e S ; 

/ ) \ {x + y ) = % x -r \ y para todo o ÇtR e quais-
quer x , y s £ ; 

í?) 1 . x = x para todo o xe E. 

Obs. — Na definição precedente o corpo real R pode 
ser substituído por ura corpo qualquer K\E dir-se-á 
então um espaço vectorial relativo ao corpo K . íJara 
maior simplicidade, porem, só consideraremos aqui 
espaços vectoriais relativos ao corpo real, o que deve 
ser sempre subentendido. 

1,2 . Com facilidade se prova que das condiçSea 
iinpostasnadcfinição anterior resultam várias proprie-
dades para as operações representadas pelos símbolos 
+ e - , operações que ae denominam, respectivamente, 
adição e multiplicação por escalares. Em particular, 
prova-se que existe um e um só elemento u de E 
tal que 

u + at = x para todo o x a E 

e também que, para eada z e E, existe um e um 
só z' e E que verifica a igualdade 

i + z ' = u , 

Ü elemento acima designado por u chama-se o zero 
de E ; em geral, prefere-se para o representar o 
símbolo 0 . z', o simétrico tle z , pode representar-se 
por — z . 

quiva/êneja de normas em espaços vectoriais 
por Joíme Campos Ferreiro (*) 
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Vê-se ainda facilmente que a sol ação da equação 
a + x — b , exigida em e) , é única e precisamente 
x = b +• ( — a) . A expressão b +• ( — a) pode simpli-
car-se para b — a . 

Algumas outras propriedades de demonstração 
muito simples são as seguintes : 

£ . 0 = 0 para todo o Ç e R ; 
0 . i = 0 » » » n B ; 

( — 1) . x = — x i> b > x i l S ; 
ç . x = 0 implica Ç = 0 ou x = 0 , 

1 .3 . Vejamos agora alguns exemplos do espaços 
vectoriais reais: 

1.° — O espaço cartesiano an dimensões reais, R", 
constituído por todos os elementos x da forma 

em que , í j , • • • é uma sucessão de n números 
reais. 

A multiplicação pelo escalar a e R 6 definida pela 
relação 

e a adição por 

* + y — Ri + , í i + i - ' . + i 

para x = R t , í i , í . ) e y = ( * t , / j , r „ ) . 
2." — O espaço P , constituído por todos os polinó-

mios na variável real I , com elementos da forma 

x ^ s o ^ - M i í * - 1 + ••• + «* 
cm que k é um inteiro não negativo e « 0 , 
são números reais quaisquer (só podendo ser mo = 0 
se ír=>0). As definições de adição de dois polinómios 
e de multiplicação de um polinómio por um número 
real são as usuais. 

3." — O espaço constituído por todas as funções 
reais da variável real \ com um mesmo domínio de 
existência é também um espaço vectorial. O mesmo 
se passa com o espaço das funções limitadas, ou das 
funções continuas, ou ainda das funções diferenciáveis 
num mesmo domínio. A adição e a multiplicação por 
escalares supõem-se definidas pela forma habitual. 

Seria possível dar muitos mais exemplos, mas estes 
bastam para nos apercebermos da generalidade do 
conceito do espaço vectorial. Muitos conjuntos de 
grande interesse na Análise, em especial determina-
das classes de funções, podem ser encarados, do uma 
forma absolutamente natural, como espaços vectoriais; 
em consequência, todos os resultados que se deduzem 
no estuda do conceito abstrato de espaço vectorial são 
inteiramente aplicáveis a esses conjuntos, sem neces-
sidade de demonstrações particulares para cada caso. 

2. Independênc ia l i n e a r ; base e d imensão 
de u m espaço vec tor ia l 

2 . 1 . Os elementos x i , x 2 , ••*, x* de um espaço 
vectorial E dizem-se linearmente independentes se 
a igualdade xi -+• -f lk xk = 0 implica 
ç . - ç * 

A definição anterior é aplicável apenas no caso em 
que os elementos considerados são em número finito. 
O conceito de independência linear pode, porém, 
definir-se para além desse caso, pela forma seguinte: 
diz-se que os elementos de um subconjunto infinito 
C do espaço vectorial E são linearmente indepen-
dentes, quando toda a parte finita de O for consti-
tuída por elementos linearmente independentes. 

Ex.; No espaço cartesiano R", os elementos e, = 
= ( l , Ü , 0 , . . . , 0 ) , e 2 ^ { 0 , l , 0 , . . . , 0 ) , . . . , e r = ( 0 , 0 , 0 , . . . , l ) 
são linearmente independentes. No espaço P do ex. 2." 
de 1. 3, são linearmente independentes as potências 
inteiras não negativas da variável í , 

Um conjunto J x i j (finito ou infinito) de elementos 
de um espaço vectorial E diz-se uma base de K quando 

1.® — ! Xx j è constituído por elementos linearmente 
independentes. 

2.® —Todo o elemento x e E ó susceptível de uma 
representação da forma 

X = 2 I : 
et 

subentendendo-se, naturalmente, que es coeficientes 
ÇT serão todos nulos, excepto ura número finito. 
(Atendendo à independência linear dos elementos de 
| Xa i imediatamente se reconhece que uma tal repre-
sentação tem de ser única). 

Ex.: E fácil verificar que o conjunto consti-
tuído pelos elementos ej , e^ , - - - ,e„ , acima conside-
rados, 6 uma base do espaço R"; também o conjunto 
( 1 , Ç, í ! , ••* í " , •-•) constitui uma base do espaço 
vectorial P . 

2 . 2 . A propósito do conceito de base surgem já 
naturalmente algumas questões interessantes: em 
primeiro lugar, todo o espaço vectorial terá uma base ? 

Desde que se admita o célebre axioma de ZKIIHBI.0, 
pode dar-se a esta pergunta uma resposta afirmativa (*); 
e é logo imediato o reconhecimento da existência 
de uma infinidade de bases distintas, para qualquer 
espaço vectorial. 

Assim, por exemplo, no caso do espaço R", pode-
remos tomar como base qualquer conjunto de n ele-
mentos da forra a 

R H O , 0 , - . . , 0 ) , ( 0 , í J t 0 , . . . , ( ) ) , . . • , ( O , " , « , " " A ) . 

( ' ) .SupCe-so seiflpro excluído o c i s o d» Uin espaço vuetorial 
constituído por um único elemento : o toro. 
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desde que seja \i=j=0 (í = 1, 2 ,••-,«) . Outra base 
île R" é o conjunto constituído pelos elementos 

(1,0,0,.. . ,0),(1,1,0,.. . ,0),. .- ,(1,1,1,.. . ,1). 
Também sob a condição (jj 0 , (t = 1 , 2 , , n) , 

qualquer conjunto da forma •*-,í„+iï"t "**) 
é uma base do espaço vectorial P-

Nestes últimos exemplos observa-se que todas as 
bases do espaço R" que considerámos têm o mesmo 
uilmero — n — d e elementos; no easo do espaço P, 
as bases indicadas são também sempre constituí-
das por uma infinidade numerável de elementos do 
espaço. Apresenta-se-nos assim uma outra questão de 
grande importância: terão todas as bases de um dado 
espaço vectorial o mesmo número de elementos ? 

A resposta é do novo afirmativa: pode provar-se 
que o número cardinal da base de um espaço vectorial 
não varia quando essa base sc substitui por outra. 
constituindo precisamente esse número uma caracte-
rística do espaço, à qual se dá o nome de dimensão. 

3. Espaços normados 

3.1. Suponhamos agora que a cada elemento x de 
um determinado espaço vectorial real E se associa 
um número real p (x), por forma que se satisfaçam 
as condições seguintes: 

a) p (x) > 0 para todo o x e E ; 
b) p (x) 0 se é só se x = 0 ; 
c) p ( x + y) ^ p (x) -1- p (y) para todo o par de 

elementos x , y s ü ; 
<0 P (E x ) = [ ï l p { * ) para todo o xeE e todo 

o ï e R . 
Diz-se então que p (x) ú uma norma sobre o espaço 

E, ou que este espaço é uin espaço normado (pela 
norma p (x)) . 

Obs. — A noção de espaço normado pode ser dada 
com maior generalidade. 1'ode definir-se da mesma 
maneira uma norma sobre um conjunto E que seja 
um espaço vectorial relativo a um corpo A", desde 
que em K esteja definido um valor absoluto, isto 
é, uma aplicação 15 | de A" em R satisfazendo 
as condições ; | Ç | ^ 0 ; | Ç ] — 0 se e só se E 0 ; 
|S + » j < l 6 J + M : î 11 « I - U 11 » i j P a r a q u a l -
quer Ç , r, e K . 

3. 2 Vejamos alguns exemplos simples de normas: 
—A distância euclideana do ponto as— (Sljïî»^" 

•*•,£„) à origem 0 ( 0 , 0 , ... 0 ) , definida pela ex-
pressão 

é uma norma sobre o espaço R". 

Ainda no mesmo espaço, sendo x = (£i, ^ , . . . 1 f 
qualquer das expressões 

Pi <X>- Í|Ç.| I— I 

determina urna norma. 

2.° — No espaço vectorial constituído por todas aa 
funções reais de variável real definidas e limitadas 
num mesmo domínio D, o extremo superior dos mó-
dulos dos valores assumidos por cada fuDção no do-
mínio D é uma norma. 

3.3. Sabe-se bem que, partindo, por exemplo, do 
conceito de distância euclideana, é possível introduzir 
no espaço R" certas noções de grande interesse, como 
as de vizinhança de um ponto, de conjunto aberto, de 
interior de um conjunto, etc ; e sabe-se também que 
é primordial o papel desempenhado por tais noções 
na definição de alguns conceitos fundamentais da 
Análise (como os de limite e de continuidade, por 
exemplo), e no estudo de propriedades que com esses 
conceitos se relacionam. 

È fácil ver agora que uma norma p (x) sobre um 
determinado espaço vectorial E permite definir nesse 
espaço noções inteiramente análogas, facto que se 
pode exprimir dizendo que a norma p (x) introduz 
uma topologia no espaço E . 

Assim, sendo x,) um elemento qualquer de E e r 
um número positivo, podemos definir a vizinhança c 
de So corao o conjunto I',(xo) de todos os elementos 
xe E tais que 

p (x - Io) < * 

As delinições do conjunto aberto, conjunto fechado, 
interior, exterior e fronteira de um conjunto, etc., 
decorrem agora da anterior definição de vizinhança 
exactamente como no easo do espaço R". Por exem-
plo, um subconjunto At de E será um conjunto aberto 
se, para todo o x e M existe um t > 0 tal que 
V, (x) c Af . 

E também o conceito de limite de uma sucessão se 
pode introduzir por uma forma idêntica à habitual: 
diz-se que a sucessão X] , X;, , x„ t do elementos 
de E tem por limite o elemento x0 e E quando para 
cada E > 0 existe um número natural Nt tal que 
para n ;> Nt seja x„ s Vt (xo). 

Suponhamos agora que E e F são dois espaços 
vectoriais, p (x) uma norma sobre E e q (y) uma 
norma sobre /'T. Se f (x) è uma aplicação de E 
em F (isto &, uma função unívoca definida em E e 
de contradomfnio contido em F ) , dizemos que, 
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quando x tende para xü e I£ , t (x) tende para o li-
mite y0 e F, o escrevemos 

I i m f (x) — yu 

50 a cada $ corresponde um s por forma que 

0 < p (X — X,i) < e implique q ( f (x) - y0) < 3 . 

A generalização da definição de continuidade <5 
igualmente imediata, podendo também usar-se os 
mesmos termos do caso clássica : f (x) é contínua no 
ponto Xtf e E se para cada vizinhança W de f(xo) 
existe uma vizinhança V de Xo tal que f (x) e VV 
para todo o x e V . 

Se acrescentarmos que, ao longo deste processo de 
generalização, se conserva a maior parte das proprie-
dades essenciais relativas aos conceitos consideradas, 
ver-se-á com clareza até que ponto o caminho seguido 
é natural. 

3 .4 . O conceito de norma, que acima se intro-
duziu, e as considerações que a seu respeito foram 
feitas, sugerem-nos agora mais alguns problemas: 

li* — Será sempre possível definir uma norma sobre 
um dado espaço vectorial? 

2." — Se p (x) e q (x) são tinas normas sobre um 
mesmo espaço E, qual é a condição para que as duas 
normas introduzam nesse espaço a mesma topologia r1 

Verificaremos adiante que i sempre possível definir 
num espaço vectorial lima infinidade de normas, ficando 
assim resolvida a primeira questão. Quanto à segunda 
comecemos por esclareeè-la um pouco melhor: o que 
se pretendo i5 saber as condições em que, dos dois 
sistemas de vizinhanças de cada elemento x0e E que, 
a partir das normas p (x) e q ( x ) , são definidos 
pelas expressões 

P (x - xu) < • q (x - x,) < 5 

(t e 3 números positivos arbitrários), resultam exac-
tamente os mesmos conjuntos abertos, os mesmos 
conjuntos fechados, a mesma noção de limite, etc. 

Segundo um resultado elementar da Topologia 
Geral, condição necessária e suficiente para que tal 
aconteça é que qualquer das vizinhanças de cada um 
desses sistemas contenha uma vizinhança do outro (para 
todo o Xo e E). E é fácil reconhecer que tsta condi-
ção è satisfeita se e só se existem dois números positivo» 
a e (J tais que 

« p ( x ) < ? (*) < {*) qualquer que seja x e E . 
Quando existem dois números t e S nas condições 

anteriores, as normas p (x) o q (x) dizem-se equiva-
lentes : elas introduzem então, no espaço vectorial E, 
a mesma topologia. 

Assim, as três normas pt ( x ) , p2(x), ( i ) sobre 

o espaço R" , que foram definidas em 3.2- , são equi-
valeu tes, como se ve pelas relações 

Pi (*) < Pl {*) < Pi (X) < » Pi (X) 

cuja justificação é imediata. 
De resto, não é difícil demonstrar que quaisquer 

ditas normas sobre o espaço R" são equivalentes, isto 
é que, sobre um espaço de dimensão finita, todas as 
normas introduzem a mesma topologia ( ' ) . 

3.5. Surge naturalmente nesta altura uma nova 
questão: serão os espaços K' os únicos que t/osam desta 
propriedade ou, pelo contrário, haverá, espaços de dimen-
são infinita em que todas as normas sejam equivalentes ? 

Responderemos a esta pregunta mostrando que, 
dado um espaço vectorial de dimensão infinita, e sempre 
possível definir sobre ele normas não equivalentes. 

Seja K um espaço vectorial real (?) de dimensão 
finita ou infinita e | Xa j uma base de B . Se x 
designa um elemento qualquer do espaço E , sabe-se 
que existe uma representação da forma x = £ i 

H 
em que os coeficientes são números reais (todos 
nulos, excepto um número finito), univocamente de-
terminados pelo elemento x . 

Designemos por / uma qualquer aplicação da base 
|Xa| no conjunto R1' dos números positivos. Nestas 
condições, verifica-se imediatamente que a expressão 

r W - Í / W | Ç | , 
a 

em que /(x%) representa o valor da aplicação / no 
ponto x i da base, define uma norma sobre E . (Re-
pare-se que assim se confirma a resposta que foi dada 
ã 1.' questão enunciada em 3 .4 . ) . 

Admitamos agora que a dimensão de E ê infinita. 
Existe então sempre um conjunto numerável C = ( x * , 
x t*, •*•, x„*, •*•) i contido na base | x* j do espaço 
E. Consideremos duas aplicações f , e / „ (de | x* j 
eui R + ) , que satisfaçam as condições : 

para torío o x* e C , sendo arbitrária a definição de 
fi <i fi nos pontos do complementar de C em Jx*|. 

O Segundo um teorema da teoria do espaço* localmente 
convexos, eão idêntica* todas an topologia* localmente convexa» 
separadas s&brc qualquer cápaçv de dimensão finita t resultado do 
quo o facto acima apontado é uin caso particular. 

(f) Do acordo com a obsorvaçfte dual de 1. 1„ supuo-se que 
E ó um espaço vectorial real ; a detnoustraç&o serve, porém, 
passo por passo, paru o caso mais geral de um espaço vectorial 
relativo a um corpo qualquer muoldo de um valor absolute, a 
que se fez referencia em 1. (Obs*), 
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Tomando as duas normas 

a. a. 
e designando por M um número real arbitrário, é 

Pz MV) 

P M 
• >1 > M , 

desde que n seja suficientemente grande. 
As normas pi (x) e pz (x) não são, portanto, equi-

valentes, ficando assi m provado o que se propunha (*). 

É evidente que na definição das aplicações / j a f2 

se pode usar uma larga margem de arbitrariedade, 
sem deixar de atingir o mesmo resultado. No caso 
de / j , por exemplo, pode substituir-se a expres-
são / í ( x „ * ) = n, (para todo o x,' e C ) , por f2 (x,') = 
= » ( « ) . , sendo tp (n) um qualquer infinitamente 
grande com n . Escolhendo infinitamente grandes 
de ordens diversas, obter-se-ão sempre normas não 
equivalentes (duas a duas), vendo-se portanto ime-
diatamente que há possibilidade de determinar infinita* 
normas por forma que todas introduzam em E topolo-
gias distintas. 

A noção de c o r p o rígido em Relatividade Restrita1 

por Ruy Luís Gomes 

Em cinemática clássica diz-se que um corpo ou sis-
tema de pontos materiais ê rígido se a distância de dois 
quaisquer dos seus pontos não varia com o tempo. 

Mas é preciso não esquecer que (em cinemática 
clássica), tanto o tempo como a distância {de posições 
simultâneas) têm carácter absoluto, isto é, não depen-
dem do sistema admissível (2) em que são medidos. 

Esta simples observação mostra que se quizermos 
utilizar aquela definição no domínio da Relatividade 
Restrita, temos de a interpretar convenientemente, 
pois é necessário esclarecer em que referencial deve-
mos calcular distâncias e tempo, uma vez que os seus 
valores variam de referencial para referencial. 

Ora quem pela primeira vez considerou o problema 
dos corpos rígidos em Relatividade Restrita foi o 
célebre físico alemão, MAX BOHN, que adoptou a se-
guinte delinição (3 ) : um corpo move-se (em relação a 
um sistema admissível) como um corpo rígido, se as 
linhas de universo dos seus pontos são curvas equidis-
tantes. Mas este enunciado tem ainda uma certa am-
biguidade. 

Na verdade, se considerarmos o caso particular de 
um corpo rígido em repouso num sistema admissível, 

p) Daqu] SB seguo Imediatamente o recíproco do teoroma 
citado Gill (-V1; portanto: condição necessária e sajlcicnte para que 
sejam idêntica* tudas as topo/ogias localmente ÇOUVtxa* separadas 
sobre um espaço vectorial E è que d dimensão cíç E seja Jlnita. 

' * I 'j tomos noticia do osto assunto tor sido já tratado por 
úutorus portugueses o isso constitui, só por si, motlro para o 
conelrferarmos osIa rev.stA. tnnto mais q.i" permito acroscoutur 
novos escinrocimontos ao problem 1 das distâncias próprias. 

{*> O tempo ú até indepeadeisle <'s todo o referencia) >' a 
própria distfiocla do posiçAos simultâneas i:i. !uva::!t:it' e 
uin K [ ' i i . t . amplo do quo o do *ii.t:i>. 

('} Dte TheorÍÊ des starren BUMrout ia der Kitumatik des Reta-
tícitaísprinzips—Auoalun der 1'hvslt, 30 (1909). 

as linhas de universo de dois dos quaisquer dos seus 
pontos terão equações da forma 

aij = i\t + at 

xt ™ i\ t + i>, 

e embora a sua distância (1 ) 1 * se mantenha cons-
tante (no tempo de qualquer sistema admissível), 
o certo é que o seu valor depende de um elemento a , 
estranho ao corpo em questão. 

Consequentemente, só a distância J" está ligada 
apenas ao próprio corpo e este facto é que leva a 
completar a definição de M. BOHM nos seguintes 
termos: um corpo move-se como corpo rígido, se as 
linhas de universo dos seus pontos são curvas equidis-
tantes no espaço e no tempo do próprio corpo. 

Para estudar o problema Ja rigidês em Relativi-
dade Restrita temos, pois, de calcular / " , mas 
adaptando a doutrina desenvolvida no nosso artigo 
anterior (•*) ao caso de P e Q terem movimentos 
quaisquer. 

Ora tratando um corpo sólido como um caso parti-
cular de um meio contínuo tridimensional, os seus 
diferentes pontos ficarão completamente individuados 
por meio de três parâmetros u,, n, . E a linha de 
universo do ponto genérico (m,, r,.2, r^) terá as equações 
( 1 ) tffíill 3*>»J»S»*)f 

sendo coordenadas admissíveis quaisquer. 
É evidente que (1) generalizam (3), artigo anterior. 
Introduzindo um tempo local ( s), nomeadamente o 

tempo próprio r do ponto (r,,, u, ,1»,) do corpo cm 

(>) Sobro a noção do dlstjlociA em Hei atividade Restrita, 
Gazeta de Matemática, n.° 57, p. 3, 4, 

(s) Consultar G- JlKBGLOTZ—über dtn tum Staiidpunkt de» 
ReiativiíâLtprinzips a tis (Us «#tarr* su beseichnendtn Kõrpcr, 
Annaion dor PbysLfc, SI (1910). 


