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Espaço de Lebesgue 

Um exemplo de espaço de Riesz regular 

por Ruy Luís Gomei 

Designemos por ff a classe das funções numéricas, 
limitadas, cujo domínio é um intervalo fechado 
[ a , b]. 

ff é um espaço de R I E S Z . 

Na verdade: 

1) ff é um espaço vectorial com relação ao corpo 
dos uiimeros reais: a soma das duas funções fi,ft e o 
produto dum número ). por uma função / verificara 
as propriedades características de espaço vectorial; 

2) ff é um espaço ordenado em que f\<£,fz 
equivale a / , ( X ) / 2 (JC) para todo I E [ O , Í ] ; 

3) Existe o supremo e o ínfimo de duas quaisquer 
funções de ff ; 

4) ff , tomo espaço vectorial ordenado, verifica as 
duas implicações 

A<A A+/<Jk+ f> 
qualquer que seja / , e 

para 0 X . 
Ora para a construção do integral de L E B E S O U K 

por prolongamento por continuidade a partir do inte-
gral de C A U C H Y , introduzimos (*) em ff a topologia de 
LEE E AO UE, assim definida: dada uma função qualquer 
foeff , toma-se para sistema fundamental da vizi-
nhanças de fn , a classe doa «intervalos» \h , , 
tais que h /o < g , h superiormente continua e g 
inferiormente continua em [a , É] . E entende-se por 
«intervalo» 

[A, a totalidade das funções / tais 
que A < / < f f -

Mediante este sistema fundamental de vizinhanças 
transformamos ff num espaço topológico; 0 fica, 
poia, um espaço vectorial, ordenado, topológico. No 
entanto, não é um espaço vectorial topológico, pois 
imediatamente se conelue que 1 f não é uma fun-

ção contínua no espaço produto da recta euclideana 
ü ' pelo espaço topológico ff . 

Com efeito, dada a função toço em que ip0 é con-
tinua em [a , 6] , podemos tomar como vizinhança de 
i-o 90 o intervalo ' l^ere dizer, o con-
junto reduzido à própria função XOÇB- E a este 
intervalo não corresponde em li1 nenhum intervaln 
aberto contendo X<|, tal que X >,0 , nesse inter-
valo, a não ser no caso trivial de íp0 = 0 . 

Mas & possível demonstrar que ff é um espaço 
regular, isto é, um espaço que verifica os dois axiomas: 

1) as vizinhanças fechadas formam um sistema 
fundamental de vizinhanças; 

2) ff è um espaço separado. 

Para isso vamos começar por demonstrar o 

T Í O R E H A 1 — A classe Q das funções f tais que 
fi f , sendo f 1 u>na função dada de ff t é um con-
junto fechado. 

Suponhamos, por absurdo, que existe f i $ £ que 
pertence ao fecho de Q . Existirá, então, um ponto 
tal que / ( { 3^ ) <; f (a;j) . Sendo assim ó possível 
determinar k de modo que / 2 (xi) c k < / j (xt) . 
Construamos a função g , inferiormente contínua^), 
tal que — (/(x) — sup , s u p / ; ( x i ) ] para 

Qualquer vizinhança [h , g] de f% , com h 
arbitrário < í , não pode intersectar e , pois se 
assim fosse de fi^g o f\ fs resultaria 
o que contraria <7 (xi) — k <.f\ {XÍ) , Mas se há 
vizinhanças de fe que não intersectam g , f z não 
pertence ao fecho g e portanto <3 é fechado. 

C011OLÁK10 I — As vizinhanças [h , g] de uma qual-
quer função fo são fechadas. 

Na verdade, do Teorema I decorre em primeiro 
lugar que o conjunto Êj das funçSes f tais que 

i também é fechado, pois ú equivalente 

(L) IdtegrM ds LiKiitaticK-STitM-JESi do autor. 

{ ' ) A função g A ti.furiuniiu(,lu coatíaua vi^tu or ntinima OIQ 
cadH ponte de [a , , por coiiltraç&ü• 
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a E consequentemente [h,q] è a inter-
secção de dais conjuntos fechados; 

h<f e f<9-

Ficou assim demonstrada a primeira propriedade 
característica de um espaço regular, Passemos agora 
à outra e para isso provemos o 

T B O E E H A I I — o espaço ff é separado. 

Na verdade, sejam ft e fi duas funções não idên-
ticas. Existirá, então, um ponto onde (-Cj) < 
< / i ( a 1 ) ou / j (.ej) >• / ( (kj). Partindo de primeira 
desigualdade, pois ó indiferente uma ou outra, cons-
truamos números k o k' tais que fz (ac|) k < k' < 
< fx (asj) e uma função gi e uma função A( nas 
seguintes condições 

Oi — k 
01 — BUP {*" í SUp / l ) , X Jj\ 
hl (<*) - * 

ht (» ) = inf (k1 , inf fi) , x Ki . 

Resulta, portanto, 
/ i < f f 2 j h < / f 

A função f/j è inferiormente continua e Aj supe-
riormente contínua, visto a primeira ser mínima e a 
segunda máxima, em cada ponto dü [a , i>]. 

Tomando, então, Aj e d i ^ - f i , ficamos com 
duas vizinhanças [A», jij] , [Ai, yi] , a primeira de 
f2 e a segunda de f\ . 

Ora é fácil de ver que elas não se intersectam. 
Com efeito, se existisse f tal que 

h<í<9i , 
seria 

o que é absurdo, pois 

hl — * ' > & — Oz (^i) • 

O espaço de L E B E S O U E — espaço ff com « topologia 
de TJF.RKSÍIIÍK - E, portanto, um exemplo muito simpten de 
espaço regular. 

Deve observar-se que esta conclusão não depende 
de modo nenlium do facto de termos admitido que as 
funç.Ses / estão definidas num intervalo [a , í } . O 

(') Entramos ainda, com o facto du o conjunto (̂ 1) Ta-
chado a portanto tor para complementar um ú IjfUflto aberto, 
pol* fgl l n I n'; nisso noa apoiamos pui coucl uir que as 
rimçfloB construída» g ou A «Ao IjifurSormoüte &u suporlor-
[i: •> ' " continua*. 

que entrou em jogo foram as propriedades do espaço 
dos valores (*) das funções de ff, ou seja, a recta 
i / 1 , pois trabalhamos com funções numéricas. 

Se introduzimos a hipótese de as funções estarem 
definidas num intervalo (a f frj , foi por uma outra 
razão. E que se ff ú um espaço de funções definidas 
num intervalo [a , b\ ou mesmo num conjunto com-
pacto, a classe das funções continuas é densa no es-
paço de LEBKSOUK ff; mas isso já não tS verdade para 
funções definidas num conjunto qualquer ('). 

Ora como o espaço de L E B E S O D R tem o seu maior 
interesse ligado à integração-/^, impõe-se a limita-
ção do domínio das funções do ff de modo que a 
classe das funções contínuas seja deusa em ff. 

Nenhuma das topologias com base em sistemas de 
vizinhanças do tipo , tp?) , [Af, A2] , [yi , 0,] , [g , A], 
nas quais tf,h,g representam sempre funções con-
tínuas, funções inferiormente continuas, funções supe-
riormente continuas, conduz a espaços separados, como 
se verifica imediatamente. 

Em particular, a topologia de E i n u s » , à base de 
[tpl, fp;], não 6 separada, nem sequer ê possível sepa-
rar (2) uma função / do seu lim sup. / e do sou Hm 
inf. f , o ú precisamente este último facto que faz 

com que / , / , / tenham integrais — RIEMANN iguais 
(quando existem). 

O caracter mais fino da topologia de ÍJEIÍESOUE está 
pulo contrário, bem patente no facto de conduzir a 
um espaço separado, daí resultando que os integrais 
de IjBBKsonE de / , / e / não são necessariamente 
iguais (quando existem). 

Assim a maneira mais simples e mais significativa 
do caracterizar o integral de LKUKSOUE É defini-lo 
como o resultado do prolongamento por continuidade 
do integral de C A O C H Y , prolongamento efectuado no 
espaço separado de LEBKSOUK, OU seja, no espaço ff 
munido da topologia cujo sistema fundamental de 
vizíuhanças coincide com o conjunto doa intervalos 

Ao mesmo tempo demos um exemplo de espaço 
regular, que iS tambtSm um espaço de I Í IEBZ mas não 
um espaço vectorial topológico. Este conjunto de cir-
cunstâncias, todas de real interesse, leva-nos a desi-
gnar um tal espaço Sf por espaço de LKBEBUOE, e 
supomos que se trata de um tipo de espaço topoló-
gico ainda não individuado, apesar de ser dessa tipo, 
como vimos, o espaço implícito no processo de cons-
trução do integral-^ a partir do integra! de C A E U H Y . 

(') K eonboctda 4 condlçAo necessária e tullciama para que 
[A , p] contenha sempre umt rueç&o caciltntxa Ç • 

(') Via to toda rlzinkança do f conter f e 7. 


