GAZETA DE MATEMATICA

Espaco de Lebesgue

Um exemplo de espago de RiEsz regular

por Ruy Luis Gomes

Designemos por & a classe das fun¢des numéricas,
limitadas, cujo dominio ¢ um intervalo fechado
[a,b].

& € um espago de Riusz.

Na verdade:

1) & ¢ um espago vectorial com relagio ao corpo
dos niimeros reais: a soma das duas funcgdes fi, f; eo
produto dum nimero 3 por uma fungio f verificam
as propriedades caracteristicas de espago vectorial;

2) & ¢ um espago ordenado em que f1< f2
equivale a f(z) < fo(x) para todo xefa,d];

3) Existe o supremo e o infimo de duas quaisquer
fungdes de & ;

4) g , eomo espago vectorial ordenado, verifica as
duas implicagdes

AL =it f<f+],
qualquer que seja f, e
N+ A< ]2,

para 0.

Ora para a construgio do integral de Lmeescur
por prolongamento por continuidade a partir do inte-
gral de Caucny, introduzimos (1) em & a topologia de
Leseseus, assim definida: dada uma fungfo qualquer
foe & , toma-se para sistema fundamental da vizi-
nhangas de fy, a classe dos «intervalos» [A,g],
tais que A< fy<{g, % superiormente continua e g
inferiormente continua em [a,5d]. E entende-se por
aintervalo» [k, g] a totalidade das fungdes f tais
que A< f<yg-

Mediante este sistema fundamental de vizinhangas
transformamos & num espago topolégico; & fica,
pois, um espago vectorial, ordenado, topoldgico. No
entanto, nio é um espago wvectorial topoldgico, pois
imediatamente se conclue que 2/ nfo ¢ uma fun-

1 de L STiELLJES, do autor.

(') Integ

¢do continua no espago produto da recta euclideana
R1 pelo espago topoldgico & .

Com efeito, dada a fung@o 1o em que g, é con-
tinua em [a,?], podemos tomar como vizinhanga de
A9 o intervalo [Ag9g, 4o 9o] , quere dizer, o con-
junto reduzido 4 prépria fangfio Xpge. E a este
intervalo nfo corresponde em R1 nenhum intervalo
aberto contendo g, tal que X gg= 1y 9o, nesse inter-
valo, a nfo ser no caso trivial de ¢ =0.

Mas é possivel demonstrar que & ¢ um espago
regular, isto é, um espago que verifica os dois axiomas:

1) as vizinkangas fechadas formam wum sistema
Sundamental de vizinhangas;

2) & € um espaco separado,

Para isso vamos come¢ar por demonstrar o

Teorema I — A classe @ das fungbes f tais que
£y < f, sendo fy uma fungio dada de &, ¢ um con-
junto fechado.

Suponhamos, por absurdo, que existe f,¢é@ que
pertence ao fecho de @. Existird, entfio, um ponto
tal que f;(z{) < fi(z4) . Sendo assim & possivel
determinar %k de modo que fi(my) <k <<fj(z4) .
Construamos a fungdo g, inferiormente continua (1),
tal que g(zs) =k, g(z) =sup(k, sup /2 (xs)] para
x x4 . Qualquer vizinhanga [k, g] de fo, com A
arbitrario < f, ndo pode intersectar @, pois se
assim fosse de f3<Cg e f;</f3 resultaria fi<g,
o que contraria g(xy) =k << fi(xy) . Mas se hd
vizinhangas de f; que nio intersectam @, f; nio
pertence ao fecho @ e portanto @ é fechado.

Corornirro I — As vizinhangas [h, g] de uma qual-
quer fungdo fy sdo fechadas.

Na verdade, do Teorema I decorre em primeiro
lugar que o conjunto @ das fungdes f tais que
f< fi também & fechado, pois f< /i ¢é equivalente

(') A funglo g & lnferlormente continua visto ser minima em
cada ponte de [a,d] , por construglo.






