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D / s c u s s r o n d ' u n résultat de Tsien pour la détermination d'un 

«convergent». Choix de la distribution de vitesses sur l'axe^ 
par A. Pereira Gomes 

Un problème qui su présente eu Mécanique des 
Fluides, d'un intérêt immédiat pour les applications 
est celui du dessin d'un coue de contraction pour le 
passage de l'air, ou d'un autre fluide, qui est 
couramment designé par nconvergent». 

Dans ses lignes générales, ce problème peut être 
réduit à celui do trouver une fonction potentiel ou 
une fonction de courant de façon à satisfaire certaines 
conditions, notamment que la vitesse à la paroi soit 
monotonément croissante. 

Considérons un écoulement incompressible de révo-
lution autour d'un axe Ox, défini par la fonction de 
courant J» (ar, . Le contour du convergent aura pour 
équation ^ (œ , r ) = C, C étant une constante conve-
nablement choisie. 

Dans son étude «On tliu design of the contraction 
cone for a wind tunnels (<), H. S. T S I E N obtient, des 
expressions des composantes de la vitesse d'un écou-
lement incompressible de révolution autour d'un axe 
(>x, à partir de la distribution de vitesses sur l'axe. 
Il en déduit ensuite la fonction de courant 
relative à cet écoulement. 

Soient i t(a; ,r) et v(i:,r) les composantes de la 
vitesse w (x , »•) do l'écoulement, respectivement, 

(*) L ' é t u d e q u i tait l 'ubjtM d o c e t t o N o a é t é a c c o m p l i e ù 
l ' I n s t i t u t d o M é c a n i q u e î les F l u i d e s d o M a r s e i l l e , e n M a r s M&2, 
p e n d a n t Lin s é j o u r q u e n o u s a v o n s f a i t d a n s c o l I n s t i t u t , c o l o n i e 
A t t a c h é d e R e c h e r c h e s d u C e n t r e N a t i o n a l d e l a R e c h e r c h e 
S c i e n t i f i q u e - N e u a r e m o r c i o s a M . J , V a i . u k s i , D i r e c t e u r d e 
l ' i a t t l t u t , p o u r l o s é l é m e n t s b l b l l o f f r a n t e s q u ' i l a o u l a g e d -
t l U e s s e d e m e t t r e A n o t r e d i s p o s i t i o n . 

{'} Journal of Ihe AoroiLanticnl Sciences, vol. 10 a.4 1' î> 
p . CS-70. 

suivant l'axe Oa; et l'axe Or (orthogonal à OLE); et 
posons sur ( )x; 

m «<»,<>)-/(») , 
(2) = 0 . 

Le mouvement étant irrotationnel, nous avons en 
dehors de l 'axe: 

(3) tla; dr 
faisant intervenir l'équation de continuité, nous avons 
encore 

(4) 
()(ru) d{rv) 
—r—• + - . • — U-

dr 

du On en déduit, pour r — 0, = 0. Donc, u ( x , r ) 
à r 

est une fonction paire de r et nous pouvons écrire 
ai 

(5) «(i t j r ) - 2 *•*"/.»(*), 
n = " 0 

eù />« est une fonction à déterminer. 
De même, étant une fonction impaire de r, 

comme on vérifie aisément, nous posons 

(G) 

ffîn-n est une fonction à déterminer. 
En tenant compte de (1) , (2) , (3), (4) , (5), (G), il 

n'est pas difficile d'obtenir des relations de récurrence 
qui donnent f., „ et <7s „ +, en fonction de / ( x ) et de ses 
derivées. H. S. T B I E N arrive ainsi aux expressions 
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(V) 

t - X I { - l ) " « (0=̂ ) - /(*) + 2 aLfw.» '/<S ' " 
M«—1 * ' 

{ - I)»2 n 
» C1 J »•) = 2 j V.- — r - • / " (a) • r* . v ' ' 2 , n (n I)3 

ji=i v ' 

j ! (a;) , 

L a fonction de courant étant donnée par la 

formule = I r-u(x,r)dr, on en dédui t 
JO 

1 
(8) 

y ( - 1)' (» + 1) v t l 
£ 2 i ' " + " ({n + l ) ! ) ' J W 

L'équation du contour du «convergent» est celle 
d 'une ligne de courant , r) = C , le long de 
laquelle la vitesse est toujours croissante, mais au 
delà de laquelle cette propriété cesse d'être vérifiée. 
La constante C sera donc choisie d 'après cette 
condition et i { j k , r ) est définie par (8) , 

La forme du contour dépend du choix de la fonction 
ini t ia le /{ . c ) , qui doit être înouotonément croissante. 
Tblkn fa i t la construction du convergent, on prenant 
une distr ibution de vitesses sur l 'axe / ( - r ) a + 

> 7 j 
+ b j e—Tdx, avec a = 0 , 5 5 , b 0 , 9 0 / ^ 2 ^ • 

Suivant la même métbode, B. SzomiNtowBKi ( ') a f a i t 
le calcul pour la fonction / (as) = u + 6 thc x , o ù a , 6 , c 
sont dos constantes. 

Dans le mémoire de T s h h le choix de la fonction 
/ (x) est laissé complètement a rb i t ra i re , aucun rap-
port n 'é tant prévu entre cette fonction et la forme 
désirée pour le convergent, notamment pour obtenir 
une pente nulle à l 'entrée e t à la sortie. 

En réali té il n'est pas difficile de pousser plus loin 
l 'analyse de T a i r a et d 'établir un critère relat ivement 
général pour le choix de la fonction / ( x ) , de façon 
à sa t is fa i re cette condition et, en même temps, à 
simplifier le calcul. C'est ce que nous allons faire par 
la suite. 

lies expressions do u e t d données par Tsikn 
rappellent l 'expression générale des fonctions de 
Bkssel 

2"+3* k I (n + k) 1 

et, en effet , on voit sans peine que si la fonction 
/ ( a ; ) vérifie les conditions 

( ' ) C o n s t r u c t i o n f o r a t v j n d t u n n e l , J o u r n , Aero* Sel vol. 10, 
n." S, 19«, A]IC 731«. 

(9) { 

les formules (7) deviennent 

{ u (x , r ) = A (x) J 0 (et r) 
v (x , 

• 0 , 1 , 2 , 3 , -
. 1,2, à,..-

(7') 

avec 

a e t p pouvant être des nombres réels ou imaginaires 
purs, pourvu que dans ce dernier cas t H (x) soit réel. 

Les fonctions qui vérifient les conditions (9) nu 
sont aut res que les solutions de l 'équation / " (x) ™ 

dont la solution générale e s t : f ( x ) = 
— a«1® -f b e - « * . 

Nous pouvons même supposer que la première éga-
lité de (9) n'est sa t is fa i te que pour n - 1 , 3 , — . 
L' équation / ' " (x) — a1 f'1 (x) donne alors la solution 

/ (x) = rt<, + a eP-*+b e-a*. 
On a donc, en généra! : 

(7") Îti { x , 
V ( x , r ) = — (a e * ' — b i - " ) J, (« r) 

dn, « , b é tan t des constantes arbi t ra i res . 
On en dédu i t : 

(8") < K « , r ) - + * r ) ; 
2 a 

d , , . . , A , . , 
en et f et, — i r ) l — r J 0 (r) , donc —- (rJ\ ( i r j ) — 

dr dr 

• • / „ ( t t i ) , d 'où j r J0 d'- — r./1 (a r) ; ceci, 

remplacé dans la formule tf (x,r) — fu r dr 

bien à l 'expression (8") . 
11 s ' ag i t maintenant de faire un choix approprié des 

constantes, pour te résu l t a t qu'on a en vue. 
Comme $ (x , r) = C doit définir une fonction 

r = R (x) , décroissant dans l ' intervalle correspondant 
à la longueur du «convergent», mettons ( 0 , * ) , et 
s ta t ionnai re aux extrémités de cet intervalle, nous 
devons avoir ; 

(10) 

dr _ _ 
— < 0 , 0 < j: < i, 
dx 

dx 
I 0 e t x - \ . 

( H ) 

Mai», le long de i|,(x , r ) = C , nous avons 

cH; 
dr o 
dx u 

Jr 

àC' 
- 3TAV 

• Cm1
 * * OJ ~ 

j: 
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(12) 

par conséquent, doit ê t re 
' ti < 0 , 0 < x < X , r — R(x) 
. u — 0 , a; = l ) e t a ; = X , r = i î (as) , 

puisque, par hypothèse, 
( 1 3 ) u > 0 , 0 < x < X . 

La condition (u)„ , , 0 peu t ê t re sa t is fa i te en 
posant dans les équat ions (7") , 

(14) 6 - » } 

La condition = 0 devient alors {e*^ — er"") • 
• J i (» H (x)) —0 et est sat isfai te par a tel que — e-*5-
ou e®1* — 1 . 

On on dédu i t : 

(15) a í — u , A — 1 , 2 , 3 , V* 

la solution correspondant à — 0 , é tan t à 
rejeter . 

Le système (7") devient donc 

u (x , r ) op -+ 2 a cos — n x • J( (H 
u(x.r) — 2 a sin — IT x • I, (— * 

X 7 

où, comme d 'habi tude, Iu (s) <—i~"J„ («a) représente la 
fonction de B E B S E L modifiée de 1 " * espèce. 

La condition {e) [< , .<) .<0 exige main tenant 

(16) 

(17) 

A - Í 

a < 0 

car 7 i ( s ) J > 0 pour (1G) assure, en mime 
temps, la monotonie de la fonction / ( x ) — u (x , 0 ) , 

11 ne reste qu'il imposer la condition 
par un choix, approprié des coefficients u c O et a 0 ; > 0 
(puisque / o i - ' J ^ O pour 

Il f audra que : — 2 a cos x - pour 

r = y ( ( x ) . La valeur maxima du second 
membre es t a t te in te pour x « 0 , r = R (<J) , ca r 

•ÎC 

cos — x e t H (.ïl sont des fonctions décroissantes de 

x, et I0 (k) est une fonction croissante de z\ donc, 

il suf f i t que o 0 > - 2 o / 0 J î ( 0 ) j 

- 2 a A - 2 a / 0 ^ J î ( 0 ) j , avec A > 0 . 

— 2 a —Aj, donc 

(18) < H - Î H [ A + J „ ^ J Ï ( 0 ^ 

ou oq = — 2 aA 

Posons — 2 a —rtj, donc 

(71V) 

On aura finalement 

(10) / < » ) - « i [ A + l i - e o s ^ - x j 

et 

•
 17

 r / ™ \ v (x j r) — a j siu — x - / i I — r j 

avec o i > 0 , A > - 0 arbi t ra i res . 

La fonction de courant est alors 

X 77 \ 
a, cos -—• x • r • I — f 

x j 

Nous pouvons disposer des deux coefficients arbi-
t ra i res de façon à assurer certaines caractér is t iques 
pour le «convergents, par exemple, une ouverture 
de sort ie avec un rayon donné. 

Il est à remarquer que ai A représente la vitesse 
u(Q,IÎ(0)) au point ( 0 , i î ( 0 ) ) , à l 'entrée sur le 

contour, et u t |~A-j-/o R (0)J — 1 J représente la 

vitesse « ( 0 , 0 ) , a l 'entrée sur l ' axe; la différence de 

ces deux vitesses est a ! R (0)^ —1 J . il 

convient donc de prendre le rappor t | / u ^— — 

— 1 ] / A auss i pe t i t que possible, pour que la vitesse 
d 'entrée soit aussi uniforme que possible ( 3 ) . 

D 'au t re par t , si on peut aff i rmer , à priori , que u ( x , r ) 
donnée par (7 l v ) est monotonément croissante, le long de 

i'; Oct vol! apparaîtra tti rtsfluence do 11 longueur X et du 
rayon d'entrée !! (0), sur K non uniformité de la répartition 

vitesses d'entrée. Pour la sortie, la différence des vitesses 
sur 1'Aj.e et sur te coiitour est a, ^ ^ 0 - 1 ' E>°nC' 

le r&pport de la vitesse de sortie et de la vitesse d'entrée est, 

en m o d u l o , é g a l à <C 1 • C'est à dire quo la 

non u n i f o r m i t é d e !a r é p a r t i t i o n d o v l t o s s e s à l a s o r t i e es t m o i n s 
a c c e u t u é o q u ' à l ' o u t r é e . C e t t o r e m a r q u a a do l ' ix . iérût p e u r l e 
p r o b l è m e d u c o n v e r g e n t a r e c un c o r p s 4 l ' o u v e r t u r e d o so r t i e -
Voir: A. P e r l j k a GouëS, ^Determination d'un convergent ayant 
un corps k l'ouverture de sortie», P o r t . M a t h . v o l . 12, (1953), p . 
Í9-56. 
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+ (XjJ-) C , on ne peut rien dire sur le comportement 
de la fonction «t = l / u 1 + . En effet, la fonction 
r = ZÏ(x) définie par i ( x , r ) = C é tan t décroissante, le 

produi t coe x • iB r j est décroissant pour 

O - c x - c X donc i t ( x , r ) est croissante. Maïs les 

fonctions sin - — x e t i ï ( x ) ^ sont l 'une crois-

sante, l 'autre décroissante pour 0 < ; j < ) , et, sans 

connaî t re la fonction 7Î (a;) , on ne peut rien deduire 

sur le comportement du produit , c'est à dire de 

« (x , r) . 
Nous avons supposé, au début de cette analyse, que 

/ ( x ) ^ oo +- / , (x) où / i (x) sa t i s fa isa i t aux conditions 
(9)} et cette hypothèse nous a conduit à la solution 

f ( x ) = ii0 — «i cos ~ x , ( i o > 0 , « ! > ( ) , si l'on cherche 

un oconvergentn avec une entrée et une sort ie pa-
rallèles à l 'axe. 

Mais nous pouvons élargir cette hypothèse et 
H 

supposer que f ( x ) est de la forme /<x)=-a0-f- 2 A 0 e) 
ï - I 

où les fr(x) sont des (onctions qui sa t isfont les 
conditions (9), pour p = l ,2, •••, N . 

On aura das ce cas 

(20) / ( x ) = Og H- 2 Op«*** + b e ~ * r T 

et on voit sans peine que u e t v prennent la forme 

(21) 

u (x , r ) = 0(1 + 2 (°p ea'T + br e-^') J0 (&fr) 
r = f 

A 

v(x,r) — - 2J (a,e*pr — bpe-*t ' ) (a, r ) 

On en dédu i t : 
N 

( 2 2 ) $ ( » , » • ) - y r * + 2 K e a > * f 
p - i 

+ « " « » * ) — J \ ( à , * ) 
a . 

Si nous voulons un «convergent» avec une entrée 
et une sortie parallèles à l 'axe, nous imposons 
u{0 , i ï { 0 ) ) = u { X , / ? ( * ) ) — 0 , par conséquent 

N 
(23) 

i - i 
IV 

(24) 2 (a, tOh^—bf t r ** X) J t (et, B (*)) = 0 

La première de ces équat ions peut ê t re sat isfai te si 
l'on pose 

(25) ' S i P - l i S . ^ i f 

et la seconde devient a lors : 
H 

2 «r (e*? X - e-^yJi («, R (X)) - 0 ; 
r -1 

cette égal i té peut ê t re sa t is fa i te en supposant 

(2$) e^X — e - a ^ ^ o , pour p ~ 1 , 2 , • • • , N , 

ce qui nous amène à 

(27) 

où kf est un entier arbi t ra i re , pour 2 — , N . 

Dans ces conditions, on a : 

(21') 

i t {x, r ) = «p 4- 2 2 ap cos — t. x • ( — ir r ) X i 
.v i / h \ 

v ( x , r ) = 2 ® s i n - ^ i r x - i r r j 

d o v i i h* 
( 2 2 ' ) 4 ( » , r 

r—l p 

L a solution p=>l , 2 , ..V et — 

que nous venons de considérer équivaut à mettre 
u ( 0 , r ) « = t ) ( l , , r ) = 0 pour tout r . Ceci correspond à 

prendre un potentiel 0 (x , r ) tel que ( ) = 0 
\ dr } 

f H \ et ( ) = 0 j c 'est à dire, constant pour a ; = 0 
V V - l 

ot x—X, C'est la solution dédui te directement par 
Thwaites {*). 

Mais cette solution n'est pas unique. Nous pouvons 
sa t is fa i re aux conditions (23) e t (24) par d 'aut res 
hypothèses que (25) e t (26), on fa i sant t i ( 0 , r ) = 0 et 

= 0 pour des valeurs par t icul ières de r , 
correspondantes aux dimensions du convergent. Nous 
serons ainsi amenés à d 'aut res expressions de u ( x , r ) , 
v ( x , r) e t i} (x , r ) qui permet tent d 'ut i l iser les fonc-
tions de Rkssel ,7q(s) et J ; (z) dans le calcul 
numérique. 

(*) J "n l/it design of contraction* for wind tunnetf, AoronautlcaJ 
Flmeircli Council, It. & M. n." 2278, IBia. 


